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INTRODUCCIÓN 
, . 

El nacimiento de la lógica modal moderna se sitúa en 1912 en 
un artículo de C. 1. Lewis en la revista M ind, en ,el que se ocupa de 
las llamadas paradojas de la implic::ación material. Los cálculos 
deductivos que desarrolló Lewis son cálculos para la implicación 
estricta en los que, en algunos, ésta se define a partir de un opera­
dor para la imposibilidad y, en otros, a partir de un operador para 
la posibilidad. , , 

Históricamente la lógica modal moderna, tal como señala 
Segerberg en Bull y Segerberg [1984], se alimenta de tres tradi­
ciones: la tradición sintáctica, la algebraica y la semántica. La pri­
mera tradición es la inaugurada por Lewis. Los autores que traba­
jaron en ella se dedicaron principalmente a la elaboración de 
diversos cálculos en los que recoger las diferentes intuiciones 
acerca de la noción de necesidad y otras modalidades. La segunda 
tradición puede remontars~ a la introducción de lógicas trivalentes 
por ..J:::ukasiewicz y al nacimiento con ellas de la noción de matriz 
lógica, noción que dio lugar a la de álgebra lógica y a la conside­
ración de clases de este tipo de álgebras. Una de ellas es la clase 
de las álgebras modales. En los inicios de esta tradición caben 
destacar las obras de A. Tarski, J. C. C. McKinsey, B. Jonsson, 
y la de H. Rasiowa y R. Sikorski. Por último, puede considerar­
se que la tercera tradición se inicia con la obra de R. Carnap, en 
la que por primera vez se da una semántica para la lógica 
modal, de hecho para el sistema S5 de Lewis. Pero es con la 
obra de S. Kripke con la que se introquce la semántica conocida 
como semántica de mundos posibles, semántica que parece haber 
sido también formulada independientem~nte por S. Kanger y por 
J. Hintikka. Es la semántica estándar para la lógica modal en sus 
dos variantes de semántica de modelos de Kripke y semántica de 
marcos de Kripke, semánticas estrechamente, relacionadas, de tal 
m?do que es imposible desarrollar la segunda (§in desarrollar la 
pnmera. ' 

Desde un punto de vista sistemático, en la lógica modal 
moderna pueden diferenciarse tres partes. La primera, llamada 
teoría de la completitud, se dedica al estudio de diversas lógicas 
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müdales caracterizadastantüSintáctica cümü semánticamente. La 
pregunta fundamental es la pregunta pür la cümpletitud. Si la res­
puesta es afirmativa, para demüstrarlo existen básicamente düs 
métüdüs de prueba: lüs müdelüscanónicüs y laprüpiedad de lüs 
marcüs finitüs .. En esta parte cabe· también incluir la pregunta pür 
la caracterización. Una 'lógiCa es cümpleta, en la semántica de 
marcüs, si tüda fórmula válida en tüdo marco de la lógica es un 
teorema de la lógica .. Perü ,pueden existir clases especiales de 
marcüs 'cuyas fórmulas válidas . sean precisamente lüs teüremas 
de una lógica dada. Cuandü estoücurredecimüsque la clase de . 
marcos caracteriza la lógica dada: Buscar clases interesantes de 
marcüs' que caractericen una lógiCa es también una tarea impür­
tanteo . La .obra fundamental en teüría' de la cümpletitud es la de 
K. Segerberg (Segerberg [1971]). y también la de E. J. Lernmün y 
D. Scütt (Lemmün,Scütt [1977]). 

La segunda parte, .inaugurada pür H. Sahlqvist y K. Fine, y' 
desarrüllada fundamentalinerite pür R. 1. Güldblatt, S. K. Thümasün 
y J. Van Benthem, es la llamada teoría de la correspondencia. En la 
semántica de marcüs la noción fundamental es la de marcü de 
Kripke. Un marcü de Kripke es un par (M,R) dünde M es un cün­
juntü n.o vacíü y R es una relación en M. Una asigriaciónen un 
marcü (M,R) es una función' e que a cada letra sentencial asigna 
un subcünjuntü de M. Un- müdelü de Kripke es un triplü (M,R,e) 

. dünde (M,R) es' un marcü y e es una asignación en (M,R). Ocurre 
que para algunas lógicas müdales la clase de sus marcüs de Kripke 
es 'una clase definible pür un cünjuntü de sentencias de primer 
.orden en e.l lenguaje cün un únicü relator diádicü. Por ejemplü, 
para el sistema S5, la clase de suSmarcüs es la clase de lüs marcüs 
cuya relación es de equivalencia. Pero para .otras lógicas estü n.o es 
así. Una de las preguntas fundamentales de la teüría de la cürres­
pündencia es la pregunta pür cündiciünesnecesarias y suficientes 
para que la clase de lüs marcüs de una lógica sea definible en pri­
mer .orden. Pür .otra parte, dada una clase de marcos definible en 
primer .orden, se plantea la cuestión de saber.si es .o n.o la clase de 
marcüs de una lógica müdal. Este tipü de preguntas sün las carac­
terísticas de la teoría de la cürrespündencia. Para responder a ellas 
se uSan técnicas prüpürciünadas tantü pór la tradición algebraica y 
pür el .álgebra universal, cümü pür la tradición de la semántica de 

. mundüs püsibles y la teüría de müdelüs clásica de la lógica de pri-
mer'ürden. . 
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En teoría de la correspondencia las obras básicas son Van 
Benthem [1983]y Goldblatt [1976J 

Por último, la' tércera parte consiste en la llamada teoría de 
la dualidad. Para la lógica modal no sólo eXIste la semántica de 
marcos y la de modelos de Kripke, sino que también existe la 
semántica algebraica, cuyos objetos son las álgebras modales. La 
teoría de la dualidad se ocupa de estudiar las conexIones entré 
estos dos enfoques. En este estudio apareci una nueva noción; la 
de marco general, que es intermedia entre 'la de álgebra modal y la 
de marco de 'Kripke. La teoría de la dualidad hace uso fundamen­
tal del teoreina 'de representación de Stóne para álgebras de, Boole 
y también utiliza y explor~ el punto de vista topológico. ' 

El libro que tiene el lector en las manos es una introducción a 
las tres partes de la lógica modal contemporánea. En la primera 
parte del libro, los capítulos 1 a 8 pueden verse como una intro., 
ducción a la teoría de la completitud y, además, a algunos aspectos 
de la decidibilidad de lógicas modales. Los capítulos 9, 10 y 11 
exponen lo fundamental de la teoría <le la correspondencia. El 
capítulo 12 puede considerarse una introducción a la teoría de la 
dualidad, aunque contiene ,también algunos resultados de teoría de 
la correspondencia. La parte topológica de la teoría de la dualidad 
no se desarrolla en este libro, puesto que eI.tipo de lector en el que 
pensamos al escribirlo no tiene por qué tener los prerrequisitos 
necesarios. ' 

Este libro ha surgido de mis cursos en el Departamento de 
Lógica, de la Historia y Filosofía de la Ciencia de la Universidad 
de Barcelona, cursos de segundo ciclo en la licenciatura de 
Filosofía y de doctorado en e'l programa de Lógica Matemática. Es 
un libro de lógica modal sentencial, y el proposito al escribirlo ha 
sido brindar al lector de habla española una introducción actual 'a 
la lógica modal, disciplina que con el <lesarrollo de las teorías de 
la correspondencia y de la dualidad ha alcanzado su madurez 
matemática, y que, con sus aplicaciones a las ciencias de lacom­
putación a través de la lógica dinámica, las lógicas' temporales y 
las lógicas, epistémicas, ha alcanzado, lo cual no es muy frecuente, 
su etapa de, aplicación a esferas tecnológicas. Además la lógica 
modal ha encontrado aplicaciones a través del sistema GL, o siste­
ma de la demostrabilidad, en el estudio de la aritmética de PC!ano y 
de sus extensiones. Ello se debe fundamentalmente al importante 
teorema de Solovay (Solovay [1976]), a los trabajos de:la escuela 
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de Siena, deG, Boolos y de C. Smorinsky, entre otros. La idea de 
esta aplicación consiste en interpretar el operador modal, D, como 
el predicado de demostrabilidad en una teoría aritmética, que 
GOdel'introdujo en su celebre prueba dehiincompletitud de la 
aritmética. Estas· aplicaciones, son;' lasque, en boca de algunos, 
redimen'a la lógiCa ,modal del supuesto pecado original de confun­
dir uso y mención que le' atribuye Quine. Por'último, la lógica 
modal tiene aplicaciones en' lingüística, fundamentalmente en la 
semállticade las lenguas naturales. Da 'semántica de mundos posi­
bles es la semántica típiCáde las lógiCas intensionales y: es el para'­
digma semántico que mrce con la introducción por S. Kripke de su 
semántica para las lógicas modales en «A Completeness Theorem 
in Modal Lógic» (Kripke [1959]), y que ha dominado y aún domi­
na las investigaciones semánticas llevadas a cabo por filósofos y, 'a 
raíz de la introducción de las gramáticas de Montaglie, también las 
llevadas a cabo por lingüistas. ' 

Evidentemente ésterio es, un libro para cualquier tipo de lector. 
Se presupone un conocimiento de la lógica sentencial y de la lógica 
de primer orden equivalente, por. ejemplo, al contenido de la prime­
ra parte del manual, actualmente, ya un clásico, de· H. Enderton A : 
Mathematicallntroduction toL'ogic. Como cabe esperar, se preoJ 

supone también un conocimiento del lenguaje de la teoría de con­
juntos, y,un conocimiento de 'esta teoría equivalente, por ejemplo, 
al contenido del libro de Halmos lntuitive Set Theory. 
Finalmente" en los últimos tres capítulos se presupone cierto cono­
cimiento de la teoría de las álgebras de Boole. El lector interesado 
en este tema puede consultar Jané [1989]. El presente libro, sin 
embargo, lleva dos apéndices, uno sobre lógica de primer orden y 
lógica de segundo orden y otro sobre álgebras de Boole, con el 
fin; fundamentalmente, de fijar terminología y para que el lector 
pueda informarse de aquello que es imprescindible conocer para 
poder seguir con provecho el libro. 

'Puesto que éste es un libro de introducción a la lógica modal, 
no debe esperarse encontrar en él resultados originales del autor. 
Si alguno hay, es la prueba de que toda lógica posee marcos. La 
originalidad de este libro debe buscarse, en todo caso, en la distri­
bución y presentación del material y en el énfasis en ciertas cues­
tiones. Cabe destacar el punto de vista que ha guiado el libro: la ' 
semántica fundamental para la lógica modal es la de marcos. Me 
gustaría justificar este punto de vista algún día mediante un argu-
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mento filosófico;' pero por: el momento es plenamente~ustificable 
desde un punto de' vista 'matemátíco. Es esta semántica laque'hace 
interes~mteala lógica modal, pues con ella no queda reducida 
como con la semántica de modelos a lógica de' primer orden,. hecho 
que ya pusieron de manifiesto, en la obra citada, J. E. Lernmon y 
D. Scott. Se puede ver la lógica modal con la semántica de marcos 
como una parte de la lógIca de segundo orden, pero, puesto que 
ésta no tiene una buena teoría de modelos, pocos resultados gene-
rales le son aplicables. Más bien ocurre lo contrario: Van Benthem (1 
y l<... Doets han generalizado resultados para la lógica modal a\ I l 
fragmentos de la lógica de segundo orden, y de la teoría de tipos, , ' . 
fragmentos más amplios que el que corresponde estrictamente a la 
lógica modal. : 

Desde un punto de vista pedagógico, este libro puede servir 
como texto para distintos tipos de curso. Un curso, o parte de un 
curso, de licenciatura en el que se presente una introducción a la 
lógica modal para estudiantes de filosofía o de informática puede 
basarse en los siete u ocho primeros capítulos y el capítulo 10. Un 
curso de doctorado puede organizarse de muchos modos depen­
diendo de la duración, del tipo de programa al que pertenezca y de 
los conocimientos que se presupongan. 

Debo dar las gracias a varias personas que han contribuido 
con su estímulo unas, con sus comentarios otras, y con ambas 
cosas la mayoría, a que este libro sea posible. En primer lugar 
debo dar las gracias a mis alumnos, en especial a Begoña 
Navarrete y Manuel Campos. Después a mis colegas que asistie­
ron a mi curso de doctorado:, Manuel García-Carpintet:o, Enrique 
Casanovas e Ignacio Jané. Yen especial debo agradecer a los dos 
últimos sus preguntas y comentarios, así como el trabajo de haber 
leído y comentado los sucesivos manuscritos, sin el cual el libro 
no sería lo que es. También debo dar las gracias, a Josep M.' Font 
por sus comentarios a una primera versión de los nueve primeros 
capítulos. Por último debo dar las gracias a J. Van Benthem, sin 
cuyos escritos mi concepción y conocimiento de la lógica modal, 
así como mi interés por ella, serían muy distintos. 

Si antiguamente se daban las gracias' a quienes habían meca­
nografiado el texto, hoyes de justicia dárselas al ordenador y pro­
cesador de textos que lo ha hecho posible, en mi caso a mi casi 
siempre dócil Macintosh y a MacWrite. 

Espero que este libro despierte el interés intrínseco por la 
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lógica modal en algunos y sea de utilidad a los que hoy en día la 
necesitan en sus trabajos en inteligencia artificial y, en general, en 
ciencias de la computación. Si así es, habrá merecido la pena el 
esfuerzo de escribirlo. . 
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. CAPÍTULO 1· .. , .. c., 

EL LENGUAJE DE LA LÓGICA MODAL 
SENTENCIAL 

i .. 

Un lenguaje modal sentencial consta de un vocabulario forma­
do por un conjunto infinito lP de letras sentenciales, un conector 
diádico, ~,una constante sentencial, .:L, un paréntesis derecho, ), 
un paréntesis izquierdo, (, y un operador modal, D. Todos estos 
síinbolos deben ser distintos entre sí; en particular ninguna letra 
sentencial debe ser un conector ni una constante sentencial ni el 
operador modal ni un paréntesis. . 

Consideraremos que todos los . lenguajes modales tienen el 
mismo conector diádico; la misma constante sentencial, los mis­
mos paréntesis y el mismo operador modal. Lo que distinguirá un 
lenguaje de otro será el conjunto de sus letras sentenciales. De 
todos modos, podemos identificar dos lenguajes si sus conjuntos 
de letras sentenciales tienen la misma cardinalidad (son biyecta­
bies); Al lenguaje modal sentencial cuyo conjunto de letras senten­
ciales es lP lo llamaremos el lenguaje modal sentencial de lP, o sim­
plemente, el lenguaje modal sentencial lP. Así, el vocabulario del 
lenguaje modal sentencial lP es el conjunto lP u {~, .L, D, (, )}. Al 
conector diádico lo llamaremos condicional, y él Y la . constante 
sentencial son los únicos signos lógicos de los lenguajes modales 
sentenciales. Del operador modal diremos que es el signo modal. 

Debemos observar que todó lenguaje modal sentencial lP 
puede verse como un lenguaje sentencial (de la lógiCa sentencial) 
extendido mediante el operador modal. El lenguaje sentencial de 
lP tiene como vocabulario el conjunto formado por las letras sen­
tenciales de lP, los signos lógicos y los paréntesis. A este lenguaje 
lo llamaremos el sub lenguaje sentencial del lenguaje· modal· sen-
tencial lP. . . 

Utilizamos un único conector diádico y una. constante senten­
cial -que se interpn~tará como 10 falso- por al menos tres motivos. 
En primer lugar, tal práctica es habitual en los trabajos de lógica 
modal. En se~undo lu~ár,poseer una constante sentencial para 10 

[15] 
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falso es útil a la hora de introducir las álgebras modales. Por últi­
mo, este recurso permite que las pruebas por inducción sobre la 
estructura de las fórmulas sean breves. Debe observarse que úni­
camente con el condicional y una, constante sentencial para lo 
falso es suficiente para poder'representar todas las funciones boo­
leanas. Si e~to qo fuese así, habríamos realizado una mala elec-
ción de nuestro vocabulario.' . 

DEFINICIÓN DE.FÓRMULA 

El conjunto de las fórmulas de un lenguaje modal senten~ial 
lP, For(lP), es el menor:coqjunto X de sucesiones' finitas de ele­
mentos del vocabulario de jp tal que: 

i) lP e X 
ii) ..L E X 

iii) Si ~¡, ~2E X,entonces (~l--)~2) E X 
iv) Si ~ E X,entonces D S E X, 

donde (~r-7~2) es la sucesión que se obtiene al'concatenar las 
sucesiones « ), ~¡, ( --) ), ~2, Y ( ) ) en este orden, y O ~ es la 
sucesión que se obtiene al concatenar las, sucesiones (O) y ~en 
este orden. 

Los elementos de For(lP) stm las fórmulas del lenguaje P (o lP­
fórmulas). 

, Apartir de ahora utilizaremos las letras mayúsculas A, B, C, 
D con posibles subíndices co~o metavariables para fórmulas. 
Supondremos que los conjuntos de 'letras sentenciales de los len­
guajes modales están enumerados con sus cardinales. Cuando 
escribamos fórmulas concretas utilizaremos la letra p para referir­
nos a la primera letra sentencial del lenguaje que consideremos, la 
letraq para referimos a la segunda, y la letra r para la tercera. 
Además, si el conjunto de letras sentenciales tiene cardinal K, con 
Pi ,- iE K- nos referiremos a la i-ésima letra sentencial en la enume­
ración supuesta. 

Es' de observar que, dado un lenguaje sentenciallP, los conjun­
tos lP, {..L}, {(A--)B):A,B E For(P)}, y {DA:AE For(P.)} son dis­
juntos dos a dos. Además si (A,B) es· distinto de (C;D), entonces 
(A--)B) es una fórmula distinta de la fórmula (C--)D), y, si A y B 
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son fórmulas distintas, también lo son las fórmulas DA y OB. 
Parademostrarlp basta tener en' cueIlta léis propiedades de ¡ las. 
secuencias finitas. . 

Abreviaciones 

-,A· 
(A 1\ B) 
(AvB) 
(Af-7B) 

OA 
T 

abreviará 
abreviará 
abreviará 
abreviará 
abreviará 
abreviará 

(A~.l) 
-,(A-7 -,B)' 
(-,A-4B) 
«A~B) 1\ (B~A». 
-,0 -,A 
(.l~.l) 

, 

PRINCIPIO DE INDUCCIÓN 

1) Si S es un conjunto de sucesiones finitas. de elemimtosdel 
vocabulario de lP para el que se cumplen las condiciones i)- iv) 
de la definición de fórmula, entonces toda fórmula de lP pertene­
ceaS. 

2) Si <1> es una propledadtal que i) toda letra sentencial delP 
tiene <1>, ii) .1 tiene <1>, iii) si A y B tienen <1>, entonces (A~B) 
tiene <1>, yiv) si A tiene <1>, entonces DA tiene <1>, entonces toda 
fórmula de lPtiene la propiedad <1>. 

Prueba: 1) se sigue inmediatainente de la definición de fórmu­
la. 2) Consideremos el conjunto S = {AE For (lP): A tiene <I>}. 
Entonces S cumple las condiciones i)-iv) de la definición de fór­
mula, y por tanto For(lP) ~ S. Conchiimos pues que toda fórmula 
de lP tiene <1>.1 . 

'PRINCIPIO DE DEFINICIÓN PQR RÉCURSIÓN 

Si D es un conjunto no vacío, F una operación diádica enD, 
G una operación monádica en D y a un elemento de D, entonces 
para cada función h: lP ~ D existe una única función h*: For (lP) 
~ D que extiende a h (h ~ h*) Y además verifica: 

i) h*(.l) = a 
ii) 'h*(A~B) = F(h*(A), h*(B» 

iii) h*(OA) =.G (h*(A» 
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Prueba.: SeanD,G, F, a como se indica en las condiciones del 
enunciado. Digamos que un conjunto.de fórmulas r .está sintácti­
camente cerrado si y sólo si 1) P u {..L} e r, 2) siempre que una 
fórmula de tipo DA pertenezca a r, A pertenece a r, y 3) siempre 
que una fórmula de tipo (A-7B) pertenezca a r, A y B pertenecen 
también a r. Digamos que una función g es adecuada si es una 
función de un conjunto r sintácticamente cerrado de fórmulas de 
P en D que .extiende a h (h e g) y para la que· se cumplen i) ii) Y 
iii) (cambiando h* por g) . Definamos 

h*= U{g: g es una función adecuada}; 

Entonces h* es la función buscada. La unicidad se prueba por 
inducción .• 

LONGITUD DE UNA FÓRMULA 

La longitud de una fórmúla va a ser el número de ocurrencias 
del condicional y del operador modal en la fórmula. Por ejemplo, 
la longitud de la fórmula D(p-7Dq)-7Dp es 5. Definimos la lon­
gitud de una fórmula por recursióncomo sigue: 

1) 19 (p) = O (para cada letra sentencial p) 
2) Ig(..L) == O . 

. 3) 19 (A-7B)= 19 (A) + 19 (B) + 1 
4) 'lg (DA) = 19 (A) +1. 

SUB FÓRMULAS 

A cada fórrilUla A le podemos asociar el conjunto de todas 
aquellas fórmulas que han sido necesarias para la «construcción» 
de A, incluyendo la propia fórmula A. A tales fórmulas se les da 
el nombre de subfórmulas de A. Por ejemplo, las subfórmulas de 
la fórmula D(p-:-7Dq)-7Dr son: p; q, r,Dr, Dq, (p-7Dq), 
O(p-7Dq), y D(p-7Dq)-7Dr~ 

El conjunto de sub fórmulas de A, Sup(A), puede definirse 
corno sigue: 
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1) Sub(p) = {pI (para cada letra sentencial p) 
2) Sub(.1) = {.1} , 
3) Sub(A~B) = Sub(A) u Sub(B)u {(A~B)} 
4) Sub(DA) = Sub(A) u {DA}. 

Debe observarse que, tal como ha sido fonnulada, la definición no 
puede justificarse por el principio de definición por recursión, 
pues por ejemplo Sub(DA) no depende únicamente de Sub(A) 
sino también de DA. Sin embargo puede modificarse ligeramente 
la definición de modo que sí sea justificable por tal principio. 
Buscar la modificación se deja éomo ejercicio para el lector. 

SUSTITUCIÓN DE LETRAS SENTENCIALES 
POR FÓRMULAS EN UNA FÓRMULA 

Para cada número natural n vamos a definir una función 
A(PI/BI, ... ,pn/Bn) que a cada fónnula A, letras sentenciales dis-
tintas pi , ... ,Pn' y fónnulas B1, ... ,Bn les asigna el resultado de reem-
plazar las ocurrencias de Pi en A por Bi (1 ::;; i ::;; n). La definición, 
fijado un número natural n,es una definición por recursión, y es 
como sigue: 

1) Si A es una letra sentencial, entonces A(PI/BI, ... ,pn/Bn) es 
Bi si A es Pi , para '1 ::;; i ::;; n, y es A encaso contrario. 

2) .1(PI/Bi, ... ,pn/Bn) es.1 

3) (A~B)(PI/BI, ... ,Pn/Bn) es 
(A(PI/BI ,···,PnlBn)~B(PI/BI ,···,pn/Bn», 

4) (DA)(PI/BI, ... ,pn/Bn) es DA(Pl/B¡, ... ,Pn/Bn)' 

PROPOSICIÓN 1.1: Si B es una subfórmula de A, entonces exis­
te una fórmula C de la que B no es suhfórinula y una letra sen­
tencial p que no ocurre en A tal que A es C(p/B). 

Prueba: Por inducción. i) Si A es una letra sentencial, diga­
mos q, elijamos una letra sentencial distinta p, entonces'<A. es 
p(p/q). ii) Si A es .1, ~lijamos una letra sentencial cualquiera p, 
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entonces A es p(p/;l)<. iii) Si la' proposición vale par~ A 1 Y para 
A2, entonces B es (Al~A2) o es una subfórmula -de Al o de,A2. 
Consideremos el caso en queB!es una subfórmula de Al y de A2. 
Sean p, q, CI, C2 tales que cumplen las condiciones dela proposi­
ción. Elijamos una letra sentencial PI distinta de p, de q, y que no 
ocurre ni enAI; n¡:enAi.Entonces "'. ' 

: .. ) 

"·A"),'.;., 

con lo' cual tenemps'qUe, ",':,;, ; '.;',¡ ! 

que es (C1(P/PI)-¿92(Q(P.I))(pt/B). Los, demás casos se tratan qe 
modo similar. iv)'Sl la proposic,iQn vide para· A,. mediante un 
argumento parecido al empleado e~iii)puede concluirse que vale 
paraDA.1 

.,¡ ¡ 1;- {I' 

. .~: 

EJERCICIOS: '\; ',. 
j' 

• i.-. 

1. Co~pletar la','pru~ba del principiorle definiciÓn por r.ecur~ 

Si(G). Demostrar ques,i las letra,s sentenciales P¡, ... ,Pn no oyurren 
en las Jórmulas BI, ... "Bn, entonces la fÓfIIlula , 

3. Demostrar que para cualquierfórmúla A, cualesquiera 
letras ,sentenciales distintas PI; .... , Pn'Y cualesquiera ,fórmulas 
;BI, ... , B~, existen letras sentenciales ql, ... , qn tales que la fórmula 

es 

4. Obtener todas las subfórmulas de las siguientes 'fórmulas y 
calcular su longitud: 
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i) D(Dp-7Dq)-7D..L 

ii) DDp-7D-,D-,..L 

iii) D-,(Dp :-7q)-7(Dq~~p)' 

iv)DtJD(-,pHD-,D~q).: 

" 5. Justificar la definiciÓn 'de longitud d~ una fónnula defiruen­
do las funciones necesarias para aplicar el 'principio de definición 

pO~~~~1~~~~ la d~fi~iciÓ~del conjunt:ó 'de subfónnu~~s de una 
fórm6Ía.L de modo que pueda justificarse mediante el, principio de 
definicIón porrecursión. " \, ", " , 
, ,7. Co~putar en'téÍininos ctelg(A) y'lg(B),lg(ÁAB),lg(AvB), 
I'(AHB).'· ,,' ¡ " , ,', " "'" 

y ,g , ' ';"', ( 
, -,' , l ' ~ " 

') , 



CAPÍTULO 2 

LÓGICAS Y LÓGICAS NORMALES 

1. Dado un lenguaje modal sentencial P, una lógica L es un 
conjunto de fórmulas de,P talque 

i) Toda tautología del sublenguaje sentencial de P pertenece 
aL. 

ii) L está cerrado bajo modus ponens; es decir, si (A~B) y A 
pertenecen a L, entonces B pertenece también aL.· 

iii) L está cerrado bajo sustitución, lo que significa, que si A 
pertenece aL, entonces para toda letra sentencial p y toda 
fórmula B, A(plB) pertenece aL. 

Debe observarse que, en virtud de la condición iii), toda fór­
mula que tenga la forma de una tautología pertenece a L. Y tam­
bién, en virtud del ejercicio 3 del capítulo 1, que para toda fórmu­
la A elemento de L, cualesquiera letras sentenciales distintas 
p¡, ... ,Pn' y cualesquiera fórmulas B¡, ... ,Bn, la fórmula 
A(p¡IB¡, ... ,PnlBn) pertenece a L. 

, Ejemplos triviales de lógicas son los siguientes: 1) el conjunto 
de todas las,fórmulas de un lenguaje modal sentencial. 2) El con-

, junto de todas las fórmulas que ~e obtienen por sustitución a partir 
de las tautologías del sublenguaje sentencial de un lenguaje modal 
sentencial dado. A tales fórmulas las llamaremos instancias de 
sustitución de tautologías. La lógica de 2) es la menor lógica (está 
incluida en todas las lógicas). La lógica de 1) es la mayor lógica 
(incluye a todas las lógicas). 

Una lógica L es una lógica clásica si está cerrada bajo la 
regla: si A~B E L, entonces DA~DB E L. 

Una lógica L es una lógica regular si está cerrada bajo la 
reglá: si A~B E L, entonces DA~DB E L. 

Una lógica L es una lógica normal si contiene todas las fór­
mulas de la forma 

D(A~B)~(DA~DB) 

(22] 
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fórmulas a las que llamaremos instancias del axioma, distributivo, 
y además está cerrada bajo la regla de necesidad: si A E L, 
entonces DA E L. 

OBSERVACIÓN: Toda lógica regular es clásica, y toda lógica, 
normales regular. 

PrLf.eba: Si (A~B) pertenece a L entonces (A-?B) pertenece 
a L, lo que se justifica por razones de lógica' sentenCial~ de modo 
que, si L es regular, D(A-?B) pertenece a L y por tanto DA-?DB 
pertenece a L. De igual modo puede verse que DB-?DA pertene­
ce a L, y por tanto se obtiene queDA~DB pertenece también a 
L (la razón es, de nuevo, de lógiCa sentencial), Así, toda lógica 
regular es clásica. El mismo tipo de razonamiento muestra que 
toda lógica normal es regular.l 

PROPOSICIÓN 2.1: La intersección de una colección no vacía 
de lógicas clásicas (regulares, normales) de un lenguaje modal 
sentencial lP es una lógica clásica (regular, normal). 

Prueba: Se deja como ejerciGio para ellectod 

Obsérvese que el conjunto de todas las fórmulas de un lengua­
je modal sentencial fijado es una lógica normal; y por tanto clásica 
y regular. Así, por 2.1; existe una menor lógica clásica, una menor 
lógica regular y una menor lógica normal. A la menor lógicanor­
mal se la conoce como la lógica K. A la menor lógica clásica se la 
conoce como la lógica E. Evidentemente cada lenguaje 'modal 
sentencial tiene su menor lógica normal (clásica, regular). A partir 
de ahora vamos a suponer que tenemos un lenguaje modal senten­
cial fijado, digamos lP, respecto al cual consideraremos lógicas. 
Sin embargo, todo lo que digamos, a rn:enos que impongamos' 
alguna restricción al lenguaje (por ejemplo, que sea numerable), 
valdrá para lógicas de cualquier lenguaje. , 

Escribamos Taut (lP) para referirnos al conjunto de todas las 
tautologías del sublenguaje sentencial del lenguaje modal lP. 
Entonces la lógica normal K es el conjunto de fórmulas generado', 
a partir del conjunto ". 

Taut (lP) u {D(p-?q)-?(Dp-?Dq)) 

'/ 
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por las reglas de modusponens, necesidad y sustitución . .DiCho 
todo ello más ' precisamente, es el conjunto ~ = U{~n: n nQ natural} 
donde 

,~o = Taut(lP') u {D(p~q)-7(c;Jp-7Dq)} 

~n+l= ~n u {DA:,AE ~n} u {A: existe B E ~n tal que 
(B -7A)E ~n) U {A(r/B): A E: ~n,r E lP' Y B E For(lP')} 

Es fácil comprobar que ~ és una lógica rioriTIal;con lo cual K ~~. 
Por ótraparte, por inducción en n, también es fácil comprobar que 
para cada número natural n, I:n e K. Por tanto K = ~. 

Más adelante, en el próximo capítulo, veremos que K no es el 
conjunto de todas las fórmulas, es decir, que K es una lógica con­
sistente. 

PROPOSICIÓN 2.2: Si ~ es un conjunto d(! fórmulas de un len­
guaje sentencial modal lP', existe una menor lógica normal que, 
contiene a ~, a saber: la lógica normal' generada a partir del 
conjunto 

Taut (lP') u {D(p-7q)-7(Dp-7Dq)} u ~ 

mediante las reglas de modus ponens, necesidad, y sustitución. 
Prueba: El conjunto de todas las f6rmulas es una lógica nor­

mal que contiene a ~. Por tantQ la intersección de la colección de 
todas las lógicas normales que contienen a ~ será una lógica nor­
mal que contiene a ~ y será la menor con tal propiedad. Un razo­
namiento análogo al realizado para el caso de la lógica K muestr~ 
que tal lógica es la generada a par~ir del conjunto considerado 
mediante las reglas mencionadas.l 

Dado un conjunto ~ de fórmulas. modales, L(~) será la menor 
lógica normal que contiene a ~. 

OBSERVACIONES: 

i) Si ~l e q, entonces L(~l) e L(~2)' 
ii) Si ~ es una lógica normal, entonces L(~) = ~. 
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PROPOSICIÓN 2.3: Si :E es un conjunto numerable de fórmulas 
modales y (An: ri E C!l) una enumeración del mismo, entonces si, 
consideramos el conjunto :E*= {AO /\ ... /\ An: n E ro} resulta que 
L(:E) = L(:E*) . 

Prueba: i) L(:E) ~L(:E*). Dada An E :E, consideremos la fór~ 
mula Ao /\ ... /\ An que pertenece a :E*. Puesto que la fórmula 
(Ao /\ ... /\ An)~An es una-tautología, pertenece a L(:E*), con lo 
cual,por modus ponens, concluimos que An E L(:E*). Así,L(:E)c 
L(L(:E*)) = L(:E*). ii) L(:E*) 'c L(:E). Para cada número natural n 
la fórmula Ao~(Al~( ... (An~(AO /\ ... /\ An)) ... ) es una instan­
cia de una tautología, y por tanto pertenece a L(:E). Por tanto, por 
modus ponens, la fórmula Ao /\ ... ,/\ An pertenece a L(:E) ya que 
las fórmulas Ao, .. , , An pertenecen a :E. Por tanto :E* c L(:E), y 
así L(:E*) c L(L(:EJJ= L(:E)" '.' 

Diremos que una lógica normal L extiende a una lógica nor­
mal L' si' y sólo si L' c L. Así, toda lógica normal extiende a la 
lógica K. ' 

Si L es la menor lógica normal que incluye a un conjunto de 
fórmulas :E, diremos que :E es un conjunto de axiomas para L. 

Una lógica normal L es finitamente axiomatizable si existe un 
conjunto finito de axiomas para L. 

Una lógica normal L, en un lenguaje numerable, es recursiva­
mente axiomatizable si existe un conjunto recursivo de axiomas 
para L. 

Evidentemente, toda lógica finitamente axiomatizable en un \ ? 
lenguaje numerable es recursivamente axiomatizable. La lóg~ca K i 
es finitamente axiomatizable al ser el conjunto vacío un conjunto) 
de axiomas para K., .' 

Es de observar que toda lógica normal L, en un lenguaje 
modal sentencial numerable, q4e, sea recursivamente axiomatiza­
ble, es un conjunto de fórmulas recursivamente enumerable. La 
razón es la siguiente: Si L es rec\lfsivamente axiomatizable, y :E es 
un conjunto recursivo de axioQ'laspara L, entonces el conjunto 
Taut (lP) u:E u{D(p~q):-7(Dp~Dq)} esun conjunto recursivo, 
y por tanto L, que es la lógica generada a partir del mismo por las 
reglas de modus ponens, necesidad y sustitución, es un conjunto 
recursivamente' enumerable.·' (Debe recordarse que' el c0njunto de 
las tautologías de un lenguaje sentencial numerable es recursivo.) 
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TEOREMA 2A (de Craig): Una lógica normal L, en un lengua­
je numerable, es recursivamente axiomatizable si y sólo. si existe 
un conjunto recursivamente enumerable de axiomas para L. 

Prúeba: Por la proposición 2.3 tenemos que, si ~es un con-
'junto recursivamente enumerable de axiomas para L, entonces 
fijada una enumeración recursiva (An : n E ro) de las fórmulas ele­
mentos de~, el conjunto {AOA ... I\,An : n E ro} es también un 
conjunto de axiomas para L, y este conjunto es un conjunto recur-
sivo" ' , 

El lector debe observar que todas las definiciones y proposi-: 
ciones de este apartado tienen sus análogas para las lógicas clási­
cas 'y las lógicas regulares. Se le invita a que las formule y 
demuestre. 

,2. Vamos a dar a continuación una lista de fórmulas modales 
que son-las utilizadas con mayor frecuencia par~ definir axiomáti­
camente lógicas normales. Acompañaremos a cada una de ellas de 
uno o más nombres, los que con mayor frecuencia se encuentran 
en la literatura, y que serán generalmente una letra mayúscula. 

D Dp-?Op Tr pHDp 

T Dp-?p V Dp 

4 , Dp-?DDp M DOp-';ODp 

5,E Op-?DOp i G ODp-?DOp 

B p-?DOp Grz D(D(p-?Dp )-?p )-?p 

H D(DpHp)-?Dp 'GL,L D(Dp-?p )-?Dp 

Dum D(D(p-?Dp )-?p')-?(ODp~p) 

Lem, DI D(Dp~q) vD(Dq-?p) 

A continuación vamos a daruo catálogo (no exhaustivo) de las 
lógicas modales normales más conocidas. Para ello seguiremos la 
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siguiente convención notacional debida a E. J. Lemmon y D. Scott 
[1977]: Escribiremos K y a continuaCión la inicial,o nombre, de 
los- axiomas de la lógica. Indicaremos también algún otro nombre 
con el que se conoce a -las lógicas de la lista. en la literatura, y 
modos equivalentes de axiomatizarlas. _ . 

KT:T KD: deónticaT KTB: sistema Brouwer 

KT4: S4 KD4: deóntica S4 KT4M: S4.1 

KT4B: KT4E: S5 KD4E: deóntica S5. KT4G: S4. 2 

KT4Dl: S4. 3 

KT4Dum: D: Lógica diodoreana de Prior 

KT4. Grz: KGrz: sistema de Grzegorczyk 

K4L: GL: L: KL: Lógica de la demostrabilidad 
I 

KTr: KT4BM sistema Trivial 

KV: sistema Verum 

3. Dada una lógica L, a las fórmulas pertenecientes a L las 
llamaremos teoremas de L. Escribiremos ILA para indicar que 
A es un teorema de L. . 

Si I: es un conjunto de fórmulas de lP y L es una lógica, dire­
mos que una fórmula A es deducible de I: (en L), y escribiremos 
I: I-LA, si y sólo si existe algún n y fórmulas Ao, ... , AnE I: tales 
que ILAo 1\ ••• 1\ An-7A olLA. 

Observemos que si I: e .Lentonces toda fórmula deducible de 
I: es un teorema de L. Por otro lado, 0 ILA si y sólo si A es un 
teorema de L. 

Dado un conjunto I: de fórmulas de lP y una lógica L, decimos 
que I: es L-consistente si y sólo si..L no es-deduCible de I: (en L). 
Si I: no .es L-consistente diremos que es L-incol)siste,ite. Una 
lógica L es consistente si y sólo si..L no es un teorema de L. . 
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PROPOSICIÓN 2.5: 
1)' L esL-consistente si y'sólo si existe una fórmula' izo 

"deducible de L(en LJ; 
:2) 'L es IJ-consistente si y sólo si no hay ninguna fórmula 

A tal que (A /\ -,A) sea deducible de L (en L).' 
Prueba: 1) Si L es L-consistente, .1 no es un teorema de L. Por 

otra parte, si 'L 1-:(.1, puesto que para toda ~órmula A la fórmula 
(.1-7A) es un teorema de L, a:1 ser una instancia de sustitución de 
una tautología;'tenemos que tOda fórmula A es deducible de L. 2) 
Puesto que para toda fórmula A, (A /\ -, A)-7.1 es un teorema de 
L (al ser instaricia de sustitución de una tautología), si L es L,-:con~ 
sistente no puede existir ninguna fórmula A tal que (A /\ -, A) sea 
deducible de L. Por otra parte, si no existe ninguna fórmula A tal 
que la fórmula (A /\ -, A) sea deducible de L, entonces existe al 
menos una fórmula no deducible de L, con lo que, por 1), tenemos 
que L es L-consistente .• 

LEMA 2.6: 
1) Si L I-LA Y L IL (A-7B), entonces L I-LB. 
2) L I-LA y L I-LB si y sólo si L l-dA /\ B ). 
Prueba: 1) Supongamos' el antecedente. Si L es vacío está 

claro el resultado al estar toda lógica cerrada bajo modus ponens. 
Si L no es vacío, puesto que para todo teorema de L, D, Y toda 
fórmula C, (C-7D) es un teorema de L, basta el siguiente razona­
miento: Sean Ao'"'' An, Bo' ... , Bm fórmula~ pertenecientes aL 
taJes que ' , , ' , , , " ' , 

o,' ! • '.,. , 

(Ao /\ ... /\ An)-7A Y (Bo /\ ... /\ B~)4(A-7B) 
• '. ,:,,' ,\;,' .' < " • ' 

son:teoremas de L. Ahora bien, la fórmula 

«Ao /\ ... /\ An)-7A)-7«(B~ /\ ... /\ Bm)-7 
(A-7B»-7«Ao /\ ... /\ An/\ Bo /\ ... /\ Bm)-7B» 

es u~a ihstanciade sustitución 'dé una tautología; y por tanto :perte­
nece a L. Por sucesivas aplicaCidnes de modus pbnéns obteilémos 
quelafórmuh~ 
" , , . : . ",) , 

es un teorema:de L,y por tantoqueBes deducible (en L) de L. 
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,2) Si A Y B son deducibles de L (en L), entonces si L es vacío 
son teoremas de L, y puesto que (A-7(B-7(A /\ B») es unains­
tancia de sustitución de una tautología; y.por tanto un teorema de 
L,pormodus ponenstenemos que (A A B):es un teorema de L 
Si L no es vacío, poda misma razon que en J), basta el siguiente 
razonamiento: Sean Aa';:" Ari , Boj.;., Bm fórmulas de L tales que 
(Ao A ... /\ An)-7A: ) Y (Bó' A;;.A Bm)-7B. son : teoremas de L 
Puesto que la fórmula 

«(Ab A ... A An)~A)-7«(B~ A ... ABffi)-7m-7' 
«Ao A .. ;A An'A Bo A .. ·.A Bm)-7(A"AB»» 

es una instancia de sustitución de una tautología, tenemos que es 
un teorema de L;; y por tanto,. usando' modus ponens,podemos 
concluir que: (N /\ B) es deducible de L (en L). 

Para demostrar el otro sentido delbicondicional puede razo-
narse de modo parecido.. . 

4. Dado un lenguaje modal sentencial P consideremos el len­
guaje sentencial. cuyas· fórmulas atómicas son las letras sentencia­
les perten~cientes a P y las: fórmulas de.1aJorma DA y c.uyas 
conectivas. y constante semencial son las del lenguaje P. ,Las 'fór­
mulas de este lenguaje sentencial. son esencialmente las ,fórmulas 
del ~enguaje modal senten~ial P.,.Por tanto, lo que proponemos es 
«mirar»· nu~stro lenguaje sentencial modal d,e otro modo; verlo 
como un. lenguaje sentencial. En él las fónnula~ de la forma· DA 
se consideran como un' bloque sin analizar. : .. 

. Diremos que una (órmula A es una consecue,nc.ia·tautQlógicá 
de un conjunto de fórmulas L si no existe ningunaasignaeión v' 
para elleriguaje modal considerado sentencialmente del modo en 
qu~ se ha indi(;ado, ~s decir nin~una funcit,sn 1;', qu~ asigna un ele­
J!1~nto: ~e ,{ 0, l.}. a, cadaf~irmula' .at~IJ?ica, y' yuyaextensitSn v*, a 
toaas las fórm~las 'es' tal que 9ar~: t~da fót.mWá' B'E Ly*,(B);=:=l X 
v*(A)~ O. En tal éaso escribiremos L l=tA. " . " ' '., . 

Toda fórmula A que sea instancia de sustitución de' una taiI~o­
logía (del sublenguaje sentencial de P) es una tautología del len­
guaje· ·sentencial que estamos considerando~ 'es decir, es tal que 
para toda asignación para-éste, v,' v*(A)=1. Y a la'¡nversá:~ ·' 
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PROPOSICIÓN 2.7: Si para cada A E d, Lo I-:L A y d I=t B, 
entonces 1: IL B. 

Prueba: Supongamos el antecedente. Si B es instancia de susti­
tuci6n de una tautología, entonces es deducible de 1:. En otro caso, 
sean Ao'"'' An E d tales que «Ao-?AI-?( ... (An_I-?(An~B» ... ) es 
una instancia de sustituci6n de una tautología, y por tanto deduci­
ble de 1:. Por el lema 2.6 tenemos que B es deducible de 1:.1 

La proposici6n anterior nos permite afirmar que cualquier 
razonamiento sentencial aplicado a f6rmulas deducibles de 1: nos 
lleva a f6rmulas deducibles de 1:. En particular, cualquier razona­
miento proposicional aplicado a teoremas de una 16gica nos lleva 
a teoremas de la 16gica. Así, toda 16gica está cerrada bajo conse­
cuencia tautol6gica, y el conjunto de f6rmulas deducibles, en una 

" 16gica, de un conjunto de f6rmulas dado también lo está. 
Escribamos DedL(1:) = (A : 1: ILA}. Resulta que este con­

junto es el menor conjunto qu~ contiene a L, a 1:, y está cerrado 
bajo modus ponens, lo que puede comprobar fácilmente el lector. ' 

PROPOSICIÓN 2.8: DedL(1:) = (A: L u 1: l=tA}. 
,Prueba: El conjunto (A: L u 1: I=tA} contiene a L, a 1:, y está 

cerrado bajo modus ponens. Por 'tanto el conjunto pedL(1:) está 
incluido en el mismo. Por otro lado, si L u 1: l=tA, entonces o A 
es una instancia de sustituci6n de una tautología, en cuyo caso 
pertenece a L y es deducible de 1:, o existen Bo"'" Bn pertenecien­
tes a L y Co'"'' Cm pertenecientes a 1: tales que la f6rmula «Bo 
1\ ••• 1\ Bn 1\ Co 1\ ••• 1\ Cm)-?A) t es una instancia de sustituci6n de 
una tautología y por tanto «Co 1\ •• .1\. Cm)-?A) es un teorema de 
L, con lo que A es deducible de 1:. Obtenemos pues la inclusi6n 
en el otro sentido.1 ' 

La proposici6n anterior es especialmente significativa, nos 
muestra que'l~s f6rmulas deduéiblesde un conjunto de f6rmulas1: 
(en una 16gica L) 80ft precisamente la~'consécuencias tautol6gicas 
de1: m6dulo L. . . , 

5. En este~partado vamos a demostrar que una serie'de f6r­
mulas son teoremas de toda 168ica normal. Serán f6rmulas para 
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.las que el·hechode.sér teor~m~s'd~pende de razones esencialmen­
te modales. 

PRoposiCIÓN 2.9·: Si. L es una IQgica normal, entonces para 
toda fó'rmula A y' toda fórmula B, [as siguientes fórmulas son 
teoremas de L: . 

1) O(A A'B)'~ (DA A OB) 

2) (OA vOB) ~ O(A V B) . 

3) (DA v OB)--70(A vE) 

4) O(A AB)--7(OA A'OB) 

5) O-,A'~ -,OA. . 

Prueba: 1) (A A.B)--7A Y (A A B)--7B pertenecen a L al ser 
instancias de sustitución de tautologías. Por tanto, por la regla de 
necesidad, el axioma distributivo, y modus ponens, tenemos que 
tanto la fórmula O(A A B)--70A,. como la fórmula O(A A 
B)~QB son teoremas de L. Por tanto, por un razonamiento sen­
tendal,. tenemos que O(A A B)--7(OA A OB) es un teorema de 
L. :Por.otra parte, (A--7(B--7(A A B» es instancia de sust. de' una 
ta-qtología. Por tanto, poda regla de necesidad, el axioma distribu­
tivo y modus ponenstenemos que OA--70(B--7(A A B» perte­
nece aL, pero entonces por el axioma distributivo y razonamien­
tos sentendales tenemos que la fórmula (DA A OB)--70(A A B) 
es' Ul) teorema de L. Para concluir, por razones' sentenciales tene-
mos lo deseado. . 

2)'Por 1) (O.., A 1\ O-,B) ~ 0(-, A A -,B) es un teorema 
de L.Por.tanto, por razones sentenciales, -,(O-,A A O-,B) ~-, 
O(~A A -'-1 B) E L; Y así la fórrilUla (-,0-, A V -,0-, B) ~ -, 
D("'oAA ~B) ,E L. Puestoque(-,A A ~B) ~ -,(A v B) E L 
teI,lemosque ':""D(-,A A'-,B) ~ -,0-, (A v B) E L. Por tanto la 

,s'iguienteJórniula es un teorema deL: (-, 0-, A v -,O-,B) ~-, 
O-{A v B).Conlo cuaItenemos lo deseado. . 

3) . A~(Av B)E L y' B--7(A v B) E L. Por tanto, por ia 
regla de necesidad, el axioma distributivo, y modus ponens tene-
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mos que OA~O(A v. B) E L Y que OB~O(A V B) E L. Por 
tanto (DA v OB)~O(A v B) es un teorema de L. 
. Las pruebas de 4) Y de 5) se dejan como ejercicio" 

PROPOSICIÓN 2.10 : Si L es una Lógica normaL, entonces para 
toda fórmuLa Ay todafórfnuLa B, si A~B E L, entonces OA~OB 
EL. 

Prueba: Supongamos el antecedente. Entonces --, B~ --, A E 

L, con lo cual por la regla de necesidad tenemos que O( --,B~ --,A) 
E L. Entonces, por el axioma distributivo y modus ponens, tene­
mos que 0--, B~O--, A E L. Por tanto por lógica sentencial tene­
mos que --,O--,A~ --,O--,B E L.I 

PROPOSICIÓN 2.11: Si L es una Lógica normaL y Ao, ... , An, Y B 
son fórmuLas y (Ao /\ ... /\ An)~B E L, entonces (OAo /\ ... /\ 
DAn)~illB E L. 

Prueba: Por inducción en n. Se deja como ejercicio para el 
lectorJ 

PROPOSICIÓN 2.12: Para toda Lógica normatL y cuaLesquiera 
fórmuLas A, B, C y Letra sentenciaL p, si A~B E L, entonces 
C(p/A) ~ C(p/B) E L. 

Prueba: Por inducción. a) Si C es una letra sentencial y C es 
p, entonces C(p/A)es A y C(p/B) es B. Si C no es p, tanto C(p/A) 
como C(p/B) son e En ambos casos el -bicondicional pertenece a 
L. b) Si C es.l, entonces tanto C(p/A) como C(p/B) son.l, con lo 
cmil el bicondiciorial pertenece ~ L. c) Supongamos que vale para 
Cl y para C2. Veamos que vale para C l-7C2. Tenemos que 
(Cl~C2)(P/A) esCl(p/A)~C2(P/A), Y (Cl~C2)(p/B) es 
Cl(P/B)~C2(P/B). Por tanto si A~B E L tenemos.por la hipóte­
sis.inductiva que Cl(p/A) ~ Cl(P/B) E L Y también que C2(p/A) 
~ C2(p/B) E L. Por tanto .'. 

con lo cual tenemos lo deseado .. d) Supongamos que vale para C. 
Veamos que vale para OC. (OC)(p/A)es OC(p/A) y (DC)(p/B) 
es DC(p/B). Así, si AHB es un teorema de L, tenemos, por la 
hipótesis inductiva, que C(p/A)~C(p/B) es un teorema de L.Por 
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tanto DC(p/A) H DC(p!B) E L, Y tenemos por tanto lo desea­
do" 

COROLARIO 2.13: Si L es una lógica normal y AHB E L Y C 
es una fórmula cualquiera, y sustituimos en C alguna ocurrencia 
de A por B, entonces, si llamamos C' al resultado, tenemos que 
CHC' EL. 

Prueba: Sea C una fórmula cualquiera. Consideremos una 
ocurrencia de A en C. Podemos ver a C como obtenida a partir de 
una fórmula E tal que E(p/A) es C, donde p es una letra sentencial 
que cumple con las condiciones necesarias para que lo anterior 
tenga sentido. Entonces E(p!B) es C'. Por tanto por la proposición 
2.12 E(p/A) H E(p!B) E L, con lo cual tenemos lo deseado .• 

EJERCICIOS 

2.1. Demostrar la proposición 2). 
2.2. Demostrar que la lógica K es la lógica normal generada 

a partir del conjunto Taut (1") u '{D(p~q)~(Dp~Dq) } por las 
reglas de modus ponens, necesidad y sustitución. 

2.3. Demostrar completamente la proposición 2.2. 
2.4. Demostrar en detalle el teorema 2.4. Basta demostrar que 

si ~ es un conjunto recursivamente enumerable de fórmulas en un 
lenguaje numerable, y (An: n E ro) es una enumeración efectiva de 
~ entonces el conjunto {Ao '/\ ... /\ An: n Ero} es un conjunto 
recursivo que determina la misma lógica normal que ~. 

2.5. Demostrar que, si L es una lógica normal, entonces una 
fórmula A es un teorema de L si y sólo si existe n E ro y Ao' ... ' 
An E L tales que la fórmula (Ao /\ ... /\ An)~A es un teorema 
de K. 

2.6. Diremo~ que un conjunto de fórmulas ~ está cerrado bajo 
necesidad si, para cada fórmula A E ~,DA E ~. Demostrar que si 
~ está cerrado bajo necesidad, entonces {A: ~ I-KA} está cerrado 
bajo necesidad. 

2.7. Diremos que un conjunto de fórmulas ~ está cerrado bajo 
sustitución si, para cada fórmula A E ~, toda instancia de sustitu­
ción de A pertenece a ~. Demostrar que, 'si ~ está cerrado bajo 
sustitución, entonces {A: ~ Il(A} está cerrado bajo sustitución. 
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2.8. Demostrar que, si 1: es un conjunto de fórmulas cerrado 
bajo necesidad y sustitución, entonces L(1:) = lA : 1: I-KA}. Así, 
si 1: es un conjunto de' axiomas para una lógica normal L y con si­
deramosla clausura de 1: bajo necesidad y sustitución, digamos 
1:"", entonces L es el conjunto de fórmulas deducibles en K a partir 
de 1:"", 

2.9. Demostrar que, si 1: es un conjunto arbitrario de fórmulas 
y L es una lógica, entonces lA: 1: I~LA} no tiene por qué ser una 
lógica. 

2.10. Demostrar que, si L es una lógica y 1: un conjunto de 
fórmulas L-consistente, entonces para toda fórmula A, 1: u lA} 
es L-consistente o bien 1: u l -,A} es L-consistente. 

2.11. Demostrar que, si L es una lógica, entonces L es normal 
si y sólo si 

i) I-LO T 
ii) l-dOA ¡\ OB)~O(A ¡\ B) 

iii) Si h_A~B entonces I-LOA~OB. 

/2.í2.':bemostrar que, si L es una lógica, entonces L es normal 
si~;¡ para cada n '.' 

. i) Si l-dAo ¡\ ... ¡\ An)~A , entonces l-dOAo ¡\ ... ¡\ 

OAn)~OA 
, ii) Si I-LA, entonces I-L0A. 

2.13. Demostrar que, si L es una lógica, entonces L es normal 
si y sólo si I 

i) I-LO T 
ii) Si IL(A ¡\ B)~C, entonces I-L(OA ¡\ OB)~OC. 

2.14. Demostrar que, si L es una lógica, entonces L es normal 
si y sólo si 

i) ILO T, 
ii) l-dOA ¡\ OB)HO(A ¡\ B). 

iii) Si IL(AHB), entonces I-LOAHOB. 

2.15. Demostrar que hay lógicas que no son ni clásicas, ni nor­
males, ni regulares. Por ejemplo, la menor lógica. Para ello debe 
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buscarse una propiedad que tengan todas las tautologías, se trans­
mita por modus ponens y sustitución pero no mediante las reglas 
que caracterizan a las lógicas clásicas, regulares y normales, y sea 
tal que no la posean las instancias del axioma distributivo. 

2.16. Demostrar que hay lógicas clásicas que no son regulares 
y lógicas regulares que no son normales. La idea a· seguir es la 
mi~a ue en el ejercicio anterior. 

2.17 Sea A Un conjunto no vacío, y ~ una relación en A. 
(A, _ es un retículo si y sólo si S; es un orden parcial en A (es 
deciri es una relación reflexiva, antisimétrica y transitiva) tal que 
para cada para cada dos elementos x e y de .A existe un supremo y 
un ínfimo. Un elemento z de' A st( dice que es un supremo de x e 
y si x S; z y y S; z y para todo u' E A tal que x S; u y y S; u, z S; 

u. Y un elemento z E A se dice que es un ínfimo de x e y si z S; 

x y z S; y y para cada u E A tal que u S; x y u S; y, u S; z .. 
Demostrar que en un retículo cada dos elementos tienen un 

. único supremo y un único ínfimo. Demostrar que la clase de las 
lógicas normales ordenadas parcialmente mediante la relación de 
inclusión forman un retículo. 

2.18. Demostrar que si L es una lógica regular, entonces está 
cerrada bajo la regla: Si A~B E L, entonces OA~OB E L. 

2.19. Demostrar que toda lógica normal está cerrada bajo la 
regla: Si OD(A AB) E L, entonces (ODA A ODB) E L. 
é~Supongamos que una lógica está cerrada bajo cierta 

regla:, es decir, ocurre que si una fórmula de cierto tipo A pertene­
ce a la lógica, entonces una nueva fórmula A * que se obtiene a 
partir de de la primera mediante ciertas transformaciones sintácti­
cas también es un teorema de la lógica. ¿Es necesariamente ver­
dad que el condicional A~A* es un teorema de la lógica? 



CAPÍTULO 3. 

SEMÁNTICA PARA LA LÓGICA MODAL 

1. Un marco modal es un par M = (M,R) donde M es un con­
junto no vacío y R es una relación en M. A los elementos deM es 
usual llamarlos mundos posibles. En este libro los llamaremos 
índices para despojarlos de una metáfora apta para el caso en que 
O se interpreta como necesario pero poco apta cuando se interpre­
ta de otros modos. 

~i M es un marco modal, una asignación e en M es una fun­
ción e: JP -7P(M). 

Dado un marco modal M y. una asignación.e en M podemos, 
gracias al teorema de definición por recursión, extender· e a una 
única f~.mción de For(JP) en P(M), a la que seguiremos llamando e, 
tal que: . 

l)e(.l) =0. 

2) e«A-7B» = (M-e(A» u e(B). 

3) e(DA) = (xEM: \iy(xRY-7YEe(A»)}. 

De la definición que acab~os de dar se sigue que para cada 
marco modal M, cada asignación een M y cualesquiera fórmulas 
AyB, 

4) e(T) = M. 

5) e«A v.B» = e(A) u e(B). 

6) e«A 1\ B» = e(A) n e(B). 

7) e(-,A) = M - e(A). 

8) e(OA) = {x E M::3 y E M(xRy 1\ y E e(A»}. 

[36] 
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Un modelo en un marco (M,R) es un triplo (M,R,e) donde e es . 
una asignación en (M,R) . 

. Dado un modelo (M,R,e), podemos pensar en la asignación e 
como si asignara valores de verdad, en cada elemento de M, a las 
letras sentenciales, y en su extensión como si asignara valores de 
verdad a cada fórmula en cada elemento de MI. Así, dado un 
modelo (M,R,e) y un elemento x EM, decimos que unafórmula A 
es verdadera en x si XE e(A). En tal caso podemos escribir 
(M,R,e) l=xA. ) 

Decimos que uoafórmula A es válida en el modelo (M,R,e) si 
para cada XE M A es verdadera en x .. En tal caso escribimos 
(M,R,e) I=A. . 

Decimos que unafórmula A es válida en el marco (M,R) si es 
válida en cada modelo en el marco (M,R). En tal caso escribire­
mos (M,R) 1= A. 

Dado un conjunto de fórmulas L, escribiremos (M,R,e) 1= L 
para indicar que todas las fórmulas pertenecientes a L son válidas 
en el modelo (M,R,e). Y escribiremos (M,R) 1= L para inciicar que 
todas las fórmulas pertenecientes a L son válidas en el marco 
(M,R). . 

Dada una clase e de marcos, decimos que una fórmula A es 
válida en la clase de marcos e si A es válida en todo marco perte­
neciente a C. Obsérvese que una fórmula A es válida en una clase 
de marcos si y sólo si es válida en todo modelo de todo marco 
perteneciente a la clase. 

EJEMPLOS: Veamos a cont\nuación cómo una serie de fórmulas 
se interpretan en algunos modelos: 

1) Consideremos la fórmula Op-70q y el modelo de diagra~ 
ma 

I Podemos ser más precisos como sigue: Dada una letra sentencia! p podemos 
considerar la función característica de e(p), Fp, que asigna a cada índice i E M 1 ó 
O según si i pertenece o no a e(p). En tal caso la función g: 1P x M ~ (O,l) que 
para cadá i E M Y cada r E lP, g(r,i) = fr(i), puede verse como una función que asig-
na a cada letra sentencia! un valor de verdad en un índice. .. 
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Las líneas deben interpretarse representando la relación R del 
modelo en el sentido de las flechas; así, por ejemplo, ioRi 1 e ioRi5. 
En prinCipio ningún nudo o punto está relacionado consigo 
mismo. Para representar que un punto está relacionado consigo 
mismo lo haremos explícitamente trazando una flecha que salga 
del punto y vuelva al punto. Los diagramas los interpretaremos, a 
menos que se diga explícitamente que se considera a la relación 
transitiva, siempre representando relaciones· no transitivas. Así, 
entenderemos que la relación está completamente representada 
por las flechas del diagrama .. Las letras sentenciales escritas junto 
a los puntos deben entenderse indicando que son verdaderas en los 
índices corespondientes. Si una letra sentencial no aparece en un 
índice significa que es falsa en tal índice. Con estas convenciones 
tenemos que la fórmula que estamos considerando es verdadera en 
el índice i3 al ser la fórmula Dq trivialmente verdadera en i3. 
También es verdadera en io Y en i 1 puesto que en estos índices es 
falsa la fórmula Dp. Es falsa en i2 pues en este índice es verdadera 
la fórmula Dp pero es falsa la fórmula Dq. 

2) Consideremos ahora la fórmula Dp-70Dq, y el modelo de 
diagrama 

. <:'3q 

¡-:-4 .( 
p,q \ / P 

q.l7'5 • 
\ / lq 

'Op 

Entonces la fórmula es verdadera en todo índice pues en los. índi­
ces 0, 2, 3, 5 es falsa la fórmula Dp. En el índice 1 Dp es verdade­
ra y además, puesto que en el índice 4 es verdadera Dq y tenemos 
que lR4, resulta que en 1 es verdaderaODq. Por último, en el 
índice 4 son verdaderas tanto Dp como Dq y puesto que 4R4 
tenemos que ODq es también verdadera en 4. 

3) ,La fórmula Op-7Dp es falsa en todo índice del modelo de 
diagrama 

~~I 
O 
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4) La fórmula Op/\Oq-70(p/\q) es falsa en el índice O del 
modelo de diagrama 

y es verdadera en el índice 1 (recordemos que consideramos a la 
relación no transitiva). 

5) La fórmula Dp-70p esfals~ en el modelo de diagrama 

• p 

Si se observan bien los diagramas de los ejemplos, se ve que, en 
los índices que no están relacionados con ,ningún índice, toda fór­
mula de la forma DA es trivialmente verdadera, y toda fórmula de 
la forma OA es trivialmente falsa. Así, ninguna fórmula de tipo OA 
puede ser válida en todo modelo, ni puede ser válida en todo 
marco. A los índices de· un modelo con la propiedad descrita los 
llamaremos índices (o puntos) finales. 

6) La fórmula DT es verdadera en todo índice de todo modelo, 
por tanto es válida en todo modelo y válida en todo marco.· De 
igual modo, si una fórmula A'es válida en un modelo (o válida en 
un marco) lo es DA, y si lo es en todo modelo (o todo marco) lo 
es DA. . 

7) Consideremos la fórmula Dp v D(p-7q) V D«p /\ q)-7r). 
Esta fórmula es válida en el marco ({ 1, 2}, R) donde R es la rela­
ción total en {1, 2}, pero eri cambio no es válida en el marco ({ 1, 
2, 3}, S) donde S es la relación total en {1, 2, 3}. 

LEMA 3.1:. 
1) (A-7B) es válida en (M,R,e) si y sólo si e(A) e e(B). 
2)...,A es válida en (M,R,e) siy sólo si e(A) = 0. 
3) (A /\ B) es válida en (M,R,e) si y sólo si e(A) = M Y e(B) = 

=M. 
4) (A v B) es válida en (M,R,e) si y sólo si e(A) U e(B) =M. 
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5) DA es válida en (M,R;e) si y sólo si "ixE M "iyE M 
(XRy-7yE e(A)). . 

6) OA es válida en (M,R,e) si y sólo si "ixE M 3yE M (xRy /\ 
yEe(A)) . 

Prueba: Se deja como ejercicio para ellectorJ 

2. Vamos a estudiar a continuación cómo obtener lógicas nor­
males a partir de clases de marcos cualesquiera. El resultado viene 
expresado en la siguiente proposición. 

PROPOSICIÓN 3.2: Para toda clase de marcos C, el conjunto 
de todas las fórmulas válidas en todo marco perteneciente a C es 
una lógica normal. 

Para demostrar esta proposición, primero demostraremos una 
serie de lemas que es bueno tener presentes independientemente. 

LEMA 3.3: a) Toda tautología del sublenguaje sentencial es 
válida en todo modelo. 

b) Toda tautología delsublenguáje sentencial es válida en 
todo marco. 

Prueba: b) se sigue de a). Para probar a), dado un modelo 
(M,R,e), y un índice XE M, sea Vx la asignación de valores de ver'­
dad a las letras sentenciales definida por vx(p) = 1, si XE e(p) y 
vx(p) = O, si xé e(p), para cada letra sentencial p. Por inducción se 
pruebá que para cada fórmula A del sublenguaje sentencial, vx(A) 
=·1 si y sólo si XE e(A). Por tanto, si A es una tautología tenemos 
que para todo XE M vx(A) == 1, con lo que e(A) = M, Y A es válida 
en el modelo .• 

LEMA 3.4: a) Si (A-7B) Y A son válidas en un modelo, tam­
bién lo es B. 

b) Si (A-7B) Y A son válidas en un marco, también lo es B. 
Prueba: b) se sigue de a). a) Si (A-7B) Y A son válidas en 

(M,R,e), entonces e(A) e e(B) y e(A) = M,con lo que e(B)= M y 
. B es válida en el modelo" 

LEMA 3.5: a) Si A es válida en un modelo, tainbién lo es DA. 
b) Si A es válida en un marco, también lo es DA. . 
frueba: b) se sigue de a). a). Si A es válida en (M,R,e), enton-



SEMANTICA PARA LA LOGICA MODAL 41 

ces e(A) = M, pero en tal caso e(DA) = M con lo quePA es tam'" 
bién válida en el modelo" 

LEMA 3.6: a) Toda fórmula de tipo D(A-7B)-7(DA-7DB) 
es válida en todo modelo. 

b) Toda fórmula de tipo D(A-7B)-7(DA-7DB) es válida en 
todo marco. 

Prueba: b) se sigue de a). a) Sea (M,R;e) un modelo. Veamos 
quee(D(A-7B» está incluido ene«DA-7DB». Si x E 
e(D(A-7B», supongamos que x E e(DA). Entonces tenemos que 
si xRy, y E e(A-7B) e y E e(A), y por tanto y E e(B), con lo que 
podemos concluir que x E e(Da). Por tantoxE e(DA-7D,B).1 

LEMA 3.7: Si (M,R) es un marco y e una asignación en él, 
entonces para toda fórmula B y toda letra sentencial p, si consi­
deramos la asignación e' en (M,R) definida por e'(q) = e(q) 
para cada letra sentencial q distinta de p, y e'(p) = e(B), resulta 
que para toda fórmula A 

e'(A) = e(A(p/B» 

Prueba: Por inducción sobre la ,complejidad de las fórmulas. 
Se deja como ejercicio para ellectorJ 

LEMA 3.8: Si A es válida en un marco, entonces para toda 
letra sentencial p y toda fórmula B la fórmula A(p/B) es válida 
en el marco. 

Prueba: Sea A válida en el marco (M,R). Sea e una asignación 
cualquiera en tal marco. Veamos que, dadas p y B, e(A(p/B» = ~ 
Consideremos la asignación e' definida como en el lema 3.'T-' 
Entonces e'(A) = e(A(p/B», y al ser A válida en el marco, e'(A) = 
M. Por consiguiente, e(f..(p/B» = M. Por tanto A(p/B) es válida en 
(M,R)" 

Los lemas 3.3 a 3.6 nos permiten concluir que la colección de 
fórmulas válidas en un modelo incluye a toda tautología del' 
sublenguaje sentencial, está cerrada bajo modus ponens, bajo 
necesidad e incluye además toda instancia de sustitución del axio- . 
madistributivo. Todo ello ocurre también para el conjunto de fór­
mulas válidas en todo modelo de una clase de modelos no ~acía 
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cualquiera.' Los lemas 3:3 a 3.6 y 3.8 nos permiten concluir que el 
conjunto de todas las fórmulas válidas en un marco es una lógica 
normal, y también que el conjunto de fórmulas válidas en todo 
marco perteneciente a una clase no vacía dada de marcos es una 
lógica normal. Para el caso de los modelos la situación es, sin 
embargo, distinta: el conjunto de fórmulas válidas en un modelo 
no tiene por qué estar cerrado bajo sustitución. Por ejemplo, en el 
modelo (M,R,e) en el que M = {l,2}, R = {(1,2) 1 y e es tal que 
e(p) = M Y e(q) = {1 1, la fórmula p es válida pero la q, que es ins­
tancia de sustitución de p, no 10 es. Así, el conjunto de fórmulas 
válidas en una clase de modelos no tiene por qué ser una lógica. 
Ahora bien, si la clase de modelos resulta ser tal que el conjunto 
de las fórmulas válidas en todos ellos está cerrado bajo sustitu­
ción, entonces este conjunto sí que es una lógica. 

Dada una clase de marcos e al conjunto de todas las fórmu­
las válidas en todo marco elemento de e la llamaremos la lógica 
de e, y nos referiremos a ella con L(e). Es de observar que si el 
y e 2 son clases de marcos tales que el e e 2 ' entonces L(e2) e 
L (el)' 

Si, M es un marco, con L(M) nos referiremos a la lógica 
L({M)). 

3. Dada una lógica normal L, diremos que un marco· es un 
L-marco si en él son válidos todos los teoremas de L. Diremos 
que un modelo es un L-modelo si en él son válidos todos los teore­
mas de L. Así, dado un L-marco, todo modelo en el mismo es un 
L-modelo. Ahora bien, del hecho de que un modelo sea un L-mode-
10 no se sigue, como se verá mas adelante, que su marco sea un 
L-marco. Este hecho debe tenerse múy presente. 

Dada una clase e de marcos diremos que una lógica normal L 
es e -correcta (o correcta respecto a e) si todo teorema de L es 
válido en todo marco perteneciente a e, es decir, si L e L(e). y 
diremos que L es e-completa (o completa respecto a e) si toda 
fórmula válida en todo marco perteneciente a e es un teorema de 
L, es decir, si L(e) e L. Esta noción de completitud es una noción 
relativa a una clase de marcos. Existe una noción absoluta de 
completitud de una lógica. Dada una lógica L, consideremos la 
clase de todos los L-marcos, C(L). Entonces, si la lógica de e(L) 
es precisamente L (L = L(C(L)) diremos que la lógica L es com­
pleta, y en caso contrario que es incompleta. Así, una lógica es 
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completa si y sólo si toda fórmula válida en todo L-marco es un 
teorema de L. 

Diremos que una lógica L es completa respecto a sus mode- . 
los si toda fórmula válida en todo modelo de laJógica es un teore­
ma de L. 

OBSERVACIONES: 1) Si Ll k L2 , entonces C(L2 ) e C(L1). 
2) L e L(C(L», y toda lógica esC(L)-correcta. 

Si una lógica normal L y una clase de marcos C son tales que 
L = L(C), diremos que la lógica L está caracterizada por la clase 
de marcos C. Obsérvese que si una lógica está caraCterizada por 
una clase de marcos lo está también por un conjunto de marcos, 
pues para cada fórmula que no sea un teorema de la lógica pode­
mos elegir (aceptamos el axioma de elección) un marco de la clase 
en el que no sea válida, y puesto que la clase de teoremas de una 
lógica es un conjunto, la colección de marcos así elegidos es un 
conjunto de marcos que caracteriza a la lógica. 

PROPOSICIÓN 3.9: Una/ógica normal L es completa si y sólo 
si está caracterizada por alguna clase de marcos. 

Prueba: Si L es completa está caracterizada por C(L). Si L 
está caracterizada por una clase de marcos C, entonces todo marco 
perteneciente a C es un L-marco, conlo que C e C(L). Por tanto 
L(C(L» e L(C) = L. Concluimos pues que L = L(C(L», es decir 

. que L es completa. 

PROPOSICIÓN 3.10: Para toda lógica normal L existe una 
menor lógica normal completa que extiende a L, a saber la lógi­
ca L(C(L». 

Prueba: Sea L una lógica normal. L ~ L(C(L» y L(C(L» es 
completa por 3.9. Si L' es una lógica normal completa que extien­
de a L, entonces C(L') ~ C(L), Y por tanto L(C(L» ~ L(C(L'» = 
= L'. Así, L(C(L» es la menor lógica completa que extiende a L.. 

PROPOSICIÓN 3.11: Todo teorema de la menor lógica normal K 
es válido en todo marco y en todo modelo. Así, todo marco es un 
K-marco y. K es córrecta respecto a la clase de todos los marcos. 

Prueba: Sea C la clase de todos los marcos, entonces por la 

") 
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proposición 3.2 L(C) es una lógica normal, de modo que K k 
L( C). Así, todo teorema de K es válido en todo marCo.l 

4. Si el lector ha comprobado los ejemplos del apartado 1, 
habrá observado que, dado un modelo, para saber si una fórmula 
resulta verdadera o falsa en un índice, . i, del modelo, lo' único que 
importa es el valor de verdad de la fórmula en cuestión en el índi­
ce i y en aquellos índices con los que éste está relacionado. Vamos 
a formular este hecho adecuadamente. . 

Dada una relación R en un conjunto M, definimos la relación 
ancestro de R, R *, mediante 

. xR*y si y sólo si existe n>O talque xRny 

donde Rn se obtiene 'por composición repetida de R consigo 
misma de aCuerdo con la definición por recursión siguiente: 

R1=R 
Rn+1= Rn o R 

Así? si n > O, xRny si y sólo si existen'zl,,,,,zn_l tales qJle 
xRzi,,,,zn_l Ry. Podemos decir que si xRny, y es un nR-sucesor de, 
x. Resulta que: a) R * es la menor relación transitiva que incluye a 
R, b) (R*)* = R*, Y c) R es transitiva si y sólo si R = R*. 

Dado un marco (M,R) y un índice XE M, podemos definir· el 
marco (Mx,Rx) donde: . 

I 
Mx = {x} U {YEM: xR*y} 

Rx = R n (Mx x Mx)' 

El marco (Mx,Rx) es el submarco generado por x. Si considera­
mos una asignación e en el marco (M,R), definamos la asignación 
ex en (Mx,Rx) por 

El modelo (Mx,Rx,ex) es el submodelo de (M,R,e) generf:ldo por x: 

TEOREMA 3.12: Para cada marco (M,R,), cada asignación e 
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en el mismo, y cada 'Índice XE M; ocurre que para cada yE Mx Y 
cada fórmula A " ' ' 

(M,R,e) I=y A si y sólo si (Mx ';Rx ,ex) I=y A. 

Prueba: Por inducción veamos que para cada fórmula A 
ex(A) = e(A) n Mx' Para las letras sentenciales y la fórrríula ,~_L es 
obvio. El caso de las fórmulas condicianales no presenta ninguna 
dificultad. Probemos el caso de las fórmulas de tipo DA. 
Supongamos que ex(A) =e(A) (l Mx. Entonces, 

Z E ex(DA) syss (Yu E Mx) (zRxu -7 UE exCA)) 
syss (V'ueMx) (zR!xu -7UE e(A) n Mx) 

Si z E exCDA),z E Mx' Veamos que z E e(DA). Si u E M es 
tal que zRu, entonces u E MxY por tanto zRx u;, por consiguiente 
UE e(A). Por tan~o z E e(DA). Por otro lado, si ZE e(DA) y ZE Mx 
y U E Mx Y zRxu, tenemos que zRu, y por tanto UE e(A) n Mx = 
ex(A). ConCluimos que z E ex(DA).1 ' 

COROLARIO 3.13: (de preservación bajo subinarcos generados 
por índices): Si (M,R) es un marco y XE M, entonces toda fór­
mula válida en (M,R) es válida ,en el submarco generado por x, 
(Mx ,Rx)' ' 

COROLARIO 3.14: Si una lógica 'normal está caracterizada 
por una clase de marcos, lo está por la .clase de los submarcos 
generados por índices de los marcos de la clase: " 

Prueba: Se deja como ejercicio para ellectod 

Los enunciados correspondientes a los dos corolariosanterio~ 
res que se obtienen cambiando «marco(s)>> por «modelo(s)>> son 
también verdaderos como puede comprobar el lector. . ' 

Si dado un modelo (M,R,e) añadimos índices al conjunto M y 
ampliarpos la relación de modo que ningún elemento de M resulte 
relacionado con áIgún índice (nuevo o'no) eón el que no lo estaba 
previamente, aunque algún índice nuevo pueda estar relacionado 
con uno viejo (el sentido enqtie estamos, ,usando «relacionado 
con» no es simétrico), y no cambiamos la asignación" resulta que 
las fórmulas válidas en el nuevo modelo son válidas también en el 

\ 
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inicial, y, lo que es más interesante, las fórmulas válidas en el 
nuevo marco eran ya válidas en el inicial. A tales extensiones de 
marcos se las llama extensiones seguras. Más precisamente, un 
marco (M',R') es una extensión segura de un marco (M,R) si 

i) Me M' 
ii) Re R' 

iii) Si uR'v y uEM, entonces VEM yuRv .. 

Obsérvese que para cada u,v elementos de M, uRv si Y sólo si 
uR'v, y además que dado un elemento u de M no existe ningún 
VE M'~M tal que uR'v. Resulta que 

1) Si (M',R') es una extensión segura de (M,R), entonces 
para toda asignación e en (M,R), todo XE M y toda fórmula A 

(M,R,e) l=xA si y sólo si (M',R',e) l=xA 

2) Si (M',R') es una extensión segura de (M,R), entonces para 
toda fórmula A, si A es válida en (M',R'), también lo es en 
(M,R). 

El lector puede demostrarlo como ejercicio. 

5. Puesto que tenemos dos tipos de entidades, los marcos y los 
modelos, podemos introducir, por el momento, dos nociones de 
consecuencia modal. Dado un conjunto de formulas modales I:, . 
diremos que A es una consecuencia fuerte (o f-consecuencia) de I: 
si y. sólo si A es válida en todo marco en el que son válidas todas 
las fóÍmulas pertenecientes a I:, y escribireinos en tal caso I:1=fA. 
Diremos que A es una consecuencia débil (o d-consecuencia) de I: 
si y sólo si A es válida en todo modelo en el que son válidas todas 
las fómiulas pertenecientes a I:, y escribiremos cuando éste sea el 
caso .I: l=dA. 

Resulta que, si A es un· teorema de la lógica normal que tiene 
como conjunto de axiomas a I:, entonces I: l=fA. Ello es así puesto 
que, si M es un marco en el que son válidas todas las fórmulas de 
I:, entonces I: e L(M) (donde L(M) es la lógica determinada por 
el marco M), y por tanto L(I:) e L(M), de modo que todo teorema 
de la lógica normal que tiene a I: por un conjunto de axiomas es 
válido en el marco M. Ahora bien, del hecho de que L l=fA no se 
sigue necesariamente que A sea un teorema de la lógica axiomati-
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zada por:E. El conjunto {A: :E l=fA} es 9q~ lógica completa, esJa 
lógica de la clase de marcos (M: :E IdMH, y es la menor lógica 
completa que extiende a la lógicaL(I:) Prtestoque C(L(:E)) = {M: 
M I=:E} y por tanto L(C(L(:E))) = {A: :E l=fA}. AfIrmar que L(:E) 
es completa equivale a afIrmar que L(:E) = {A : :E l=fA}. Puesto· 
que, como veremos en el capítulo 6, existen lógicas incompletas, 
L(:E) y {A : :E l=fA} no son necesariamente iguales para todo :E. 

En los ejercicios de este capítulo se defIne la noción de conse:' 
cuencia local débil. Se recomienda al lector interesado en las dis­
tintas nociones de consecuencia que realice los ejercicios 3.8 y 3.9 
de este capítulo y, en su momento, los ejercicios 5.13, 5.14 y 5.15 
del capítulo 5. 

6. En un capítulo posterior estudiaremos con detenimiento las 
relaciones que hay entre el hecho de que la relación de un marco 
tenga ciertas propiedades y el hecho de que en él sean válidas cier­
to tipo de fórmulas. Ahora, sin embargo, veremos qué ocurre en el 
caso de que la relación del marco sea reflexiva, y qué ocurre con 
modelos irreflexivos. Todo ello nos servirá para poner de mani­
fiesto diferencias esenciales entre dar una semántica en la que las 
nociones fundamentales son las de validez en un marco, conse;. 
cuencia fuerte y completitud (respecto a marcos, que es como 
hemos defInido esta noción), y una semántica en la que las nocio­
nes fundamentales son las de validez en un modelo, consecuencia 
débil, y completitud de una lógica respecto a la clase de sus 
modelos. Si el lector reflexiona, desde esta perspectiva, sobre los 
párrafos anteriores puede dar,se cuenta ya de algunas de estas dife­
rencias. 

Si (M,R) es un marco y R es reflexiva en M, entonces para 
toda asignación e en el mismo y toda fórmula A, (M,R,e) I~ 
DA-+A. La razón es la siguiente: Si x E e(DA), entonces para 
todo yE M, si xRy tenemos que y E e(A). Puesto que xRx al ser R 
reflexiva en M, resulta que x E e(A),y por tanto que DA-+A es 
verdadera en x. 

Por otra parte, si para toda fórmula A, DA-+A es válida en un 
marco (M,R), entonces la relación R es reflexiva en .M De hecho 
lo anterior ocurre si y sólo si la formula Dp-+p es válida en 
(M,R). La razón es la siguiente: Supongamos que Dp-+p es válida 
en el marco (M,R). Sea u un elemento de M. Para ver que uRu 
consideremos el conjunto X = {VE M: uRv}. Sea e una asignación 
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cualquiera en el marco tal que e(p) = X. Entonces e(Dp~p) = M. 
Ahora bien, UE e(Dp), pues en .caso contrario existiría VE M tal 
que uRv y veX, y esto es imposible. Por tanto uEe(p) = X, Y uRu. 

Evidentemente, si en un modelo la relación es reflexiva, en él 
es válida toda fórmula de. tipo DA~A. ¿Es cierto que si en un 
modelo es válida la fórmula Dp~p, la relación es reflexiva? La 
respuesta es un rotundo no. Por ejemplo, si M = {1,2}, R = {(1 ,2), 
(2,1)} Y e es la asignación que a cada letra sentencialle asigna el 
conjunto de índices M, entonces en tal modelo es válida la fórmu­
la,pero la relación es irreflexiva. Pero hay más, de hecho en tal 
modelo es válida toda fórmula de tipo DA~A pues ocurre que 
para toda fórmula A, e(A) o es M o es vacío (lo que puede com­
probar por inducción el lector), con lo cual tenemos que para cada 
fórmula A e(DA) ~ e(A). Sin embargo, la relación del modelo es 
irreflexiva .. 

De hecho, para, cada modelo, posiblemente reflexivo, podemos 
obtener otro modelo irreflexivo en el que son válidas exactamente 
las mismas fórmulas. 

La construcción es la siguiente: Sea (M,R,e) un modelo cual­
, quiera. Sea W un conjunto disjunto de M y de igual cardinalidad. 
Sea f una biyección de Men W. Sea M* = M u W. Definamos la 
asignación e* mediante 

e*(p) = e(p) U (f(u): UE e(p)} 

para cada letra sentencial p. Y definamos la relación R * en M* 
como sigue 

R* = (R-IdM) u f(f(u),f(v»: uRv y u :;i:v} U {(u,f(u»: 
. uRu} u {(f(u),u): uRu} . 

Entonces se puede demostrar por inducción que para cada elemen-
toudeM . 

(M,R,e) l=uA si y sólo si (M*,R*,e*) l=uA 

y 

(M,R,e) l=uA si y sólo si (M*,R :f:,e*) l=f(u)A, 
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con lo que ambos modelos tienen exactamente la~ mismas fórmu­
las válidas. 

De todo lo anterior podemos extraer algunas consecuencias 
interesantes: 

a) La lógica K está caracterizada por la clase de marcos trre- . 
flexivos. 

Prueba: Si A es un teorema de K, A es válida en todo marco. 
Por otro lado, puesto que, como veremos en el capítulo 5, la lógica 
K es completa respecto a sus modelos, si A no es un teorema de K 
entonces no es válida en algún modelo, pero en tal caso, por lo 
anterior, no lo será en un modelo ,irreflexivo y por tanto tampoco 
en algún marco irreflexivo. Por tanto si A es válida en todo marco 
irreflexivo debe ser un teorema de K.I 

b) No existe ninguna lógica normal cuyos marcos sean preci­
samente los marcos irreflexivos . 

. Prueba: Si L es una lógica cuyos marcos son única y exclusi­
vamente los marcos irreflexivos, entonces, por a), L e K. Pero al . 
ser K la menor lógica normal, L = K. En tal caso L tiene marcos 
no irreflexivos al ser todo marco un K-marco.l 

Recapitulando, hemos visto que un marco es reflexivo si y 
sólo si en él es válida la fórmula Dp~p. Por tanto la lógica con 
esta fórmula como único axioma caracteriza la propiedad de la 
reflexividad. Sin embargo, no existe ninguna lógica modal que 
caracterice la propiedad de la irrejJexividad. Así, hay propiedades 
de las relaciones que son caracterizables mediante lógicas modales 
y otras que no lo son. Hallar condiciones necesarias y suficientes 
para que esto ocurra va a ser parte del contenido de capítulos pos­
teriores, y este tema y este tipo de consideraciones van a recurrir a 
lo largo de todo el libro. 

EJERCICIOS 

3.1. Comprobar los ejemplos 1) - 5). 
3.2. Demostrar el lema 3.1. 
3.3. Demostrar el lema 3.7. 
3.4. Demostrar el corolario 3.14. 
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3.5. Demostrar los enunciados correspondientes a los corola­
rios 3.13 y 3.14 que se obtienen al cambiar la palabra «marco» por 
«modelo». 

3.6. Demostrar los enunciados 1) y 2) ele la página 46 referen­
tes a extensiones seguras. 

Dada una fórmula A, definamos OnA por recursión como 
sigue: 

'3.7. Demostrar que: 

OOAes A' 
On+1A es DOnA. 

i) (M,R,e) I=i OnA si y sólo si Vy (xRny ~ y E e(A)) 
ii) (M,R,e) I=x OnA si y sólo si 3y (xRny /\ y E e(A)) 

donde Rn se define como en la página 44 de este capítulo para n 
mayor que cero y para n = 0, RO esta relación de identidad en M. 
y On A se define como -, O n -, A, o recursivamente por: 0° A es A, 
y On+l A es OOnA. ' 

Dado un conjunto l: de fórmulas, consideremos el conjunto 

Ol: = lOnA: A E l: y n número natural} 

que es la clausura de l: bajo necesidad. . 
@Dado un conjunto de fórmulas l:, digamos que una fórmu­

la A es consecuencia local débil de l:, y escribamos l: I=ld A, si 
para todo modelo (M,R,e) y todo x E M tales que para toda BE l: 
(M,R,e) l=xB, (M,R,e) l=xA. Demostrar que para cada fórmula A, 

l: I=d A si y sólo si Ol: I=ld A 
, ,. , 

Sugerencia: Utilizar submodelos generados por índices. 
3.9. Dada una lógica L, diremos que una fórmula modal A es 

consecuencia débil módulo L de un conjunto de fórmulas modales 
l: (l: l=d(L)A) si y sólo si en todo modelo de L en el que sean váli­
das todas las fórmulas de l:, es válida A. Diremos que A es con­
secuencia local débil módulo L (l: 1=ld(L)A) si y sólo si para todo 
modelo de L (M,R,e) y cada u E M, si en u son verdaderas todas 
las fórmulas de l:, en u es verdadera A. Demostrar que para toda 
lógica L, todo conjunto de fórmulas l: y toda fórmula A 

l: l=d(L)A si y sólo si Ol: J=ld(L)A. 
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3.10. Demostrar que el conjunto de consecuencias débiles de 
un conjunto cualquiera de fórmulas no tiene por qué ser unalógi­
ca. ,J-t~mpoco el conjunto de sus consecuencias locales débiles. 

C2:!Y Demostrar que, si 1: es un conjunto de fórmulas cerrado 
bajo sustitución, entonces el conjunto de todas las consecuencias 
débiles de 1: es una lógiCa normal. Y que, si 1: está además cerra­
do bajo necesidad, el conjunto de todas sus consecuencias locales 
débiles es una lógica normal. Demostrar tru:nbién que, si 1: no está 
cerrado bajo necesidad, el conjunto de sus consecuencias locales 
débiles no tiene. por qué ser una lógica. Tómese por ejemplo 1:= 
{DA-7A: A es fórmula}. ' 

3.12. Completar los argumentos del apartado 6.' 
3.13. Demostrar que no puede: existir una lógica normal cuyos 

marcos sean los marcos con únicamente dos elementos. Aplicar el 
corolario 3.13. 

3.14. Demostrar que no existe ninguna lógica normal cuyos 
mar~s sean los marcos con su relación no vacía. 

3.1 Demostrar que para toda fórmula A del sublenguaje sen­
tenCia - es decir, para toda fórmula en la que no qC'Qrre el operador 
modal), todo modelo (M,R,e) y todo u E M, 

, 
(M,R,e) I=u A si y sólo si ({ u), 0~ e') l=uA, 

donde e' se define por e'(p) = e(p) íl {u}, para cada letra senten-
cial p. '" ' 

3.16. El grado de una fórmula es el número máximo de ocu­
rrencias encajadas del operador modal en la fórmula. Por ejemplo 
el grado de las fórmulas Dp, (p-7Dq), Dp-7(Dq V Dr) es 1, el 
grado de la fórmula D(Dp v q) es 2, el grado de la fórmu:la 
D(D(Dp v q)-7Dp) es 3. El grado de una fórmula se define por 
recursión como sigue: 

g(A) = O ,si A es una letra sentencial 
g(A-7B) = max(g(A), g(B» 

g(DA) = g(A) + 1 

Obsérvese que las fórmulas de grado O son precisamente las fór­
mulas del sublenguaje sentencial del lenguaje modal: 
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Dado un modelo (M,R,e), sea.paracadau E M Y cada número 
natural n, 

l· . 

Hn(u) = {x E M: para algún m::; n uRmx}, 

donde R n se define· como en el ejercicio 3.7. Consideremos el 
modelo con dominio Hn(u); relación, la relaciónR restringida a 
Hn(u); Y asignación enu definida por eilU(p) = e(p) n HnCu). 
Denotemos tal modelo por Hn(u). Demostrar que para cada n y 
cada fórmula A de grado menor o igual que I:J" 

(M,R,e) I=u A si y sólo si Hn(u) I=u A. 

Para la prueba, que debe realizarse por inducción en el grado de 
las fórmulas, debe tenerse en cuenta lo siguiente: Si uRv, entonces 
Hn(v) es el submodelo de Hn+l(u) generado por v. Además,. debe 
tenerse en cuenta el ejercicio 3.15. 

3.17; Usando el ejercicio anterior, demostrar que para toda 
fórmula A, todo n:?: g(A), Y todo u E M, .si el· Y e2 son asignacio­
nes en (M,R) tales que para cada letra,sentencial p el(p) n Hn(u) 
= e2(p) n Hn(u), entonces 

(M,R,el) I=u A si y sólo si (M,R,e2) I=u A. 



CAPÍTULO 4 

LÓQICA MODAL Y CONDICIONES 
DE PRIMER ORDEN 

1. En el capítulo anterior vimos que la fórmula Dp~p es váli':' 
da en un marco si y sólo si la 'relayión del marco es reflexiva. En 
este capítulo vamos a demostrar en primer lugar hechos de este 
tipo, hechos que relácionail el que cierta fórmula sea válida en un 
marco con cierta propiedad de la relación deI marco. Definamos 
primero algunas propiedades de relaciones que nos van a interesar 
además de las de reflexividad, transitividady simetría. 

Una relación R en un conjunto M es serial si y sólo si para 
todo x E M existe y E M tal quexRy, es decir, si su dominio es M. 

Una relación R en un éc;mjunto M es euclídea si y sólo si para 
todo x, y, z 'elementos de M ocurre que, si xRy y xRz, entonces 
yRz. 

Una relación R en un conjunto M es una función si y sólo si 
para todo x, y, z elementos de M ocurre que, si xRy yxRz, enton­
ces y = z. 

Una relación R en un conjunto M es una función de M en M si 
y sólo si es una función y es senal. ' 

Una relación R en un conjunto M es débilmente conectada si y 
sólo si para todo x, y, z elementos. de M, si xRy y xRz, entonces' 
yRz o zRy o y = z. 

Una relación R en un conjunto M está débilmente dirigida si y 
sólo si para todo x, y, z elementos de M, si xRy y xRz, entonces 
existe u E M tal que yRu y zRu. 

Una relación R en un conjunto M es débilmente densa si y 
sólo si para cada x,.y E M tales que xRy existe u E M tal que xRu 
yuRy. 

Una relación R en un conjunto M es inversamente bien fun­
dada si y sólo si todo subconjunto no vacío de M tiene un elemen­
to.R-maximal, es decir, un elemento tal que no existe ningún ele­
mento del subconjunto con el que esté relacionado. 

[53] . 
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PROPOSICIÓN 4.1: (M,R) 1= Dp~DDp si y sólo si R eS transi-
tiva. Ó . 

Prueba: a) Supongamos que R es transitiva. Sea e una asigna-
. ción en (M,R). Veamos que e(Dp) e e(DDp). Si x E e(Dp), 

entonces para todo y E M, si xRy entonces y E e(p). Para ver que 
x Ee(DOp) supongamos que xRu. Entonces, si uRv, tenemos, por 
transitividad de R, que xRv. Así, v E e(p). Por tanto tenemos que 
para todo v E M, si uRv, entonces v E e(p). Con lo cual resulta 
que u E e(Dp). Por tanto x E e(DDp) . 

.- b) Supongamos que la fórmula Dp~DDp es válida en el 
marco. Supongamos que x, y, z son elementos de M tales que xRy, 
yRz, pero no xRz. Consideremos una asignación e en (M,R) tal 
que e(p)= {u E M: xRu}. Entonces x E e(Dp), pero x ~ e(DDp) 
p~es y e: e(Dp) ya que z e: e(p). Esto es absurdo. Por tanto xRz, y 
la relación es transitiva .• 

PROPOSICIÓN 4.2: (M,R) 1= p~DOp si y sólo si R es simétrica. 
Prueba: a) Supongamos que R es simétrica. Sea e una asigna­

ción en (M,R). Veamos que e(p) ~ e(DOp). Si x E e(p), entonces 
si xRy tenemos que al ser R simétrica yRx; por tanto existe u E M 
tal que yRu'y u E e(p); con lo cual tenemos que y E e(Op). Por 
tanto x E e(DOp). 

b) Supongamos que la fórmula p~DOp es válida en (M,R): 
Para ver que R es simétrica, supongamos que xRy pero no yRx. 
Sea e una asignación en (M,R) tal que e(p) = {u E M: no yRu}. 
Entonces x E e(p), y y e: e(Op) con lo cual resulta que x e: e(DOp). 
Esto contradice el supuesto. Por tanto yRx, y R es simétrica.l 

I 
. 1 

PROPOSICIÓN 4.3: (M,R) 1= Dp~Op si y sólo si R es serial. 
Prueba: a) Si R es serial y x E e(Dp), entonces para todo u E 

M tal que xRu, u E e(p). Sea u E M tal que xRu, que existe al ser 
R serial. Entonces u E e(p) y por tanto x E e(Op). 

b) Si Dp~Op es válida en (M,R), para ver que R es serial, 
supongamos que x es un elemento de M sin R-sucesores. Sea e 
una asignación en (M,R) tal que e(p) = 0. Entonces x E e(Dp) 
pero x e: e(Op).1 

PROPOSICIÓN 4.4: (M,R) 1= Op~DOp si y sólo si ~ es euclí­
dea. 

Prueba: a) Supongamos que R es euclídea. Sea e una asigna-
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ción en (M,R). Supongamos que x E e(Op). Sea y un R-sucesor de 
x en el que p es verdadera. Supongamos que xRu. Entonces, pues­
to que R es euclídea, uRy. Tenemos pues que u E e(Op). Y por 
tanto x E e(DOp). 

b) Supongamos que (M,R,) 1= Op-7DOp.Para ver que R es 
euclídea, supongamos que x; y, z son elementos de M tales que 
xRy y xRz pero no yRz. Sea e una asignación en (M,R) tal que 
e(p) = {u E M: no yRu}. Entonces z E e(p) y xRz. Por consi­
guiente x E e(Op), y por tanto x E e(DOp). Tenemos, pues, que 
y E e(Op). Así, existe u E M tal que yRu y u E e(p), lo cual es 
imposible. Por tanto R es euclídea.l . 

PROPOSICIÓN 4.5: (M,R) 1= Op~Dp si y sólo si R esfunción. 
Prueba: a) Si R es una función, y x E e(Op), entonces sea u un 

R-sucesor de x en el que p es verdadera. Un tal u es único al ser R 
una función. Por tanto se cumple que para todo v E M, si xRv 
entonces v E e(p). Por consiguiente, x E e(Dp). 

b) Supongamos que (M,R) 1= Op-7Dp. Para ver que R es una 
función, supongamos que x, y, z E M son tales que xRy y xRz. 
Sea e una asignación en (M,R) tal que e(p) = {y}. Entonces x E 

e(Op), y por consiguiente x pertenece a e(Dp), con lo cual obtene-
mos que z E e(p), y z = y.l . ... . 

PROPOSICIÓN 4.6: (M,R) 1= Op f-7 Dp si y sólo si R es una 
función de M en M. 

Prueba: a) Supongamos que R es una función de M en M. 
Entonces R es una función y. es serial. Por tanto, por 4.3 y 4.5 Y 
lógica sentencial, tenemos que la fórinula Op f-7 Dp es válida en 
(M,R). . 

b) Si Op f-7 Dp es válida en (M,R), entonces lo son las fórmu­
las Op-7Dp y Dp-70p. Por tanto, por 4.3 y 4.5, R es una funció~ 
deM en M.I ., 

PROPOSICIQN 4.7: (M,R) 1= DDp-7Dp si y sólo si R es 
débilmente densa. 

Prueba: a) Supongamos que R es débilmente densa, que e es 
una asignación en (M,R) tal que x E e(DDp), y que xRy. Puesto 
que R es débilmente densa, sea·u un elemento de M tal que xRu y 
uRy. Entonces, u E e(Dp) y por tanto y pertenece a e(p). Así, para 
todo y E M tal que xRy, y E e(p). Por tanto, x pertenece a e(Dp). 
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b) Supongamos que (M,R) 1= DDp-7Dp . Para ver que Res 
débilmente densa, supongamos que no lo es. En tal caso existen x, 
y E M tales' que xRy y para todo u E M, si xRu entonces no uRy. 

, Sea e una asignación en (M,R) tal que e(p) = M - {y}. Entonces 
x e e(Dp), puesto que xRy pero ye e(p). Pero x pertenece a 
e(DDp), ya que si xRu y uRv, v ::1; Y Y por tanto v E e(p). En tal 
caso DOp-7Dp no sería válida en (M,R), en contra de la supo­
sición.. ' 

PROPOSICIÓN .4.8: (M,R) 1= ODp-7DOp si y sólo si R está 
débilmente dirigida. ' 

Prueba: a) Supongamos que R está débilmente dirigida. Sea e 
una asignación en (M,R). Supongamos que x E e(ODp). Sea y un 
elemento de M tal que xRy y y E e(Dp). Para ver que x E e(DOp), 
supongamos que xRz. Sea u un elemento de M tal que yRu y 
zRu, que e'xiste al estar R débilmente dirigida. Entonces, puesto 
que y E e(Dp), u E e(p). Por tanto z E e(Op). Así, x E e(DOp). 

b) Supongamos que (M,R) 1= ODp-7DOp. Supongamos que 
xRy y xRz, y que para todo u E M, si yRu, entorices no zRu. Sea 
e una asignación en (M,R) tal que e(p) = {u E M: yRu}. Entonces 

, y E e(Dp), y por tanto x E e(ODp). Ahora bien x e e(DOp) pues­
to que z e e(Op) y xRz. Pero entonces ODp~DOp no es válida en 
el marco, en contra de la suposición.l 

PROPOSICIÓN 4.9: (M,R) 1= D«p /\ Dp)-7q) v D«q /\ Dq)-7p) 
si y sólo si R es débilmente conectada. 

Prueba: a) Supongamos que R es débilmente conectada. 
Supongamos que x E M es tal que x e e(D«p /\ Dp)-7q». En tal 
caso, sea y E M tal que xRy y en y es verdadera la fórmula (p /\ 
Dp) Y falsa q. Veamos que D«q /\ Dq)-7p» es verdadera,en x. 
Para ello supongamos que xRz. Al ser R débilmente conectada 
tenemos que yRz, o zRy, o z = y. Si z = y , puesto que y E e(p), 
z E e(p), y por tanto z E e«q /\ Dq)-7p). Si yRz, puesto que y E 

e(Dp), tenemos que z E e(p), y por tanto que z pertenece a e«q 
/\ Dq)-7p). Por último, si zRy, entonces, puesto que ye e(q), z 
e e(q /\ Dq), Y por tanto z E e«q /\ Dq)-7p). Podemos concluir 
pues que x E e(D(q /\ Dq)-7p). 

b) Supongamos que (M,R) 1= D«p /\ Dp)-7q) V D«q /\ 
Dq)-7p). Para ver que R es débilmente conectada, supongamos 

• 
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que xRy, yRz, pero ni yRz, ni zRy, ni z es igual a y. Sea e una 
~signación en (M,R) tal que 

e(p) = {i} u {v E M: zRv} 
e(q) = {y} u {v EM: yRv} 

Entonces x ~ e(D«p 1\ Dp)-7q» pues xRz, z ~ e(q) y z E e(p 1\ 

Dp). Por otro lado, x ~ e( D«q 1\ Dq)-7p»'pues xRy, y ~ e(p) y 
y E e(q 1\ Dq).Por tanto la fÓrrImla D«p 1\ Dp)-7q) V D«q 1\ 

Dq)-7p) no es válida en (M,R), lo cual contradice la suposición" 

PROPOSICIÓN 4.10: (M,R) 1= DG~p-7p)-7Dp si y sólo si R es 
transitiva e inversamente bien fundada. 

Prueba: a) Supongamos que R es transitiva e inversamente 
bien fundada. Sea e una asignación cualquiera en (M,R). 
Supongamos que x E e(D(Dp-7p». Para ver que x E e(Dp), 
supongamos que xRy. En talc'aso y E e(Dp-7p), con lo cuál tene.: 
mos que y E e(p) o y ~ e(Dp). Pero esta segunda posibilidad no 
puede darse pues, en caso contrario, existiría z E M tal que yRz y 
z ~ e(p). Y entonces tomando u E M R-maximal con dicha pro­
piedad, tendríamos que, al ser R, transitiva, xRu, y por tanto u E 
e(Dp-7p), pero puesto que u ~ é(p), u ~ e(qp), y existiría pues 
un v E M tal que uRv y v ~ e(p), 'y u no sería, por tanto, un ele­
mento R-maximal con la propiedad. Concluimos pues que para 
todo y E M, si xRy, entonces y E e(p). Por tanto x E e(Dp). 

b) Supongamos que (M,R) 1= D(Dp-7p)-7Dp. i) Veamos que 
R es transitiva. Supongamos que xRy y yRz. Sea e una asignación 
en (M,R) tal que 

e(p) = {u E M: xRu y (Vv E M) (uRv -7 xRv)} 

Entonces x E e(D(Dp-7p»: si xRu y u Ee(Dp), resulta que u E 
e(p) (ya que xRu y si uRv, v E e(p) y por tanto xRv). Tenemos 
pues que, si xRu, entonces u E e(Dp-7p). Así, x E e(D(Dp-7p»." 
Por tanto, al ser O(Dp-7p)-7Dp una fórmula válida en (M,R), . 
x E e(Dp). En tal caso yE e(p): Por tanto tenemos que para 
cada v E M si yRv entonces xRv. Y, puesto que yRz, xRz. 

ii) Veamos que R es inversamente bien fundada. Supongamos 
que X f; M Y X no es vacío. Supongamos, en busca de una contra­
dicción, que X no tiene ningún elemento R-maximal. Sea e una 
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asignación en (M,R) tal que e(p) = M-X. Sea x un elemento de X. 
Puesto que la fónnula O(Op~p)~Op es válida en (M,R) ocurre 
que x E e(Op) o x é e(O (O p~p)). Puesto que X no tiene ele­
mentos R-maximales, sea y E X tal que xRy. Entonces, puesto que 
y é e(p) (e(p) = M-X) Y xRy, tenemos que x é e(Op). Por tanto x 
no pertenece a e(O(Op~p)). Existe pues v E M tal que xRv, v E 

e(Op) y v é e(p). Así, v E X, xRv, y para todo u E M tal que vRu 
ocurre que u é X (u E e(p)). Por tanto, para todo u E M, si u E X 
entonces no vRu. Así, v es un elemento R-maximal de X, lo cual 
contradice la suposición de que X no tiene ningún elemento R­
maximal.l 

2. Consideremos en este apartado los axiomas T, D, 4, E, Y B 
que son aquellos con los que se axiomatizaron las primeras lógi­
cas modales nonnales. Considererrios todas aquellas lógicas nor­
males que se obtienen al tomar como conjunto de axiomas un sub­
conjunto, posiblemente vacío, del conjunto indicado. Resulta que 
de este modo sólo se obtienen quince lógicas nonnales distintas. 
Para demostrarlo, establezcamos una serie de relaciones que se 
dan entre las propiedades que corresppnden a los distintos axio­
mas. 

PROPOSICIÓN 4.11: Si R es una relación en M, entonces: 

i) Si R es reflexiva y euclídea, entonces R es simétrica. 
ii) Si R es simétrica y euclídea, entonces R es transitiva. 

iii) Si R es reflexiva y euclídea, entonces R es simétrica y 
transitiva. I 

iv) Si R es reflexiva, entonces R es euclídea si y sólo si R es 
simétrica y transitiva. 

v) R es una relación de equivalencia si y sólo si R es refle­
xiva y euclídea. 

vi) Si R es reflexiva, entonces R es serial. 
vii) Si R es simétrica y transitiva, entonces R es euclídea. 

viii) Si R es serial, simétrica y transitiva, entonces R es refle­
xiva. 

Prueba: Se deja allectorJ 

Las quince lógicas que se obtienen las representarerrios en el 
diagrama que viene a continuación, en el cual debe entenderse que 
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las flechas indican inclusión propia. Las inclusiones se siguen de 
la proposición 4.11, de las proposiciones 4.1-4.4, y el hecho esta­
blecido en el capítulo anterior que relaciona la validez del axioma 
T en un marco con el hecho de que la relación sea reflexiva. Que 
las inclusiones sean propias se puede ver encontrando modelos de 
las lógicas que se extienden que no sean modelos de sus extensio­
nes, lo que muestra que no toda fórmula de la extensión puede ser 
un teorema de la lógica a la que extiende. 

Para ver que las quince lógicas del diagrama abarcan las trein­
ta y dos posibles formulables con los axiomas que estamos consi­
derando basta ver que se cumplen las siguientes igualdades: 
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KTD = KT (por vi} de 4.11). " 
KBE = KB4 = KB4E (por ii) y vii) de4.11) . 

. KTDB = KTB, KTD4 = KT4, KTDE = KTE.(por vi) de 4.11). 
KTE = KTB4 = KTBE = KT4E = KTDB4 =KTDBE = . 

KTB4E = KTD4E = KTDB4E (por iii), iv) y vi) de 4.11). 
KDBE = KDB4E = KDB4(por ii) y vii) .de 4.11). 
KTDB4 = KDB4 (por viii) de 4.11) Por tanto las. lógicas 

KDBE, KDB4E, KDB4 son la lógica KTE, es decir, el sistema S5. 

3. El lector puede observar que todas las propiedades de rela­
ciones consideradas a lo largo de este capítulo, a excepción de la 
propiedad de ser inversamente bien fundada, son fácilmente Jor­
malizables en un lenguaje de primer orden con igualdad y con un 
único relator .diádico. Que una sentencia de primer orden en tal 
lenguaje formaliza una propiedad de R significa que para toda 
estructura (M,R), (M,R) satisface la sentencia de primer orden si 

. y sólo si R posee la propiedad. En la siguiente lista, a la izquierda 
figuran las propiedades de la relación, y a la derecha una sentencia 
de primer orden que las formaliza. 

Reflexiva 
Simétrica 
Transitiva 
Serial 
Euclídea 
Función 
Función de M en M 
Débilmente densa 
Débilmente dirigida 
Débilmente conectada 

VxRxx 
Vxy (Rxy -7 Ryx) 
V xyz (Rxy /\ Ryz -7 Rxz) 
"Ix 3yRxy 
Vxyz (Rxy /\ Rxz -4 Ryz) 
V xyz (Rxy /\ Ryz -7 y :::::z) 
Vx3 !yRxy. 
Vxy (Rxy -7 3z (Rxz /\ Rzy» . 
Vxyz (Rxy /\ Rxz -7 3u (Ryu /\ Rzu» 
Vxyz (Rxy /\ Rxz -7 (Ryz v Rzy v y :::::z» 

. La propiedad de que una relación sea inversamente bien fun­
dada no es una propiedad expresable en primer orden, es decir, no 
existe ninguna sentencia, ni ningún conjunto de sentencias de pri­
mer orden, en el lenguaje que estamos considerando (ni en ningún 
otro), cuyos modelos sean única y exclusivamente las estructuras 
(M,R) en las que R es una relación en M inversamente bien funda­
da.·Ellector puede demostrarlo utilizando el teorema de'compaci­
dad para la lógica de primer orden mediante el tipo clásico de 
argumentación para este tipo de cuestiones. Dada una estructura 
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(M,R), con R inversamente bien fundada, debe obtenerse una 
estructura (M' ,R') elementalmente equivalente a la primera pero en 
la que R' no sea una relación inversamente bien fundada. 

La lección a extraer de lo anterior es que no existe una corres-:­
pondencil;l entre fórmulas modales y propiedades de las relaciones 
en un corijunto expresables mediante fórmulas o ,conjuntos de fór­
mulas de un lenguaje de primer orden CM igualdad que tenga 
como único símbolo no lógico un relator diádico. Sin embargo, sí 
que existe' una correspondencia entre fórmulas modales y' fórmu­
las de un lenguaje de primer orden en el que además hay un rela­
tor monádico para cada letra sentencial del lenguaJe modal. Y hay 
también una correspondencia entre, fórmulas modales y fórmulas 

1 '1 ' 

del lenguaje de segundo orden con un único relator diádico y 
variables de conjunto. Establecer estas correspondencias es el 
tema del próximo apartado'. 

4. Dado un lenguaje modal sentencial con un conjunto de 
letras sentendales lP de cardinalidad K , fijemos una enumeración 
(Po.: a. < K) de los elementos de lP. Sea, para cada a. < K, Po. un 

'relator monádlco (o predicado), y sea R un relator diádico. Al len­
guaje modal ·sentenciallP le podemos asociar' el lenguaje de pri­
mer orden de tipo de semejanza pp = {R} u {Po.: a. < K}. A tal 
lenguaje lo llamaremos el lenguaje de primer orden asociado a lP. 

Dado un lenguaje sentencial modal lP, podemos definir una 
función traducción entre el conjunto de fórmulas de lP y el conjun­
to de fórmulas del lenguaje qe primer orden asociado a lP que a 
cada fórmula modal A le asocie una fórmula de primer orden A * 
de modo que: ' 

1) Po. * sea P aX 

2) .1 * sea x ~ x 

3) (A--7B)* sea (A *--7B*) 

4) (DA)* sea Vy (Rxy --7A*(x/y» 

donde x es la primera variable en una enumeración que supondre­
mos fijada de las variables del lenguaje de primer orden, la varia­
ble y es la primera variable distinta de x que no ocurre en A *, y 
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A *(x/y) es el resultado de reemplazar toda ocurrencia libre de la 
variable x por la variable y en la fórmula A *. Debe observarse' que 
(OA)* es lógicamente equivalente a la fórmula 3y(Rxy 1\ A*(x/y». 
y también que, si tenemos una fórmula de primer orden que es la 
traducción de una fórmula modal A, la única variable que ocurre 
libre en ella es la variable x. 

Dado un modelo. modal (M,R,e), podemos obtener una Pr 
estructura dé modo completamente natural, la estructura: 

, .. 
a la que llamaremos la Prestructura asociada a (M,R,e). 

PROPOSICIÓN 4.12: Para todo modelo modal (M,R,e), toda lP­
fórmula A, y todo UE M 

(M,R,e) I=u A si y sólo si (M,R,(e(p~.: a < K» 1= A*[u] 

Prueba: Por inducción. Para el caso de letras sentenciales 
tenemos que. . 

(M,R,e) I=u Pa si y sólo si u E e (Pa)' 

Pero 

U E e(Pa) si y sólo si (M,R,(e(Pa): a < K» 1= P aX [ti]. 

I 
La proposición vale para ..L pues ambos lados del bicondicio-

nal son falsos para esta fórmula. Si suponemos que la proposición 
vale para fórmulas A y B, es fácil comprobar que vale para la 
fórmula (A-7B). Por último, si suponemos que la proposición vale 
para una fórmula A resulta que 

(M,R,e) I=uDA si y sólo si para todo VE M, 
si uRv entonces (M,R,e) I=yA, 

y esto último ocurre (dada la suposición acerca de A) si y sólo si 
para todo vEM tal que uRv (M,R,(e(Pa):a < K» 1= A*[v], 
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pero esto ocurre si y sólo si (M,R,(e(Pa): a < le» 1= '\Iy (Rxy 
-7A*(x /y ))[u].1 

COROLARIO 4.13: Para todo modelo modal (M,R,e) y toda lP -
fórmula A ' , 

(M,R,e) 1= A si y sólo si (M,R,(e(Pa):a < le»,I='\IxA* 

Así, una fórmula modal es válida en un modelo modal si y 
sólo si la c1ausJlra universal de su traducción al lenguaje de primer 
orden asociado es válida en la estructura de primer orden asociada 
al modelo modal. : 

OBSERVACIÓN: Si consideramos una pp-estructura A = (A, 
RA,(p a A: a < le», podemos definir una función e:lP-7P(A) 
mediante, para cada a<le. 

En tal caso tenemos que (A,RA,e) es un modelo modal cuya 
estructura de primer orden asociada es la inicial. Así, dada una 
lógica modal normal L podemos considerar el conjunto de pp-fór­
mulas 

l:L = ,{'\Ix A*: A E L} 

y considerar los conjuntos de modelos y estructuras del lenguaje 
de prim~r orden asociado , 

MOL={(M,R,e): (M,R,e) I=L} 

ESL = {A: A 1= l:d 

Ambos conjuntos son, pues, esencialmente el mismo. 
Dado un marco (M,R) diremos que una p -estructura A es una 

estructura sobre (M,R), si el universo de A, A, es M, y la relación 
diádica de A es R. 



64 UNA INTRODUCCION. A LA LOGICA MODAL 

PROPOSICIÓN 4.14: Para todafórmula modal A y todo marco 
(M,R) 

(M,R) 1= A si y sólo si para toda 
Prestructura sobre (M,R), A, A 1= '\IxA* 

Prueba: Por la proposición 3.1 y la correspondencia entre 
modelQs modales y estructuras de primer orden comentada en la 
última observación.l 

Por el teorema de coincidencia para la lógica de primer orden 
tenemos que si Al y A2 son Prestructuras sobre un marco (M,R) 
y A es una fórmula modal de JI» cuyas letras sentenciales estan 
entre Pal,· .. ,Pal' y P~:= P ~f'"'' JI»~nl= P~;, entonces 

Al 1= \tx A*si y sólo si A2 1= '\Ix A*. 

Si las letras sentenciales que ocurren en la fórmula A estan· entre 
Pil, ... ,Pin, escribiremos (M,R,Xil,,,,,Xin) 1= '\Ix A* para indic~que 
toda pp-estructura sobre el marco (M,R), B, tal que Xil = JI» il , ... , 
Xin=JI» i~ satisface la fórmula '\1 xA *. Así tenemos la siguiente pro­
posición: 

PROPOSICIÓN 4.15: Para todo marco (M,R) y fórmula modal A 
cuyas letras sentenciales estén entre Pil"'" Pin 

(M,R) 1= A si y sÓlo si para todo 
Xii"'" Xin e M (~,~,Xil"'" Xin) 1= '\IxA* . 

. Afirmar que para todo Xii"'" Xin.s;; M, (M,R, Xii"':" Xin) 1= 
'\Ix A*, equivale a afirmar que en (M,R)es verdadera la sentencia 
de segundo orden que obtenemos a partir de la sentencia de primer 
orden '\IxA * sustituyendo las letras de predicado por variables de 
conjunto y cuantificando éstas universalmente. De este modo 
tenemos que a cada fórmula modal-A le corresponde una senten­
cia enellenguaje de segundo orden de tipo de semejanza {R}, la 
que obtenemos a partir de 'ílx A* del modo indicado. Debe obser­
varse que dicha sentencia es una ftentencia TI: , una cuantificación 
universal de segundo orden de unfl fórmula en la que no hay varia-
bles de segundo orden cuantificaqa . . . 

\ 
". 
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. Po.r la pro.po.sici6n 4.15 tenemo.s que, para cada f6rmulanio.dal 
A, A es válida en un marco. si y s610. si en él es verdadera la sen­
tencia de segundo. o.rden co.rrespo.ndiente. 

EJERCICIOS 

4.1. Demo.strar que en un marco. (M;R) so.n válidas las f6rmu­
las Dp-.?DDp y DOp-.?ODp si y s610. si para cada x E M existe y 
E M tal que xRy y para to.do. z E M, si yRz ento.nces z = y. 

4.2. Demo.strar que para to.do. marco. (M,R), (M,R) 1= p-.?Dp si 
y s610. si para cada x, y E M , si xRy ento.nces x = y. Co.ncluir que 
la fo.rmula pHDp es válida en un marco. si y s610. si la relaci6n del 
mismo. es la identidad. . 

4.3. Demo.strar que la f6rmula Dp es válida en un marco. si y 
s610. si to.do.s lo.s índices del mismo. so.n índices finales. En o.tras 
p~aa ras, si la relaci6n es vacía . 

.4 Demostrar que para to.do. marco. (M,R), (M,R) 1= 
D( . p-.?Dp )-.?p )-.?P si y s610. si R es reflexiva, transitiva, y no. 
existe ninguna funci6n F del conjunto.N de lo.s número.s naturales 
en M tal que para cada n E N F(n)RF(n+ 1) y F(n) ;t: F(n+ 1) .. 

4.5. Demo.strar que la f6rmula D(Dp-.?Dq) V D(Dq-.?Dp) es 
válida en un marco. (M,R) si y s610. si Vxy E M (xRy A xRz -.? 
(Vu E M (yRu -.? zRu) v Vu E M (zRu -.? yRu»). 

4.6. Demo.strar que la clase de marco.s co.n las propiedades del 
ejercicio. 4.4 no. es una clase de marco.s que pueda caracterizarse 
en primer o.rden, es decir, que no. existe ningún co.njunto. .de sen­
tencias de primer o.rden en el lenguaje de tipo. {R} cuyo.s mo.delo.s 
sean precisamente lo.s marco.s de la clase. Usar el teo.rema de co.m­
pacidad para la l6gica de primer o.rden. 

·4.7. Demo.strar que la f6rmula DODDp-.?OODOp es válida en 
un marco. si y s610. si la relaci6n del marco. es serial. 

4.8. Demo.strar que la f6rmula D(Op-.?Dp) es válida en un 
marco. si y s610. si VXE M VyE M VZE M VWE M· (xRy A yRz A 

yRw -.? z = w). 
4.9. Demo.strar que la f6rmula O(OT A p)-.?D(OT-.?p) es válida 

en un marco. si y s610. si 

VxyzE M (xRy A xRz A ni y ni z so.n punto.s finales -.? y = z). 
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4.10. Demostrar que la fórmula O(D . ..L /\ p)-4D(D..L-4p) es 
válida en un marco si y sólo si 

"dXyZE M (xRy /\ xRz /\ y es un punto final 
/\ z es un punto final -4 y = z). 

@Demostrar que la fórmula (OD..L /\ OOT)-4DnOT es váli-
d~ en un marco si y sólo si . 

"dXyZE M (xRy /\ xRz /\ y es un punto final 
/\ z no es un punto final -4 

"dwE M(xRnw -4 W no es un punto fina!), 

donde Rn se define como en la página 44 para n > O Y RO es la 
rel~~ identidad en M. . 
~ncontrar una lógica cuyos marcos sean aquellos en que' 

todo índice está relacionado con uno que es un punto final.Otra 
cuyos marcos sean aquellos en que todo índice está relacionado 
con uno que no es un punto final. Y otra tal que sus marcos sean 
aquellos en que todo índice está relacionado con uno que es final 
y otro que no lo es. 

4.13. Demostrar que la fórmula D(Dp-4p) es válida en un 
marco (M,R) si y sólo si "dxy E M (xRy -4 yRy). 

4.14. Demostrar que la fórmula OT -4(Dp-4p) es válida en 
(M,R) si y sólo si "dxy E M (xRy -7 xRx) . 
. ' 4.15. Demostrar que la fórmula D(Dp-7q) v D(Dq-7p) es 
válida en un marco (M,R) si y sólo si "d x y Z E M (xRy /\ xRz -7 
(yRz v zRy». . . 



CAPÍTULO 5 

MODELOS CANÓNICOS 

En este capítulo presentaremos una construcción de modelos 
utilizando recursos sintácticos. Es el tipo de construcción que 
corresponde a los modelos de Henkin para la lógica de primer 
orden y que utilizaron para el caso de las lógicas modales D. C. 
Makinson [1966] y E. J. Lemmony p. Scott [1977] por primera 
vez. Esta construcción nos permitirá 'probar que toda lógica nor­
mal es completa respecto a la clase de sus modelos, y que ciertas 
lógicas normales son completas respecto a la clase de sus marcos, 
precisamente aquellas para las cuales el marco de su modelo canó­
nico (el modelo sintáctico que construiremos) es un marco de la 
lógica. Esta propiedad no la comparten todas las lógicas normales 
que son completas. 

1. Sea L una lógica normal con un modelo, y sea (M,R,e) un 
modelo de L. Sea x E M. Consideremos el conjunto 

Este conjunto tiene las siguientes propiedades: 

i) L c:E. 
ii) Para toda fórmula A, si:E h.A,.entonces A E :E. 

iii) Para toda fórmula A, AE :E o -,A E :E. 
iv) :E es L-consistente. 

La razón de ello es la siguiente: i) El modelo es un modelo de L. 
. ii) :E no es vacío. Si :E ILA, sean B¡;' .. , Bn E :E tales que (B¡/\ ... /\ 

Bn)--7A es un teorema de L. Al ser B¡, ... , Bn verdaderas en el índi­
ce x del modelo, y ser el modelo un modelo de L, tenemos que A 
es verdadera en x. Por tanto A E :E. iii) es obvio. iv) ..L ~ :E, Y por 
tanto, por ii),..L no es deducible (en L) de:E. ~ 

Por otra parte ocurre que, si d es un conjunto de fórmulas L­
consistente tal que :E e d , entonces :E = d. La razón es· que, si 

o [67] 
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una fórmula A perteneciera a Ll pero no a L, entonces ,A pertene­
cería a L y por tanto a Ll con lo que Ll sería L-inconsistente. 
Tenemos pues que L es un conjunto L-consistente de fórmulas que 
no está incluido propiamente en ningún conjunto de fórmulas con 
tal propiedad. . 

Un conjunto de fórmulas es L-consistente y maximal si y sólo 
si es consistente y es maximal respecto a la colección de conjuntos 
de fórmulas L-consisten~~s (no está incluido propiamente en nin-
gunode ellos). . 

LEMA 5.1: Para cada lenguaje modal, cada lógica normal en 
el mismo, L, y cada conjunto de fórmulas modales L-conslstente 
y maximal L ocurre que :. . 

i) .. Si L !-r.A, entonces A E L 
ii)Paratodafórmula A,A E L o ,A E L 
iii), (A 1\ B) E L si y sólo si A E L Y B E L 
iv) Si (A~B) E L Y A E L, entonces B EL 
v) (A V B),E L si y sólo si A E LO BE L. 

Prueba: i) Supongamos que L !-r.A. Entonces L u{ A} es L­
consistente. En caso contrario L I-L' A Y por tanto L sería L­
inconsistente. Al ser L maximal tenemos que A pertenece a L. 

ii) Si A es una fórmula tal que· ni A ni ,A pertenecen a L, 
entonces ni A ni ,A son deducibles (en L) de L, y por tanto, tanto 
L u {A} como L lJ {,A} son L-consistentes; pero, al ser L maxi­
mal, A y ,A pertenecerán a L, y esto es imposible al ser L L-con­
sistente. Por tanto, o A o ,A pertenecen aL. 

iii-v) Se dejan como ejerciciosJ 

LEMA 5.2: Si L es un conjunto de fórmulas L-consistente, 
entonces L es L-consistente y maximal si y sólo si para toda fór­
mula A A E L o -'-lA E L. 

Prueba: Obvia, usando el lema anteriorJ 

LEMA 5.3 (de Lindenbaum): Para toda lógica normal consis­
tente L y todo conjunto de fórmulas L-consistente L, existe un 
conjunto de fórmulas L-consistente y maximal Ll tal que L e Ll. 

Prueba: Por el lema de Zorn. Consideremos la cólección de 
todos los conjuntos de fórmulas L-consistentes que incluyen aL. 
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Tal conjunto está ordenado por inclusión. Sea Duna e-cadena de 
conjuntos L-consistentes. Consideremos UD. Este conjunto es L­
consistente y ·es el supremo de la cadena. EsL-consistente por la 
siguiente razón: Si UD I-:L..L, entonces UD no pertenece a D, Y 
existen B.l> ..• ,Bn E UD tales que (BlA ... A Bn)---t..L es un teorema 
de L. En tal caso existe un conjunto L-consistente perteneciente a 
D al que pertenecen B¡, ... ,Bn, pero esto es imposible. Por eUema 
de Zorntenemos que existe un conjunto L-consistente y maximal 
que incluye a L.I . 

LEMA 5.4: Para cualquier conjunto de fórmulas L, fórmula A 
y lógica normal L: L h.,A si y sólo si A.pertenece a todo conjun­
to maximal y L-consistente que incluye a L. 

Prueba: Se deja como ejercicio para ellectod 

2. Consideremos una 199ica normal consistente L. Vamos a 
obtener un modelo en el qué serán válidas única y exclusivamente 
las fórmulas que son teoremas de L. Para motivar la definición, 
observemos que si (M,R,e) es un modelo de L, y x E M, entonces 
el conjunto Lx= lA: (M,R,e) l=xA} es, como hemos visto en el 
apartado 1, L-consistente y maximal. Este conjunto, intuitivamen­
te, es el formado por todas aquellas fÓIlI6ulasque expresan las 
propiedades modales del índice x. Dos índices x e y para los que 
Lx Y :Ey sean iguales son indistinguibles en cuanto a sus propieda­
des modales. Por tanto podemos decir que un conjunto L-consis­
tente y maximal nos caracteriza un tipo de índice. Observemos 
además que: 

si xRy, y DA E Lx, entonces A E Ly, 

con lo que 

(*) si xRy, entonces lA: DA E Lx } e Ly 

El condicional inverso no tiene por qué valer. Consideremos el 
modelo 

(N, <, e) 
-/ 

I 
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donde N es el conjunto de los números naturales y e es la asigna­
ción que para toda letra sentencial p, e(p) = N.· Es fácil comprobar 
que, para toda fórmula A, o e(A) es igual al conjunto vacío o es 
igual a N, y que además e(DA) = N si y sólo si e(A) = N. La 
razón de ello es que en el modelo no hay puntos finales. Así, si 
consideramos, por ejemplo, 1:0' tenemos que, si DA E 1:0' enton­
ces A E Lo, pero sin embar.go O no es menor que O. 

Vamos a construir un modelo en el que tengamos todos los 
tipos de índices posibles. Para ello bastará con tomar como índices 
los propios conjuntos L-consistentes y maximales. Relacionaremos 
los índices de modo que la condición (*) se cumpla. La forma más 
simple de conseguirlo es exigiendo que se cumpla el si y sólo si. 

Dada una lógica normal consistente sea 

ML = {1:: 1: es un conjunto de fórmulas 
L-consistente y maximal } , 

y sea RL la relación en ML definida por 

1: RL ~ si y sólo si {A: DA E 1:}·c~. 

Definamos la asignación eL como sigue: Sea para cada letra 
sentencial p ", 

El modelo (ML, RL,eL) es el modelo canónico para L, y el marco 
(ML, RL) es el marco canónico para L. 

TEOREMA 5. 5: Para cada u E ML, 

(ML, RL, eL) I=u A si y sólo si . A E U 

Prueba: Por inducción veamos que para cada fórmula A 

Para el caso de las letras sentenciales(~ la fórmula..L está claro. El 
caso del condicional e~ fácil. Veamos el caso de las fórmulas de 
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tipo DA. Supongamos que lo que-queremos probar vale para una 
fórmula A. Si .u E eL(DA), entonces para cada·v E ML, si uRLv 
entonces v E eL(A), Y por tanto A E v. Así, A pertenece a todo 
conjunto L-consistente y maximal que incluye al conjunto {B: DB 
E u}. Por el lema 5.4 tenemos entonces que A será deducible (en 
L) de {B: DB E u}. Sean pues B¡, ... , Bn tales que DB¡, ... , DBn 
pertenecen a u y (B¡/\ ... /\ Bn)-7A es un teorema de L. Entonces la 
fórmula (DB¡/\ ... /\ DBn)-7 DA es también un teorema de L y por 
tanto u ILDA, con lo que tenemos que DA E u. Por otro lado, si 
DA E u y uRL v tenemos que A pertenece a v.1 

COROLARIO 5.6: Para toda fó,¡mula A, A E L si y sólo si 
(ML, RL, eL) 1= A, Y por tanto el modelo canónico para L es 
un modelo de L. 

Prueba: a) Si A es un teorema de L, pertenece a todo conjunto 
de fórmulas L-consistente y maximal. Por tanto es verdadera en 
todo índice de ML. b) Si A es verdadera en todo índice de ML, 
pertenece a todo conjunto de fórmulas L-consistente y maximal, y 
por el lema 5.4 A es un teorema de L.B 

"-

TEOREMA 5.7 (de completitud para modelos): Toda lógica 
normal L es completa respecto a la clase de sus modelos, es 
deci,~ para toda fórmula A 

A E L si y sólo si A es válida en todo modelo de L 

Prueba: Supongamos que A es válida en todo modelo de L. Si 
A no es un teorema de L, entonces -.A es L-consistente. Sea pues 
u un conjunto L-consistente y maximal al que pertenece -.Á (que 
existe por el lema de Lindenbaum). Entonces A es falsa en u en el 
modelo canónico (ML, RL, eL)' Ahora bien; por 5.6 el modelo 
canónico es un modelo de L.B 

COROLARIO 5.8 (Completitud de K para marcos): 

A E K si y sólo si A es válida en todo marco 

-Prueba: Si A es válida en todo marco, es válida en el modelo 
canónico para K.I 

o 
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COROLARIO 5.9: Si A es válida en el marco canónico para L, 
entonces A es un teorema ele L.-

Prueba: Si A es válida en el marco canónico para L, es válida 
en el modelo canónico para L.I 

Así, si ponemos M L= (ML, RL), tenemos que L(ML) eL. 

COROLARIO 5.10: A E K si y sólo si (MK, RK) 1= A. Así, la 
lógica del marco canónico para K es la lógica K. 

Diremos que una lógica L es canónica si su marco canónico 
es un L-marco, es decir, si L(ML) = L. Al estar toda lógica canóni­
ca caracterizada por un marco (su marco canónico), toda lógica 
canónica es una lógica completa (respecto a marcos). Debe seña­
larse que hay lógicas completas (respecto a marcos) que no son 
canónicas; un ejemplo es la lógica KGL. y existen, ya lo hemos 
señalado previamente, lógicas incompletas (respecto a marcos). 

3. A continuación vamos a demostrar que las quince lógicas 
normales de las que hablamos en el capítulo 4 son todas ellas 
canónicas y, por tanto, completas. Para demostrarlo bastará con 
ver que sus marcos canónicos son marcos de la lógica. Para ello 
veremos que la relación de accesibilidad de los mismos tiene la(s) 
propiedad(es) que caracteriza(n) a los marcos de la lógica. 

L~MA 5.11: Si L es una lógica normal y (ML, RL, eL) es su 
modelo canónico, entonces 

I 

" 
i) Si DEL, entonces RL es serial. 

ii) Si T E L, entonces RL es reflexiva. 
iii) Si 4 E L, entonces RL es transitiva. ' 
iv) Si E E L, entonces RL es euclídea. 
,v) Si B E L, entonces RL es simétrica. 

Prueba: i) -Supongamos que DEL. Entonces la ,fórmula 
01. -+.L es válida en (ML, RL,eL) al ser D un teorema de L. Por 
tanto tenemos que eL(D1.) k. eL(1.). Así, eL(01.) es vacío, Y para 
cada u E ML existe v E ML tal que uRL v. Por tanto RL es, serial. 

ii) Supongamos que el axioma T pertenece a L. Entonces para 
toda f9{rrlUla A ocurre que (ML, RL, eL) 1= OA-7A. Para ver que 

\,~ 
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RL es reflexiva, supongamos que no 10 es. Sea, pues, u E ML tal 
que no uRLu. Entonces tenemos que {A: DA E u'} e u. Sea, pues; 
A una fórmula tal que DA E U pero A (i!: u. Entonces en u es falsa 
DA-7A, lo cual es absurdo. 

iii) Supongamos que 4 E L. Entonces para toda fórmula A, la 
fórmula DA-7DDA es válida en (ML, RL, eL)' Para ver que RL es 
transitiva, supongamos que uRL v y vRL w. Entonces tenemos que 
{A: DA E u} e v y que {A: DA E v} e w. Si A es tal que DA E ' 

u, entonces, puesto que la fórmula DA-7DDA es válida en el 
modelo canónÍCoDDA E u. Por tanto DA E v, y por consiguiente 
A E w. Así, lA: DA E u} e w, y uRLw. 

iv) Si E E L, entonces, para t0da fórmula A, la fórmula 
ODA-7DA es válida en el modelo canónico. Para ver que RL es 
euclídea, supongamos queuRL vy uRL w. En tal caso tenemos que 
I A: DA E u} está incluido tanto en v como en w. Supongamos 
que A es una fórmula tal que DA E v. Entonces puesto que uRL v, 
tenemos que ODA es verdadera en u, y por tanto lo es DA. En 
consecuencia A E W. Por tanto tenemos que {A: DA E v} e w, y 
por consiguiente que vRLw. 

v) Si B E L, entonces, para toda fórmula A, la fórmula 
ODA-7A es válida en el modelo canónico. Para ver que RL es 
simétrica, supongamos que uRL v. Entonces {A: DA E u} k: v. 
Supongamos que no vRLu. Sea pues A una fórmula tal que DA E 

V pero A e u. Al ser la fórmula ODA-7A válida en el modelo 
canónico, tenemos que ODA es falsa en u, y por tanto para todo W 

E ML, si uRL w, DA (i!: w. Por tanto, puesto que uRL v, tenemos que 
DA (i!: v, pero esto es absurdo .• 

PROPOSICIÓN 5.12 : Las quince lógicas normales presentadas, 
en el capítulo 4 son canónicas y, por tanto, completas (respecto 
a marcos). 

Prueba: Por el lema 5~11 el marco canónico de cada una de 
ellas es un marco de la lógica .• 

4. Dada una lógica consistente L, sabemos que tiene al menos 
un modelo, el modelo canónÍCo. La construcción del modelo canó­
nÍCo da lugar pues a un teorema de existencia de modelos. Puesto 
que hay·lógÍCas no canónÍCas, lógicas para las' cuales el marco de 
su modelo canónico no es un marco para las mismas, la construc­
ción del modelo canónÍCo no proporciona un teorema de existen-
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cia de marcos (para'cada lógica consistente). Dada esta situación 
la pregunta natural es la siguiente: ¿Tiene toda lógicá modal con­
sistente un marco? A continuación vamos a demostrar que toda 
lógica modal consistente posee un marco. Para ello observemos 
que el modelo canónico de una lógica o tiene índices (o puntos) 
finrues o no los tiene. Razonando según se dé uno u otro de estos 
casos llegaremos a la conclusión deseada. Primero consideremos 
varios lemas respecto a las fórmulas sin letras sentenCiales. 

LEMA 5.13: Para toda fórmula modal A sin letras sentencia­
les y todo marco (M,R) 

(M,R) 1= A si y sólo si existe una asignación e 
en (M,R) tal que (M,R,e) 1= A 

Prueba: Obvia por inducción" 

LEMA 5.14: Si tenemos un marco sobre el conjunto (O), 
({ O} ,R), Y una asignación en el mismo e, y consideramos para 
cada letra sentencial p, lafórmula Ap tal que' 

Apes .lsie(p)=0,y Apes T~ie(p)={O} 

entonces para toda fórmula A cuyas létras sentenciales están 
entre Po , ... , Pn 

Prueba: Por inducción" 

LEMA 5.15: Si A es una fórmula sin letras selitenpiales, 
entonces para todo modelo sin puntos finales (M,R,e), e(A) = M 
oe(A) = 0. 

Prueba: Por inducción" 

LEMA 5.16: Si (M,R,) no tiene puntos finales, entonces para 
todafórmula sin letras sentenciales, A, 

(M,R) 1= A si y sólo si ({O}, {(O,O)}) 1= A 
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P,;ueba: Sean e y e' asignaciones en (M,R) y en ({ O), {(O,O)}) 
respectivamente. Demostraremos por inducción que, para cada 
fórmula A sin letras sentenciales, e(A) = M si y sólo si e'(A) = {O} 
y que e(A) = 0 si y sólo si e'(A) = 0. Evidentemente ocun;e para 
J.. Supongamos que vale para A y B. Entonces, si e(A-7B) = M, 
e(A) = 0 o e(B) = M. Por tanto, por la hipótesis inductiva, tene­
mos que e'(A) = 0 o e'(B) = {O}. Por tanto e'(A-7B) = {O}. Los 
demás casos se demuestran de forma siplilar. Por otra parte, 
supongamos que lo que estamos demostrando vale para A. 
Demostremos que vale para DA. Si e(DA) = M entonces e(A) = 
M, puesto que en caso contrario e(DA) = 0 al no haber en el 
modelo puntos finales. Por tanto e'(A) = {O} y e'(DA) ={ O}. Si 
e'(DA) = {O} entonces e'(A) = {O}!, Y por tanto e(A),= M y e(DA) 
=M.I 

PROPOSICIÓN 5.17: Si L es una lógica normal consistente 
cuyo modelo canónico tiene puntos finales entonces todo teorema 
de L es válido en el marco ({O), 0) 

Prueba: Sea (ML,RL,eL) el modelo canónico de L. Sea u E ML 
un punto final del mismo. Consideremos el submodelo generado 
.por u, que es ({ u), 0, eu)' Veamos que todo teorema de L es')váli­
do en ({ u), 0). Puesto que este último marco y el marco ({ ° \- 0) 
son isomorfos, concluiremos que todo teorema de L es válido "e~ 

, ({O), 0). Sea e una asignación cualquiera en el marco ({u), 0). 
Sea:, para cada letra sentencial p, Ap la fórmula T, si e(p) = (u), y 
la fórmula J., si e(p) = 0. En tal caso, si A es un teorema de L 
cuyas letras sentenciales están entre Po"'" Pn' la fórmula, sin 
letras sentenciales, A(pJAp ', ... ,Pn/Ap ) es también un teorema de 
L. Por tanto es verdadera, e~.el modero canónico, en u. Por consi­
guiente es válida en el submodelo genera90 por u. Por el lema 
5.13 tenemos que es válida en el marco ({u), 0). Por tanto lo es 
en el modelo ({ u), 0, e). y por el lema 5.141~ es la fórmula A.a 

PROPOSICIÓN 5.18: Si L es una lógica normal consistente 
cuyo modelo canónico no tiene puntos finales, entonces todo teo­
rema de L es válido en el marco ({ O), {(O,O)}). 

Prueba: Si A es un teorema de L y e es una asignación en 
({ O), {(O,O)}), sea para cada letra sentencial p, Ap la fórmula T, si 
e(p) = {O}, y la fórmula,J., si e(p) = 0'. Supongamos que las letras 
sentenciales de A estan entre Po"'" Pn' Entonces la fórmula 
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A(pJAp , ... , Pn/Ap ) es Un teorema de L, y es válida en el rriodelo 
canónic8.de L. Pues10que no tiene letras senténciales; es válida en 
el marco del modelo canónico. de L. Por el lema 5: 16 es válida en 
el marco ({ O}, {(O,O)}). Por tanto, por el lema 5.14; A es válida en 
este marco"· . 

TEOREMA 5.19: Toda lógica norma{ consistente posee un 
marco., . . 

Prueba: Por las proposiciones 5:17 y 5.18 tenemos que, para 
cada'lógicaconsistente; o el marco ({ O} ,0) es un marco de la lógi­
cao lo es el marco siguiente: ({ O}, { (O,O)} ).1 

EJERCICIOS 

5.1. Completar la demostración del lema 5.1.' 
5.2. Demostrar el lema 5.4. . 
5.3._Demostrar que la lógica KT4 + D(Dp-4q) v D(Dq-7p), 

conocida con el nombre de S4.3, es canónica. Tener en cuenta el 
. ejercicio 4.15. ... . . ' . . 

5.4. Demostrar quela lógica KT4 + ODp-7DOp, conocida 
con el nombre de S4.2,. es canónica. Tener en cuenta la proposi­
ción 4.8. 

5.5. Demostrar que para cada lógica normal L, en su modelo 
canónico ocurre que para cada par de conjuntos de fórmulas ~,Ll E 
ML, ~ RLLl si y sólo si lOA: A E,Ll} c~. 

5.6. Demostrar que para cada lógica normal L, en su modelo 
canónico ocurre que para cada ~,Ll E ML y cada n 

i)~RLnLl siysólosi {A: DnAE ~}·cLl .. · 
~ RLn Ll si y sólo si {OnA:·A E Ll} c~. 
\2:J) Demostrar que la lógica K + Dp, llamada Verum, es canó­

nicay, por tanto, completa. Utilizar el ejercicio 4.3. 
5.8. Demostrar que la lógica K + Dp~p, llamada Trivial, es 

canónica y, por tanto, completa~ Utilizar el ejercicio 4.2. . 
® Demostrar que para toda lógica L las fórmulas sin letras 

. sentenciales que· son teoremas de L son precisamente las válidas 
en el marco ({0},0). Basta ver que, para toda fórmula A sin letras 
sentenciales, todo punto final u del modelo canónico, y toda asig-
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nación e en'el marco ({O},0), A es verdadera, en el modelo canó­
nico, en u si y sólo si A es verdadera en O en el modelo ({ O L0,e). 

5.10. Demostrar que la lógica K + O(Dp~p) es canónica. 
5.11. Deinostrarque la lógica K + OT ~(Dp~p) es canónica. 
5.12. Dada una lógica L, decimos que un conjunto de fórmulas .. 

modales I: es una L-teoría si está cerrado bajo deducibilidad con! 
regla de necesidad (ver comentario al final del capítulo) en L (si 
DI: h~A, entonces A E I:). Dado una L-teoría I:, consideremos / 
todos los conjuntos de fórmulas maximales y L-consistentes .que· \ 
la incluyen, y el modelo (ME,RE,eE) definido análogamente a.) 
como definimos el modelo canónico de L. Demostrar que para 
toda fórmula A, A es válida en este modelo 'si y sólo si A pertene-
ce a I:.' . : " 

5.13. Demostrar que' para toda fórmula modal A 
i) A es un teorema de K si y sólo si \;j Xo A * es lógicamente ,/ 

válida (en primer orden). ) 
ii) A es un teorema de L si y sólo si \;j Xo A * es verdadera en 

tod9Jl.l0~elo de L. 
Q!.1)Demostrar que para todo conjunto de fórmulas modales 

I: y toda fórmula modal A 

I: I-K A si Y sólo si I: I=ld A. 

Concluir, usando el ejercicio 3.8 y la notación allí introducida, 
que 

DI: I-K A si y sólo. si I: I=d A. 

5.15. Demostrar que, para toda lógica L, todo conjunto de fór-
mulas modales I:, y toda fórmula modal A . 

i) I: Ii- A si y sólo si I: 1=ld(L)A 
ii) DI: Ii- A si Y sólo si I: l=d(L) A . 
5.16. Demostrar que para toda lógica L y todo conjunto de fór­

mulas modales I: el conjunto {A: O I: Ii- A} es el menor conjunto 
de fórmulas modales que incluye a L a I: y esta cerrado bajo 
modus ponens y necesidad:' si A pertenece al conjunto, O A tam-
bién. . ' 

COMENTARIO: Los ejercicios 5.14 y 5.15 nos enseñan que la 
noción semántica correspondiente a la de dedllcibilidad (con pre-
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misas) es la 'noción de consecuencia local débil. La noción de con­
secuencia débil corresponde a la de deducibilidad a partir de con­
juntos de premisas cerrados bajo D o, lo que es equivalente, a la 
noción de deducibilidad con la regla de necesidad: si de L es 
deducible A, lo es DA. 

1 



CAPÍTULO ,6 

LA PROPIEDAD DE LOS MODEL() S FINITOS. 
FILTRADOS 

En este capítulo vamos a ocuparnos de dos cuestiones, la cues­
tión de la decidibilidad de lógicas normales y, de nuevo, la cues­
tión de la completitud. Ambas cuestiones las trataremos aquí a tra­
vés del estudio de una propiedad que pueden tener las lógicas 
normales, la propiedad 'de los modelos finitos. Aquellas lógicas 
que tienen esta, propiedad, son completas, y si son lógicas en un 
lenguaje numerable y,finitamente axiomatizables son decidibles. 
El método estándar para demostrar que una lógica tiene la propie­
dad de los modelos finitos es el método de los filtrados introduci­
do por E. J. Lemmon y por K. Segerberg. Usando este método 
podemos demostrar, por ejemplo, que la lógica GL, que no es 
cánonica, es completa. 

1. Una lógica normal L tiene la propiedad de los modelos 
finitos (p.m.f.) si, para cada fórmula A que no es un teorema de L, 
existe un modelo finito de' L en el que A no es válida. 

Una lógica normal L tiene la propiedad de los marcos finitos 
(p.maJ.) si, para cada fórmula A que no es un teorema de L,existe 
un L-marco finito en el que A no es válida. 

, Debe observarse lo siguiente: Una lógica normal L tjene la 
p.mJ. si y sólo si es el conjunto de todas las fórmulas válidas en 
todo modelo finito de L. Y una lógica normal L tiene la p.ma.f. si 
y sólo si está caracterizada por la clases de L-marcos finitos. 

Más adelante demostraremos que toda lógica con la propiedad 
de los modelos finitos tiene la propiedad de los marcos finitos. 

TEOREMA 6.1: Si una lógica normal L en un lenguaje nume­
rable tiene la p.mf yes finitamente axiomatizable, entonces es 
decidible. 

Prueba: Si la lógica tiene la p.m'Í:, tiene la p.ma.f. Esta es la 

[79J 
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propiedad (a demostrar en 6.17) que usaremos para mostrar la 
existencia de un algoritmo que permita decidir en un número fini­
to de pasos si una fórmula A es o no un teorema de L. 

Dado un modelo finito y una fórmula A, es posible decidir en 
un número finito de pasos si A es o no válida en el modelo. 

Dada una lógica L finitamente axiomatizable y un marco fini­
to, podemos en un número finito de pasos decidir si el marco es 
un marco o no de la lógica. La razón de ello la exponemos un 
poco más adelante. Además basta considerar marcos cuyo domi­
nio es un segmento inicial de los números naturales, puesto que 
todo marco finito es isomorfo a. un marco de este tipo, y en dos 
marcos isomorfos son válidas exactamente las mismas fórmulas. 

Si consideramos un marco finito y una fórmula B, puesto que 
de una asignación sólo importa lo que asigna a las letras senten­
ciales que ocurren en B, tendremos que hay un número finito de 
tipos de modelos relevantes a la hora de saber si B es o no válida 
en el marco.· Si (M,R) es tal que la cardinalidad de M es n, y r es el 
número de letras sentenciales que ocurren en B, entonces hay sólo 
(2ny tipos de modelos en (M,R) a considerar. 

En un conjunto finito M de cardinalidad n, hay 2n.n relaciones 
en M posibles. Por tanto haya lo sumo (2n.n) . (2n)r tipos de 
modelos con dominio M distintos y relevantes para una fórmula B 
con r letras sentenciales. 

Consideremos todos los marcos con dominio un segmento ini­
cial acotado de números naturales, es decir, un conjunto de la 
forma {n : n < m l. Puesto que para cada m sólo hay un número 
finito de marcos con dominio {n : n < m}, el conjunto de todos los 
marcos que estamos considerando, es recursivamente enumerable. 

Fijemos una enumeración recursiva de los marcos con domi­
nio un segmento inicial de números naturales acotado y una enu­
meración recursiva de los teoremas de L, que existe al ser L finita­
mente axiomatizable y en un lenguaje numerable. Dada una 
fórmula cualquiera· A, si es un teorema de L aparecerá en la lista 
de teoremas de L.. Si no lo es, al tener L la p.ma.f., Ano será váli­
da en un L-marco finito, y por tanto no lo será en un L-marco fini­
to con dominio un segmento inicial de números naturales acotado. 
En tal caso y puesto que para cada marco finito puede decidirse en 
un número finito de pasos si el marco es o no un L-marco y si A 
es o no válida en él (existe sólo un número finito de tipos de 
modelos en el marco relevantes para L y A), si se recorre la lista 
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de marcos fijada comprobando si los marcos son o no L-marcos y 
si en ellos es o no válida A, llegará un momento en que se sabrá 
que A no es válida en un L-marco finito. Por tanto, dada una fór­
mula A, si recorremos las dos listas yendo y viniendo de la una a 
la otra llegará un momento en que sabremos si A es o no un teore­
ma de L.I 

La técnica usual para demostrar que una lógica tiene la propie­
dad de los. modelos finitos es la técnica de los filtrados. 

Dado un modelo (M,R,e) y dos índices x,y E M, puede ocurrir 
que x e y sean indistinguibles modalmeQte, es decir, que el con­
junto de fórmulas verdaderas en x yJ¡en y sea el mismo. Esta rela­
"ción entre índices es una relación de equivalencia y nos permite 
obtener un nuevo modelo en el que son válidas exactamente las 
mismas fórmulas que en el original, y en el que índices distintos 
se diferencian también por los conjuntos de fórmulas modales ver­
daderas en ellos. Diremos que un modelo (M,R,e) distingue ele­
mentos si para cada x,y E M tales que x *- y existe una fórmula A 
tal que A es verdadera en x y falsa en y. Diremos que dos modelos 
son modalmente equivalentes si y sólo si en ellos son válidas 
exactamente las mismas fórmulas. Así, todo modelo es modal­
mente equivalente a uno que. distingue elementos. La prueba de 
ello se dará más adelante. 

La idea anterior de identificar dos índices en el caso de que en 
ambos sean verdaderas exactamente las mismas fórmulas modales 
puede generalizarse identificando índices según sean o no en ellos 
verdaderas las mismas fórmu~as pertenecientes a un conjunto de 
fómiulas cerrado bajo subfórmulas fijado de antemano. Seamos 
más precisos: 

Sea (M,R,e) un modelo, y sea L un conjunto de fórmulas 
cerrado bajo subfórmulas. Definamos en M una relación de equi­
vaJencia ":'L como sigue: 

. X -1: Y si y sólo si para cada 
A E L, x E e(A) si y sólo si y E e(A) .. 

Consideremos el conjunto cociente M/-l: , al que a partir de 
ahora nos referiremos con MIL. Dado x E M, con [xh nos referi­
remos a la clase de equivalencia de x bajo la relación -1: . Si por el 

l' 

I 
1: 

" 
J 
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contexto está claro de qué conjunto de fórmulas se trata, escribire­
mos simplemente [x] .. 

Definamos la asignación e¿ mediante: 

e¿(p) = ([x]: x E e(p)}. 

Diremos que una relación Rtt en MIL es apropiada si y sólo si: 

1) Para cada X,YE lvI, sixRy, entonces [x]Rtt[y] 
2) Si DA E L, [x]Rt'[y] y X E. e(DA), entonces y E e(A). 

Existe al menos una relación apropiada en MIL, la relación R¿ 
definida por: 

[x]R¿[y] sy~s para cada A, si DA E L Y x E e(DA) 
. . entonces y E e(A). 

Esta relación está bien definida: Supongamos que x ~¿ x', que 
y ~¿ y', y que para cada A tal que DA E L y X E e(DA), y E e(A). 
Entonces, dada A tal que DA E L y x' E e(DA), tenemos que x E 

e(DA), y por tanto que y E e(A). Al estar L cerrado bajo subfór­
mulas, y' E e(A); Además, R¿ es apropiada puesto que 2) se cum­
ple por definición y 1) se cumple ya que, si x~y, la condición que 
define a [x]R¿[y] se cumple para toda fórmula A, tanto si DA per­
tenece a L como si no. 

Otra relación apropiada en L es la relación R¿' definida por: 

I 

[x]R¿'[y] syss existen u lE [x] Y v E [y] tales que uRv. 

Está claro que su definición no depende de los representantes ele­
gidos. Además es inmediato que cumple la condición 1). Por otro 
lado, si DA E L, [x] R¿' [y] y X E e(DA), sean u E [x] Y v E [y] 
tales que uRv. Entonces tenemos que u E e(DA),y por tanto v E 

e(A). Por consiguiente y E e(A). Podemos concluir pues que R¿' 
cumple la condición 2). 

La relación R¿ es la mayor relación apropiada en MIL, y la 
relación R¿' es la menor. Es decir, para cada relación S apropiada 
en MIL tenemos que R¿' e S e R¿. La prueba de ello se deja como 
ejercicio para el lector. 
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El siguiente modelo nos muestra que la mayor relación apro­
piada y la menor no tienen por qué coincidir: 

Si consideramos el conjunto de fórmulas L = {p, Dp }, el conjunto 
MIL es {{ 1,2 }, {3), {4)). y en la menor relación apropiada la 
clase [3] no está relacionada consigo misma, pero en la mayor sí. 

'Diremos que un modelo (MIL, R II
, ek) es un filtrado de 

(M,R,e) a través de L si R#es una relación apropiada en MIL. Un 
modelo puede tener más de un filtrado a través de un mismo con­
junto de fórmulas, como se sigue del ejemplo anterior. 

TEOREMA 6.2: Si L es un conjunto de. fórmulas cerrado bajo 
subfórmulas, y (MIL, R", ek)es un filtrado de (M,R,e) a través 
de L, entonces para todafórmula A E L 

el:; (A) = {[x]: x E e(A)}. 

Prueba: Por inducción. Para las letras sentenciales está.claro, 
así como 10 está para la fórmula 1.. El caso de fórmulas condicio­
nales es de fácil comprobación si 10 que debe demostrarse vale 
para antecedente y consecuente. Para demostrarlo para el caso de 
fórmulas de tipo DA, supongamos que 10 que debemos probar 
vale para A. Si x E e(DA) y DA E L, entonces para cada y E M 
tal que [x] RII [y], y E e(A); y por tanto por la hipótesis inductiva 
tenemos que [y] E ek(A). Por consiguiente [x] E e(DA). Por otro 
lado, si [x] E e:i(DA) y DA E L Y xRy, entonces [X]R1'[y]. Por 
tanto [y] E el:;(A). Por consiguiente resulta que y E e(A). Y'por 
tanto x es elemento de e(DA).1 

PROPOSICIÓN 6.3: Si L es un conjunto finito de fórmulas 
cerrado bajo subfórmulas, entonces todo filtrado a través de L 
de un modelo cualquÚ:ra es un modelo finito.e:) 

I 
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" 

Prueba: Supo.ngamo.s.que L es finito. y de cardinalidad n. 
Ento.nces mediante fónnulas pertenecientes a L sólo. es po.sible 
distinguir 2n tipo.s distinto.s de índices. La relación de equivalencia 
~I: da lugar a lo. sumo. a 2n clases de equivalencia distintas. Po.r 
tanto. to.do. filtrado. a través de L de to.do. mo.delo. es finito. .• 

TEOREMA 6.4: Si A no es un teorema de la lógica K, entonces 
A no es válida en un filtrado del modelo canónico de K a través 
del conjunto de subfórmulas de A. . 

Prueba: Si A no. es teo.rema de K, sea u E MK (el do.minio. 
del mo.delo. canónico. de K) tal que A es falsa enu. Ento.nces, en 
to.do. filtrado. delmo.delo. canónico. a través de Sub(A), A será 
falsa en,[u].1 

COROLARIO 6.5: K tiene la propiedad de los modelos finitos y, 
a[.ser finitamente axiomatizable, es decidible. 

Prueba: Po.r 6.4,6.3,6.1 y,el hecho de queto.do.marco. es un 
K-marco..l 

TEOREMA 6.6: Si L es una lógica, normal tal que para cada 
conjunto finito de fórmulas cerrado bajo subfórmulasL existe un 
filtrado del modelo canónico a través de L que es modelo de L, 
entonces L tiene la p.mf. 

Prueba: Supo.ngamo.s el antecedente del teo.rema. Si A no. es 
teo.rema de L, ento.nces A es falsa en algún índice u del mo.delo. 
canónico. de L. Co.nsideremo.sel co.njunto. de las subfórmul~s de 
A, Sub(A). Ento.ncespo.r la supo.sición existe un filtrado. del 
mo.delo. canónico. de L a travé~ de Sub(A) que es mo.delo. de L. En 
tal filtrado. A será falsa en [u]. Además el filtrado. es finito. puesto. 
que Sub(A) es finito.. Así, to.da fórmula que no. es teo.rema de L no. 
es válida en algún mo.delo. finito. de L.. 

Un mo.do. de demo.strar q:Ie una lógica no.rmal L po.see la 
p.m.f; co.nsiste en o.btener para cada co.njunto. finito. de fórmulas 
cerrado. bajo. subfórmulas un filtrado. a través del mismo. del mo.de­
lo. canónico. de la lógica cuyo. marco. sea un marco. de la lógica (o. 
L-marco.). Esta es la técnica que emplearemo.s para demo.strar que 
algunas de las quince lógicas no.rmales que co.nsideramo.s en el 
capítulo. 4 tienen la p.m.f. Para ello. demo.straremo.s las siguientes 
pro.po.sicio.nes: 
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PROPOSICIÓN 6.7: Todo filtrado de'~odo modelo reflexivo es 
reflexivo. " 

Prueba: Si en (M,R,e) R es reflexiva, y 1: es un conjunto de 
fórmulas cerrado'bajo subfórmulas, entonces para 'cualquier filtra­
do, siRl1 es la relación del mismo, para, cada x E, M, [x]RII[x] (pues 
xRx).1 

, PROPOSICION 6.8: Todo filtrado de un modelo serial es serial .. 
Prueba: Si (M,R,e) es serial, entonces, puesto que para cada x 

E M existe un y E M tal que xRy, tenemos que para todo filtrado a 
través de algún conjunto de fórmulas, si RII es la relación del 
mismo, ocurre que para cada [x] existe [y] tal que [x]RII[y].1 

I 
, I 

PROPOSICIÓN 6:9: Pm'a todo modelo transitivo y todo conjun­
to 1: de fórmulas cerrado bajo silbfórmulas, existe 'un filtrado 
transitivo del m04elo a través de 1:. 

. Prueba: Dado el modelo (M,R,e) y el conjunto 1:, definamos 
en M/:E R/I mediante: 

[X]RI1[y] syss para cada A, si DA E L. Y x E e(DA) 

entonces y E e(A) y y E e(DA). ' 

Está claro por el argumento usual que la definición de R/1 es 
independiente de los representantes elegidos. Es fácil comprobar 
que es transitiva. Además es apropiada. La condición 2) se sigue 
inmediatamente de la definición. Por otro lado, si xRy, DA E 1: Y 
x E e(DA), entonces y E e(A). Y, puesto que R es transitiva, en 
(M,R,e) es válida la fórmula DA~DDA (ver Prop. 4.1 y Prop. 
3.6). Por tanto x E e(DDA), con lo que tenemos que y pertenece a 
e(DA). Así, [x] RI1 [y]. Por tanto vale la condición 1), y RII es apro­
piada .• 

PROPOSICIÓN 6.10: Para todo modelo simétrico, y todo con­
junto 1: de fórmulas cerrado bajo subfórmulas, existe un filtrado 
simétrico del modelo a través de 1:. 

Prueba: Dado un modelo (M;R,e), y un conjunto de fórmulas 
1: cerrado bajo subfórmulas, definamos en M/:E la relación RII 
mediante: 
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[x]RI/[y] syss para cada A tal que DA EL, si x E e(DA) 
entonces y E e(A), y si y E e(DA) entonces x E e(A). 

Por el tipo usual de argumento es fácil ver que la definición no 
depende de los representantes elegidos. Se sigue inmediatamente 
de la definición que la relación es simétrica. Para ver que es apro­
piada tenemos que la condición 2) es una consecuencia inmediata 
de la definición. Por otra parte, si xRy entonces, si DA E L Y x E 

e(DA), y E e(A). Puesto que R es simétrica, yRx. Por tanto, si y E 

e(DA), x E e(A). Por consiguiente [x]RI/[y]. Por tanto vale la con­
dición 1).1 

PROPOSICIÓN 6.11: Para todo modelo transitivo y simétrico, y 
todo conjunto L de fórmulas cerrado bajo subfórmulas, existe 
unfiltrado transitivo y simétrico del modelo a través de L. 

Prueba: Combinando las definiciones de R' de las pruebas de 
las dos proposiciones anteriores. La prueba se deja como 
ejercicio.l 

Las proposiciones 6.7 a 6.11 nos permiten concluir, usando la 
proposición 6.6, que las lógicas KD, KB, K4, KB4, KBD, K4D, 
KT, KTB, KT4, Y KTB4, que es la KTE, tienen la p.m.f. y por 
tanto, al ser finitamente axiomatizables, que son decidibles. 

PROPOSICIÓN 6.12: Para todo modelo transitivo y euclídeo y 
todo conjunto L de fórmulas cerrado bajo subfórmulas, existe 
unfiltrado transitivo y euclídeo a través de L. 

Prueba: Dado un modelo (M,R,e) y un conjunto de fórmulas 
cerrado bajo subfórmulas, definamos R" en MIL por: 

[x] RI/ [y] si y sólo si para cada A tal que DA E L 
ocurre.que, si x E e(DA), entonces y E e(A) y y E e(DA), 

y si y E e(DA) e.'1tonces x E e(A). 

La definición es independiente de los representantes elegidos, lo . 
cual puede demostrarse por el tipo de argumentación usual. R# es 
transitiva puesto que, si [x]RI/[y] y [y]RI/[z], entonces si DA E L Y 
x E e(DA) tenemos que y pertenece a e(DA) y por tan~o que z E 

e(A) y.z E e(DA). Y, si DA E L Y z E e(DA), entonces y E 

e(DA), y por tanto x E e(DA). Por tanto [x]RI/[z]. Por otro lado, 
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.RII es euclídea, puesto que, si [x] R" [y] y [x] R" [z], entonces si 

. DA E L Y Y E e(DA), XE e(DA). Y por tanto z E e(DA) y z E 

e(A). Y, si DA E L Y Z E e(DA), entonces x E e(DA). Y por tanto 
y E e(DA), Así, [y] R" [z]. 

Finalmente, RII es apropiada. Veámoslo: si xRy, entonces, al 
ser R euclídea, yRy. Y dada A tal que DA EL Y x E e(DA), x E 

e(DDA) (pues al ser R transitiva la fórmula OA-400A es válida 
en el modelo), y por tanto y E e(DA) y y E .e(A). Además, si y E 

e(DA) y x ~ e(DA), x E e(O .. A). Pero en tal caso x E e(OO .. A) 
(pues R es euclídea y por tanto la fórmula O .. A-700 .. A esváli­
da en el modelo). Por tanto resulta que y E e(O .. A), es decir, que 
y E e (-,OA), pero esto es absurdo., Obtenemos que si y E e(OA) 
entonces x E e(DA). Concluimos pues que, si xRy, entonces [x] 
RII [y]. De la definición de RII se sigue claramente que se cumple la 
condición 2) de la definición de relación apropiada.l 

La proposición anterior, junto con la 6.8, nos permite concluir, 
usando la proposición 6.6, que las lógicas KE4 y KE4D tienen la 
propiedad de los modelos finitos, y al ser finitamente axiomatiza-
bIes, que son decidibles. ' 

La lógica KE es decidible así como la KDE. Ahora bien, para 
el caso de modelos con la relación euclídea no es cierto que para 
cada conjunto de' fórmulas finito y cerrado bajo subfórmulas exis~ 
ta un filtrado euclídeo a través del mismo. El enunciado corres­
pondiente vale también para modelos con la relación euclídea y 
serial. Veamos un ejemplo. Consideremos el modelo de diagrama: 

,r. 

.. p ° -1 P . 

...... .... 
.. p 2 - 3 - 4 .. p 

P 

y el conjunto L = {p, Op}. Entonces e(Op) = {0,1,2} ye( .. Dp) 
= {3,4}. Por tanto M{'f. = {{ 0,2 }, {1}, {3}, {4}}. Observemos 
que R es euclídea. Sea R" la menor relación apropiada. Tiene por 
diagrama 
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/ 
...... 
{l} p,Op 

.. p,Op {O,2} 
.~ 

"'" ..... p, .. Op {3}· • {4} -,p, .. Op 

y no es euclídea. Si relacionamos aquellos elementos de M/:l: 
estrictamente. necesarios para convertir a .R" en euclídea, debemos 
relacionar en ambos sentidos a { 1 } con {3} Y ·con {4}, pero enton-

. ces, puesto que Op es verdadero en 1; para que la nueva relación 
fuese apropiada pdebería ser verdadera en 4, pero en 4 es falsa. 
Así pues, no existe Ilinguna relación apropiada euclídea que pro­
porcione un filtrado del modelo a través de I p, Op } . 

La argumentación para demostrar que KE y KED son decidi­
bIes pasa por considerar, dada una fórmula A que no sea un teore­
ma de la lógica, un filtrado de ciertas características a través de un 
conjunto infinito de fórmulas que incluye a. Sub(A), filtrado que 
resulta ser finito. Para demostrarlo. hay que estudiar las modalida­
des de las lógicas KE y KED, Y esto nos ocuparía demasiado espa~ 
cio. En los ejercicios se dan las indicaciones necesarias para que 
lo demuestre el lector interesado .. 

2. En este apartado veremos que toda lógica con la propiedad 
d~ los modelos finitos tiene la propiedad de los marcos finitos. Y 
estudiaremos básicamente esta segunda propiedad. 

PROPOSICIÓN 6.13: Si L es una lógica normal con la p.maf., 
entonces L es completa. 

Prueba: Si L tiene la p.ma.f., está caracterizada por la clase de 
L-marcos finitos, y por tanto, puesto que toda lógica caracterizada 
por una clase de marcos es completa, es completa.l 

El anterior resultado nos permitirá, una vez que sepamos que 
la lógica GL tiene la p.ma.f., concluir que es completa. Antes 
demostraremos que toda lógica con la p.m.f. tiene la p:ma.f. Para 
ello debemos obtener· primero algunos resultados interesantes por 
sí mismos. 
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PROPOSICIÓN 6.14: Para cada modelo (M,R,e), existe un 
modelo modalmente equivalente de menor o igual cardinalidad y 
que distingue elementos, a saber: cualquier filtrado a través del 
conjunto de todas las fórmulas. 

Prueba: Consideremos cualquier filtrado (M/~, R", e~) del 
modelo a través del conjunto de todas las fórmulas al que llama­
mos ~. Tal filtrado distingue elementos pue~to que clases de equi­
valencia distintas están determinadas por índices en los que no son 
verdaderas las mismas fórmulas. Por otra parte, si: una fórmula A 
es válida en el modelo inicial, es verdadera en~todo índice, y por 
tanto es verdadera, por el teorema 6.2, en tod9' índice del filtrado. 
E, inversamente, toda fórmula válida en el filtrado debe serlo en el 
modelo. Así, el filtrado y el modelo inicial son modalmente equi­
valentes. Y, obviamente, la cardinalidad del filtrado es menor o 
igual que la del modelo original.l 

Decimos que un modelo (M,R,e) caracteriza su relación si y 
sólo si para cada u, v EM ocurre que:, 

uRv si y sólo si para toda A, si u E e(DA) entonces v e;' e(A). 

PROPOSICIÓN 6.15: Para cada modelo existe un modelo: 
modalmente equivalente que distingue elementos y caracteriza su 
relación. 

Prueba: Dado un modelo (M,R,e) , el filtrado del mismo a tra­
vés del conjunto ~ de todas las fórmulas con relación R11 definida 
poc ' • 

'[x]R"[y] syss para cada A, six E e(DA) entonces y E e(A) ,- .. ' 

distingue elementos (prop. 6.14) Y de la definición se sigue, al ser 
un filtrado a: través del conjunto de todas las, fórmulas, que carac­
teriza su relación" 

Los modelos canónicos son modelos que distinguen elementos 
y caracterizan su relación. 

LEMA 6.16: Si (M,R,e) es un modelo finito que distingue ele­
mentos entonces para cada U,E M existe 'una fórmula A tal que 
e(A) = {u}. 
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Prueba.: CQnSideremos una enumeración ub"" Un de los ele­
mentos de M, Para cada i, j tales que i, j E {1, ... , n} y i:;: j, seaA¡j 
una fórmula tal que.u¡·E e(Aij) y Uj!i!: e(A¡j), que existe puesto que 
el modelo distingue elementos. Sea para cada i E {l, ... ,n} AH la 
fórmula T. Entonces 

Uk E e(A¡/, ... /\ A¡n) si y sólo si k = i, 

por tanto e(A¡ I /\ ... /\ A¡n) = {ud·. 

PROPOSICIÓN 6.17: Si L es una lógica normal y (M,R,e) es un 
modelo finito de L que distingue elementos, entonces (M,R) es 
un L-marco. 

Prueba: Dado un modelo finito de L, (M,R,e), que distingue 
elementos, para ver que su marco es un L-marco supongamos que 
no lo es. Consideremos entonces una asignación el en (M,R), una 
fórmula A teorema de L y un índice u E M tales que u !i!: el (AY. 
Puesto que (M,R,e) distingue elementos, para cada elemento v de 
M, sea By una fórmula tal que e(By) = {v} (existe por el lema 
6.16). Supongamos que el lenguaje de nuestra lógica es numera­
ble. Para el caso no numerable podemos razonar de modo pareci­
do. Consideremos para cada número natural n el conjunto el (Pn) 
que es finito. Pongamos 

si no es vacío. Definamos para cada fórmula C una fórmula C* 
mediante: C* es C(Po/Po *, ... , Pm/Pm*)' donde m es talque las 
letrassentenciales que ocurren en C están entre las m+ 1 primeras 
y para cada número natural n Pn * es Bu~ v ... v Bu r si el (Pn) no es 
vacío, y es 1. si es vacío. Por inducción puede verse sin dificultad 
que para cada fórmula C, el(C) = e (C*), teniendo en cuenta que 
para el caso de. las letras sentenciales ocurre que para cada Pn, si 
el (Pn) es vacío, lo es e(Pn *), al ser en tal caso Pn * 1., Y si no es 
vacío entonces: 

X E e¡(Pn) syss x = ul n o , .... , o x = u¡n 
syss X E e(Bun) o, .... , o X E e(Bu~) 

I In 

syss X E e(Bun V ... v Bun) 
I In 

syss X E e(Pn *). 
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Por tanto, puesto que u E e¡(A); tenemos que U.E )~(A *). Ahora 
bien, al ser A un teorema de L, A * es un teorema peL (toda lógica 
está cerrada bajo sustitución). Por tanto (M,R,e) no es un modelo 
de L, en contra del supuesto. Por tanto (M,R) es un L-marco.1 

TEOREMA 6.18: Una lógica normal L tiene la propiedad de 
los modelos finitos si y sólo si tiene la de los marcos finitos. 

Prueba: Una dirección del bicondicional es obvia. Para 
demostrar la otra supongamos que L tiene la p.m.f .. Supongamos 
que A no es un teorema de L. Sea (M,R,e) un modelo finito de L 
en el que A no es válida. Sea (M',R',e') un modelo finito modal­
mente equivalente que distingue elementos, que existe por la pro­
posición 6.14. Entonces A no es válida1en (M',R',e') .. Por la propo­
sición 6.17 (M',R') es un L-marco. Por tanto A no es válida en un 
L-marco finito. Así, L tiene la p.ma.U 

EJERCICIOS 

6.1. Demostrar que las relaciones definidas en la página 82, 
R:E Y R:E', son respectivamente la mayor y la menor relación apro­
piada. 

6.2. Demostrarla proposición 6.11. 
6.3. Demostrar que el modelo canónico de una lógica distin-

gue elementos y caracteriza su relación. . 
6.4. Demostrar que la lógica de la clase de marcos {(M,R): R 

= M~} tiene la p.ma.f. , 
(§,j,:l Dado un conjunto de fórmulas modal~s r, la clausura 

booleana de r es el menor conjunto de fórmulas modales que 
incluye a r, contiene ..L, y tiene la propiedad siguiente: si A, B E t 
entonces (A-7B) E r. Demostrar que, si r está cerrado bajo sub­
fórmulas, lo está su clausura booleana. Demostrar además que, si 
(M/l', R#, er) es un filtrado a través de T de un modelo (M,R,e), 
entonces para toda fórmula modal A elemento de la clausura boo­
leana de r y todo índice u E M, 

(M/l', RII
, er) l=Cut si y sólo si (M,R,e) 1=f.uJA. 

6.6. Decimos que un conjunto de fórmulas modales r es 
lógicamente finito respecto a un modelo (M,R,e) si y sólo si exis-
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te ~ e r finito tal que para cada fórmula A E r existe una fórmu­
la B E ~ verdadera, en el modelo, en exactamente los mismos 
índices que la fórmula A. Demostrar que, sir está cerrado bajo 
subfórmulas y es lógicamente finito respecto a (M,R,e), entonces 
todQ filtrado de (M,R,e) a través de r es finito. 

16.7':> Dado un conjunto de fórmulas modales r, su clausura 
modijt~s el menor conjunto ~ que incluye a r y verifica que: ' 

si A E ~,entonces -.A, OA, Y OA pertenecen a'~. 

Una modalidad es una sucesión finita de signos pertenecientes 
al conjunto {-., O}. En una lógica pueden existir modalidades 
distintas equivalentes. Por ejemplo, puede ocurrir que para toda 
fórmula A, OOAHOA es un teorema. En tal caso decimos que 
las modalidades 00 y O son equivalentes en la lógica. En la lógi­
ca KE hay un número finito de modalidades no equivalentes. 
Usando este hecho,demostrar que, si r es un conjunto de fórmu­
las modales cerrado bajo subfórmulas, entonces su clausura modal 
está cerrada bajo subfórmulas y es lógicamente finita respecto a 
todo modelo euclídeo. 

6.8. Un conjunto de fórmulas modales está moda/mente 
cerrado si él es su propia clausura modal. Demostrar que para 
todo conjunto de fórmulas modalmente cerrado r y todo modelo 
euclídeo (M,R,e), el mayor filtrado de (M,R,e) a través de r es 
euclídeo. Concluir que la lógica KE tiene la p.ma.f. 
¡t 1~~-:9) No existe ninguna lógica modal normal cuyos marcos • '0 ./ 
r sean recisamente aquellos en los que es verdadera la sentencia de 
primer orden siguiente: '\Ix ::jy (Rxy /\ Ryy). Demostrarlo por 
reducción al.absurdo completando el siguiente argumento: siexis­
tiese una tal lógica, digamos L, entonces, puesto que en el marco 
(N, <), donde N es el conjunto de los números naturales y < el 
orden usual, es falsa la sentencia en cuestión, algún teorema de 
L, A, no sería válido en dicho marco. Pero existe un filtrado de 
(N, <) en el que es verdadera la sentencia '\Ix 3y (Rxy /\ Ryy ) Y 
no es válida A. 



CAPÍTULO 7 

ALGUNOS EJEMPLOS .DE LÓGICAS 

En los capítulos anteriores hemos estudiado varias propieda~ 
des que pueden tener las 16gicas. Estas propiedades son las 
siguientes: propiedad de los modelos finitos, propiedad de los 
marcos finitos, completitud, canonicidad, axiomatizabilidad finita, 
decidibilidad, y definibilidad en primer orden de su clase de mar­
cos. Hemos demostrado que una 16gica tiene la propiedad de los 
modelos finitos si y s610 si tiene la propiedad de los marcos fini­
tos, con lo que podemos olvidarnos de la propiedad de los mode­
los finitos a la hora de estudiar posibles implicaciones. entre las 
propiedades mencionadas. Hemos demostrado también las 
siguientes implicaciones: Toda 16gica can6nica es completa, y 
toda 16gica con la propiedad de los marcos finitos es completa. Si 
consideramos las propiedades anteriores excepto la decidibilidad, 
las dos implicaciones demostradas son las únicas que se dan entre 
propiedades aisladas. En este capítulo vamos a estudiar las propie­
dades de varias 16gicas, 16gicas que servirán de contraejemplos 
para todas las otras posibles implicaciones .. 

LALÓGICAGL 

La 16gica GL es la 16gica K+GL, donde, recordemos, GL es 
la f6rmula 

D(Dp-7p )-7Dp. 

PROPOSICIÓN 7.1: I-OL Dp~ODp. 
Prúeba: I-OL p-7«Dp A DDp)-7(p A Op)); al ser esta f6r­

mula una instancia de sustituci6n de una tautología. Por tanto, 
por la regla de necesidad, el axioma distributivo y 16gica senten­
cial, l-oLDp-7D«Dp A DDp)-7(p A Dp)).Por el axioma GL, 

[93] 
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lógicasentencial, y sustitución l-aL Dp~(Dp A DDp). Por tanto 
l-aL Dp~DDp.l 

La lógica GL es completa y decidible pero no es calÍ.ónic~. La 
completitud se demuestra demostrando que tiene la p.ma.f., de lo 
que se sigue también, puesto que es finitamente axiomatizable, 
que es decidible. Para llegar a demostrar que GL tiene la p.ma.f. 
necesitamos antes un par de lemas sobre filtrados. 

LEMA 7.2: Para todo modelo (M,R,e), todo conjunto finito de 
fórmulas cerrado bajo subfórmulas,L, y todo filtrado (MIL, R*, 
eÚ del modelo a través de L, ocurre que para cada [u] E MIL 
existe una fórmula A tal que para todo v E M: 

(M,R,e) I=v A si y sólo si v E [U]. 

Prueba: Dada [u] E MIL, sean, A¡, ... , An las fórmulas de L 
verdaderas en 'u, si existe alguna. Y sean B l , ... , Bm las fórmulas de 
L falsas en u, si existe alguna. Entonces la fórmula A lA ... A An A 
.. B¡ A ... A .. Bm es la fórmula buscada .• 

LEMA 7.3: Dados un modelo (M,R,e), un conjunto finito de 
fórmulas cerrado bajo subfórmulas, L, y unfiltrado (MIL, R*, eÚ 
del modelo a través de L, entonces para todo conjunto X ~ MIL . 
existe una fórmula A tal que para todo u E M: 

(M,R,e) I=u A siy sólo si [u] E X. 
I 

Prueba: Al ser MIL finito, X es finito. Si X = 0, A es .l. Si X "* 
0, supongamos que X = {[ud, ... , [un]}' Sea para cada i E {1, ... , nI, 
A¡ una fórmula tal que para cada v E M, es verdadera en v si y sólo 
si v E [u¡]. Tales fórmulas existen en virtud del lema anterior. 
Entonces Al V ••• v An es la fórm1lla buscada .• 

LEMA 7.4: Si una fórmula A es GL-consistente, lo es la fór-
mula (A A D .. A). . 

Prueba: Si (A A D .. A) no es GL-consistente, l-aL .. (A A 
D .. A). Por tanto resulta que l-aL D .. A~ .. A. Por ·tanto l-aL 
D(D-,-¡A~ .. A). En virtud del axioma GL y modus ponens, terie-
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mos que l-aL O .. A. Por tanto, .por modus ponens, tenemos que 
l-aL .. A, Y así A no es GL-consistenteJ 

Queremos demostrar que GL tiene la propiedad de los mode­
los finitos. Para hacerlo la técnica habitual consistente en construir 
'filtrados del modelo canónico mediante conjuntos finitos de fór­
mulas n~ nos da necesariamente modelos cuyos marcos sean GL­
marcos. Puesto que los GL-marcos son transitivos, consideremos 
filtnidos transitivos. La única posibilidad de que el marco de un 
modelo finito obtenido como filtrado transitivo del modelo canó­
nico de GL no sea un GL-marco es que en él existan elementos 
relacionados consigo mismos o existan bucles, es decir, cadenas 
del tipo aoRa 1 R ..... RanRao' Debe observarse que, al ser la rela­
ción transitiva, en una cadena de este tipo todos los componentes 
están relacionados entre sí de todos los modos posibles. A estos 
conjuntos de objetos que están todos relacionados entre sí de 
todos los modos posibles los podemos llamar aglomeraciones, 
Para cada filtrado transitivo del modelo canónico de GL a través 
de un conjunto finito de fórmulas :L, construiremos un modelo 
transitivo e irreflexivo -asÍ en él no existirán aglomeraciones del 
tipo señalado- equivalente ál original en \10 que respecta a las 
fórmulas de :L. Para construir tal modelo reemplazaremos cada 
aglomeración por un orden total estricto de sus componentes. Esto 
es lo que hacemos en la prueba de la proposición 7.6. 

Refirámonos al modelo canónico de la lógica GL con (MG, 
RG, eG). La razón de utilizar superíndices en lugar de subíndices 
obedece a la necesidad de utilizar al hablar de filtrados ambos 
tipos de Índice. 

LEMA 7.5: Para todo filtrado (MG¡:L, R*, e~) del modelo, 
canónico de GL a través de un conjunto finito de fórmulas cerra­
do bajo subfórmulas :L, y cada conjunto X S;;; l\ILG¡:L distinto del 

. vacío existe u E Md tal que [u] E X Y para cada v E MG tal 
que u RGv, [v] ~ X. ... . 
, Prueba: Sea A una fórmula tal que para cada u E MG, A ·es 

verdadera en u si y sólo si [u] E X. Puesto que X no es vacío, A es 
'GL-consistente. Por tanto, por el lema anterior, (A /\ O .. A) es 
GL-consistente. Sea pues v E MG tal que en ves verdadera la últi­
ma fórmula. En tal caso A es verdadera en v, con lo cual tenemos 
que [v] E X. Además, O .. A es verdadera en v y, por tanto, para 

1\ , . 

I .' 

I 
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todo W E MG tal que vRGw, A es falsa en w. Por consiguiente [w] 
~ X" . 

LEMA 7.6: Para todo filtrado transitivo (MG~, R*, e~) del 
modelo canónico de GL a través de un conjunto finito de fórmu­
las L cerrado bajo subfórmulas, existe una 'relación 'R** Co R* 
irreflexiva y transitiva tal que para cada fórmula B E L. Y cada 
UE MG: 

(*) (MG~, R**, e ~) I=[u] B si y sólo si (MG~, R*, e~) 1=[u)B. 

Prueba: Definamos en MG~ una relación de equivalencia "" 
mediante: 

[u] "" [v] syss [u] = [v] o ([u] R* [v] y [v] R* [uJ). 

Esta relación es de equivalencia al ser R * transitiva. Las clases de 
equivalencia por esta relación son aglomeraciones de las que 
hablábamos antes, y además son las aglomeraciones maximales 
respecto a la inclusión. Elijamos, para'cada elemento X del con-

. junto cociente (MG~)/"", una relación Rx e R* n (X x X) que sea 
un orden total estricto de X. Consideremos la relación 

R' = U {Rx: X E nvlG~)/",,}, 

y d.efinamos la relación R * * en MG ~ mediante: 
I 

[u] R** [v] syss ([u] ""[v] y [u] R' [vJ) 
o ([u] '" [v] y [u] R* [vJ). 

Entonces R** es irreflexiva, transitiva y está incluida en R* .. 
Veamos ahora que se cumple la condición 1). Lo probaremos 

por inducción. Para el caso de las letras sentenciales y de la fór­
mula .1 es inmediato. Si vale para fórmulas A y B es fácil ver que 
vale para (A-7B). Demostremos el caso interesante. Supongamos 
que (*) vale para B. Supongamos que OB E L, entonces B E L. 
Supongamos además que 

(MG~, R*, e~) I=[u) OB. 
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En tal caso si [u]R**[v], [u]R*[v], y por tanto (MGjL, R*, e~) 
I=[vl B, con lo que por la hipótesis inductiva obtenemos que 
(MGjL, R**, e~) I=[v] B. Por tanto tenemos que (MGjL, R**, e~) 
!=¡u] DB. . 

Por otra parte supongamos que (MGjL, R**, eG:E) !=¡u] DB, y 
que (MGjL, R*, eV I:;t:[u] DB. En tal caso, por el teorema de los 
filtrados, la fórmula DB es falsa, en el modelo canónico, en u. 
Consideremos el conjunto 

x = {[v]: [u]:::: [v]}, 

y un elemento z E MG tal que [z] E x:. pero para cada y E MG tal 
que zRGy [y] é X, que existe en virtud del lema anterior. 
Entonces, en el modelo canónico, DB es falsa en z. La razón es la 
siguiente: si [u] = [z], lo obtenemos por el teorema de los filtra­
dos, y si [u] :;t: [z], entonces [u]R*[z] y [z]R*[u], y por tanto, en el 
caso de que DB fuese verdadera en el modelo canónico en z, en el 
filtrado lo sería en [z], y puesto que el filtrado es transitivo DDB 
sería verdadera en [z]; entonces DB sería verdadera, en el filtrado, 
en [u], en contra de la suposición. Puesto que en el modelo canó­
nico DB es falsa en z, existe w E MG tal que zRGw y B es falsa, 
en el modelo canónico, en w . Por tanto, en el filtrado, B es falsa 
en [w]. Ahora bien, puesto que zRGw, tenemos que [w] é X, y así 
[w] ~ [u], y además [z]R*[w]. Por tant0;\si [z] = [u], [u]R*[w], y 
si [u]R*[z] y [z]R*[u], al ser.R* transitiva, también tenemos que 
[u]R*[w]. Pero como [w] :f [u], tenemos que [u] R**[w]. Por la 
hipótesis inductiva tenemos, al ser Bfalsa, en el modelo canónico, 
en w, que (MGjL, R**, e~)t.[W] B, y por tanto que (MG/L, R**, 
e~) I:;t:[u] DB, en contra de la: suposición.l 

TEOREMA 7.7: La lógica GL tiene la propiedad de los marcos 
finitos. 

Prueba: Supongamos que A no es un teorema de GL. 
Consideremos el conjunto L de todas las subfórmulli.s de A. 
Consideremos un.filtrado transitivo a través de L del modelo 
canónico de GL, (MGjL, R*, e~). Puesto que A no es válida eJ;l el 
modelo canónico (no es teorema de GL), A no será válida en este 
filtrado. Por el lema anterior existe una relación R ** irreflexiva y 
transitiva incluida en R * Y para la que se cumple la condición (*) 
anterior. Por tanto A no es válida en (MGjL, R**, e~). Ahora 

'1 I 
; 

í 

! 
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bien, a.1 ~er finito el dominio de este modelo, R ** es inversamente 
bien fundada., Por tanto su marco es un GL-marco. Y, así, A no es 
válida en un GL-marco finito" 

COROLARIO 7.8: La lógica GL es completa y decidible. 

Vamos a demostrar ahora que la lógica GL no es canónica. 
Una lógica normal L tiene la propiedad de la disyunción 

si para cada n ocurre que si Ao"'" An son fórmulas tales que 
I-L DAo v ... v DAn 'entonces existe algún i :::; n tal que Ii.. A¡. 

Un marco (M,R) está fuertemente generado si existe u E M tal 
que para todo v E M uRv. 

LEMA 7.9: El marco canónico de toda lógica consistente L 
con la propiedad de la disyunción está fuertemente generado. 

Prueba: Consideremos el conjunto {-, DA : A no es teore­
ma de L l. Este conjunto es L-consistente. En caso contrario 
existirían fórmulas Ao"'" An que no son teoremas de L y tales 
que Ii.. (-,DAo 1\ '" 1\ -,DAn) -7 .L Entonces I-L DAo v ... v DAn' 
Al tener L la propiedad de la disyunción, para algún i :::; n I-LA¡ , Y 
esto es absurdo. Consideremos un conjunto maximal y L~consis­
tente 'I: que incluya el conjunto {-, DA: A e L l. ~ntonces para 
cada fórmula A, si DA E 'I: , A es un teorema de L. Así, puesto 
que L' está induida en todo conjunto maximal L-consistente, el 
conjunto {A: DA E 'I: 1 está incluido en todo conjimto maximal L­
consistente, y por tanto 'I: está relacionad~ en el modelo canónico,' 
con todos los elementos del dominio de éste.l 

PROPOSICIÓN 7.10: La lógi6a GL tiene la propiedad de la dis­
yunción. 

Prueba: Supongamos que I-OL DAo V ••• v DAn- Supongamos 
que para todo i :::; n A¡ no es un teorema de GL. Al ser GL com­
pleta tenemos que en tal caso para cada i :::; n existe un modelo 
(M¡,R¡,e¡) cuyo marco es un GL-marco, y un índice u¡ E M¡ en el 
que es falsa Al' Podemos suponer que los dominios M¡ de los mar­
cos son disjuntos dos a dos. Tomemos un objeto a tal que para 
cada i :::; n a e M¡. Consideremos el modelo (M,R,e) en el que: 

M=U¡<nM¡u {al 
R = U¡ < nR¡ u {{a,u) : u E U¡ < nM¡ 1 

- e(p)= U¡:::;'ne¡(p). -
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Al ser los conjuntos M¡ disjuntos entre sí, R es transitiva e inversa­
mente bien fundada. El submodelo de (M,R,e) generado por u¡ es 
precisamente el submodelo de (M¡,R¡,e¡) generado por u¡. Por tanto 
en él A¡ es falsa en u¡, con lo cual resulta ,que en (M,R,e) A¡ es 
falsa en u¡. Puesto que aRu¡, en a es falsa DA¡. Por tanto en 
(M,R,e) la fórmula DAo v ... v DAn es falsa en a. Pero esto es 
absurdo ya que (M,R) es un GL-marco.l 

COROLARIO 7.11: La lógica GL no es canónica. 
Pruéba: La lógica GL tiene la propiedad de la disyunción. Por 

tanto su marco canónico está fuertemente generado y, por consi­
guiente, la relación del mismo no es inversamente bien fundada.l 

I 

LALOGICAKH 

La lógica KH es la lógica K + H donde H es el axioma 

D(OpHp)-7Dp. 

Esta lógica está emparentada con la GL. La lógica KH es una 
lógica incompleta y GL es la menor lógica completa que incluye a 
la lógica KH. Para demostrarlo probaremos primero que KH e 
GL, luego que la fórmula Dp-7DDp no es un teorema de KH y, 
por último, que los KH-marcos son precisamente los GL-marcos. 

PROPOSICIÓN 7.12: KH c.GL. 
. Prueba: El axioma H es un teorema de GL, pues I-OL 

(DpHp)-7(Dp-7p), Y por tanto I-OL D(DpHp)-7D(Dp-7p). Por 
consiguiente I-OL D(DpHp)-7Dp.l 

Para demostrar que hi fórmula Dp-7DDp no es un teorema de 
KH, obtendremos un modelo de KH en el que no es válida la fór­
mula Dp-7DDp. De ello se sigue que la fórmula Dp-7DDp no es 
un teorema de KH ya que todas las lógicas son completas respecto 
a modelos. Puesto que KH y GL tienen los mismos marcos, el 
marco del modelo no será un KH-marco. La prueba que damos se 
debe a M. J. Creswell (Creswell [1987]). Pasemos a: definir el 
modelo. 

Consideremos el conjunto N de los números naturales, y un 

1: 

ji 
ji 
li 

1I 

I! 
I 
\ 
I 
I 
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conjunto de la misma cardinalidad que N, N*, disjunto de N. 
Supongamos que * es una biyección entre ambos, de modo que 
N* ~ {n* : n E N4t}. El dominio del modelo es el conjunto M = N 
u N*. Llamemos a los elementos de N* números naturales*. 
Vamos.a definir una relación R en M de modo que los números 
naturales* queden ordenados según su orden natural inverso (por 
la relación de «mayor que»), los números naturales queden orde­
nados por la relación de «menor o igual», y además cada natural 
esté relacionado con su predecesor en el orden «menor que» (si lo 
tiene), y cada número natural esté relacionado con cada número 

. natural*. La definición de R es.pues la siguiente: 

para cada n*,m* E N* n*Rm* syss n > m 
para cada n, m E N nRm syss n::; m o n = m + 1 
para cada n E N Y cada m* E N;~ nRm*. 

El gráfico nos indica cómo es R: 

') ~ Q ~ ~ ~ r;~~ --+-': ..... )(. o', ..... --+- •.......•.• ____ • --+- • 
"----"' "'----' "-- . 

O . 1"---""2 n-l n n+l· (n+l)* n* 2* 1* 0* 

Obviamente la relación R no es transitiva (4R3, 3R2, pero no 
4R2). Por tanto el marco definido no es un GL-marco . 

. Refirámonos con FC(M) al ponjunto de todos los subconjuntos 
de' M que son finitos o son cofiriitos (tienen complemento finito). 
Esta colección de conjuntos está cerrada bajo intersecciones (fini­
tas), uniones (finitas) y complementos. 

Vamos a demostrar que: 

1. Toda asignación en el marco (M,R), e, que asigna a las 
letras sentenciales conjuntos de índices finitos o cofinitos (e: lP' -7 

FC(M» asigna a toda fórmula un conjunto de índices finito o cofi-
nito. .. 

2. Toda asignación en (M,R), e: lP' -7 FC(M), es tal que, para 
toda fórmula A, la fórmula D(DA~A)-7DA es válida en el 
modelo (M,R,e). 
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Prueba de 1: Supongamos que e es una asignación en (M,R) 
que asigna a cada letra sentenciaLun elemento de FC(M). e(.L) es 
evidentemente un elemento de FC(M). Puesto que FC(M) .está 
cerrado bajo uniones (finitas) y complementos, si e(A) y e(J3) son 
elementos de FC(M), lo es e(A~B). Porúlt\mo, supongamos que 
e(A) es ,finito o cofinito. Hay pues <;los casos a considerar. 

Caso 1: e(A) es finito. En tal caso existe n* tal que n* é e(A). 
Entonces e(DA) e {m*: m ~ n}, y por tanto es finito . 

. A falsa 
ü-i-í-3-4' .. , ...... )(- '" ....... ~-* - ...... "-'-'-Ó* 

"'-__ -...,yr-__ ---:-I' 

e(DA) e 

Caso 2: e(A) es cofinito. En tal caso existe n tal que para todo 
m ~ n, m E e(A), y existe r ,tal que para todo m ~ r, m* E e(A). 
Sean n y r los números menores para los que esto ocurre. 
Consideremos los conjuntos siguientes: X = {m: m < nI y y = 
{m*: m < rl. Si Y = 0, tenemos'que M - (X u {n)) e e(DA), y 
por tanto este último conjunto es cofinito. Si Y :f:. 0, algún elemen­
to de Y no pertenece a e(A), por tanto e(DA) es subconjunto de Y, 
y es pues finito. 

o n r* 0* 
'--- ----.1" ... .. ... ... .. .. ............ -===::::::-;::::::===::::::¡. . 

y '-- V " 
X Y 

Prueba de 2: Supongamos que e es una asignación en (M,R) 
que asigna a cada letra sentencial un elemento de FC(M). 
Supongamos que A es una fórmula tal-que D(DA~A)~DA no 
es válida en (M,R,e). Sea pues u E M tal que D(DA~A) es 
verdadera en u y DA es falsa en u. Existe por tanto u' E M tal 
que u Ru' y A es falsa en u'. Tenemos dos posibilidades: . 

a) u' E N*. En cuyo caso sea n el menor natural tal que uR n* 
y A es falsa en n*. Entonces en n* es verdadera DA, con lo que en 

.. I 
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n* es falsa la fórmula D AHA. Por tanto en u es falsa 
D(DAHA), en contra de la suposición. 

b) u' E N. En tal caso, si A es falsa en algún n*, tomando el 
menor y razonando como. en a) tenemos una contradicción. 
Supongamos pues que A es verdadera en todo natural*. Entonces 
e(A) debe ser cofmito, y existe por tanto un mayor n tal que uRn y A 
es falsa en n. Entonces A es verdadera en n + 1, pero como n + 1 Rn, , 
DA es falsa en n + 1. Por tanto (DAHA) es falsa en n + 1. Ahora 
bien, uRn + 1, de lo que se sigue que D(DAHA) es falsa en u, en 
contra de la suposición. 

á) 

A verdadera 
---'.,,\------. 

."'.""'."'.)( .......... ~-, -~* (n-l)* 

DA 

0* 

,A 

,(AHDA) 

b) 

A verdadera 
,A A, ":'DA /,---------/"'--------_____ , 
---'-- ---.......... ............ ........... . 
o n n+l 0* 

...,(AHDA) 

I 

Prueba de 3: Sea e una asignación cualquiera en (M,R)' que 
asigna a cada letra sentencial un elemento de FC(M), y tal que 

e(p) = M - (O). 

Entonces Dp es falsa en 1, al ser p falsa en O. y DDp es falsa en 
2, al ser Dp (alsa en 1. Además Dp es verdadera en 2. Po~ tanto 
Dp-1DDp es falsa en 2.1 

Por todo lo anterior tenemos la siguiente proposicIón: 

PROPOSICIÓN 7.13: Dp-1DDp no es un teorema de KH. 
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Puesto que la lógica KH está incluida en la GL, todo GL­
marco es un KH-marco. Demostremos a continuación la inversa. 

PROPOSICIÓN 7.14: Un marco es un KH-marco si y sólo si es 
un GL-marco. ) : 

Prueba: Un marco (M,R) es un GL-marco siy sólo si ,( 1/ k' 4~ I S : \ I 

(1) \¡jX k M \¡jx E M «\¡jy E M)(xRy ~ «\¡jz E M)(yRz ~ z t~J Mt] 
E X) ~ Y E X» ~ (\¡jy E M)(xRy ~ y E X». 

Un marco (M,R) es un KH-marco si y sólo si 
(2) \¡jX e M \¡jx E M «\¡jy E M)(xRy ~ «\¡jz E M)(y R z ~ 

Z E 'X) H Y E X» ~'(\¡jy E M)(xRy ~ y E X». 
(2) implica (1). Para demostrarlp supongamos (2). Supongamos 

además que X e M, x E M Y I 

(*) (\¡jy E M)(xRy ~ «\¡jz E M)(yRz ~ z E X) -7 Y E X» 

Veamos que (\¡jy E M)(xRy ~ y E X). Para ello consideremos el 
conjunto 

XI = {u E X: (\¡jz E M)(uR*z ~ z E X)}, éf-) 

donde R * es la relación ancestro de R, es decir, la támsitivización 
de R. Entences para XI ocurre que 

(**) (\¡jy E M)(xRy ~ «\¡jz E M)(yRz ~z E XI) H Y E XI». 

Por tanto por (2) (\¡jy E M)(xRy ~ y E XI), Y así (\¡jy E M)(xRy 
~ y E X). Para demostrar (**) supongamos que xRy y que (\¡jz E 
M}(yRz ~ z E XI). Entonces (\¡jz E M)(yRz ~ z E X), con lo que 
por (*) obtenemos que y E X. Además, si yR*z, entonces, si yRz , 
tenemos que z E X, Y si existen x¡, ... ,xn tales que yRx¡, ... , xnRz, 
tenemos que Xl E XI, Y puesto que xIR*z, que z E X. Por tanto 
(\¡jz E M)(yR*z ~ z E X). Por tanto y E XI. Por otra parte, para 
demostrar el otro condicional, supongamos que y E XI. Entonces y 
E X Y (\¡jZ,E M)(yR*z ~ z E X). Si yRz, para obtener que z E X' 
tenemos que z E X. Además, si zR *u, entonces yR *u, y por tanto u 
E X. Por consiguiente tenemos que (\¡ju E M)(zR*u ~ u E X), Y 
por tanto que z E XI. Concluimos pues que (\¡jz E M)(yRz ~ 
Z.E XI).I 

( "') tR J"" J M( (;" ,,-(7, J-t ;."" ,"-' J ;- a,,-, ~",,,,/t 
cb ¡( . .,. , 
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PROPOSICIÓN 7.15 : La lógica KH es incompleta. 
Prueba: La fórmula Dp-7DDp no es un teorema de KH, 

pero sin embargo es válida en todo KH-marco, ya que es un teo­
rema de GL.I 

LA LÓGICA VB 

La lógica VB es la lógica KTM + (Op /\ D(p-:7Dp»-7p. 
Recordemos que T es el axioma D p-7p Y M el axioma 
DOp-70Dp. A esta lógica la. llamamos VB en honor a Van 
Benthem, que es quien la ha estudiado (Van Benthem [1978] y 
[1984]). Es un ejemplo de lógica incompleta cuya clase de marcos 
puede definirse mediante una sentencia de primer orden. En esto 
se diferencia de la lógica KH, también incompleta, pero en la que 
su clase de marcos (los transitivos e inversamente bien fundados) 
no es definible en primer orden ni siquiera por un conjunto de sen­
tencias, 

Los VB-marcos son precisamente aquellos en que la relación 
es la identidad. La lógica Trivial es pues la menor lógica completa 
que extiende a la lógica VB. 

Recordemos que los marcos en que es válida la fórmula 
Dp-7p son los marcos reflexivos. 

Primero demostraremos que los VB-marcos son los marcos 
cuya relación es la identidad. 'Para ello necesitamos introducir 
cierta terminología y demostrar un lema intermedio. Luego 
demostraremos que VB es incompleta, demostrando que p-7Dp 
no es un teorema de VB. i 

Dado un marco (M,R), una R-cadena (finita) de longitud n 
(n ~ 1) es una sucesión finita de elementos de M, (XI"'" xn), tal 
que para cada m ~ 1, si m < n, xmRxm+" Dado x E M, un R -suce­
sor de x es todo elemento y E M tal que xRy. 

PROPOSICIÓN 7.16: Si (M,R) es un marco reflexivo, entonces 
lafórmula (Op /'. D(p-7Dp»-7p es válida en él si y sólo si para 
todo x E M Y todo R-sucesor y de x, existe, para algún n ~ 1, una 
R-cadena (x 1 , ... , xn) de R-sucesores de x tal que yRx 1 y xnRx. 

Prueba: 1) Supongamos que (Op /\ D(p-7Dp»-7p es válida 
en (M,R). Sea x E M. Supongamos que xRy. Si yRx, (y) verifica 
la condición que nos interesa. Si y¡(x, consideremos el conjunto X 
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= {V: 3n ;?: 1 3 R-Gadena (x¡, ... ,xn) de R-sucesores de x tal que 
yRx¡ y xnRv}. Basta ver que x E X. Por la suposición que para X 
y x, en (M,R) vale que ' 

, (*) [3v(xRv A v E X) A \iz(xRz A z E X -7 
\iu(zRu -7 u E X» ] -7 x E X. 

Puesto que xRy y yRy, (y) es una R-cadena.de R-sucesores de x 
que cumple la condición que nos interesa. Por tanto y E X, y 
3v(xRv A v E X). Por otro lado, si xRz y z E X Y zRu, considere­
mos una .R-cadena (x¡, ... ,xn) de R-sucesores de x tal que yRx¡ y 
xnRz. Entonces la cadena (x¡, ... ;xn,z), tiene las propiedades necesa­
rias para que u E X. Por tanto tenemos el otro componente del 
antecedente de (*). Concluimos que x E X. 

2) Supongamos el consecuente del bicondicional de la propo­
sición. Consideremos una asignación cualquiera en (M,R), e, y un 
elemento arbitrario de M, x. Supongamos que la fórmula (Op A 

D(p-7Dp» es verdadera en x. Sea, pues, UE M tal que xRu yp es 
verdadera en u. Consideremos una R-cadena de R-sucesores de x, 
(x¡,.:.,xn), tal.que uRx¡ y xnRx. Puesto que D(p~Dp) es verdade­
ra en x y p es verdadera en ti, al tener que xRu, Dp es verdadera 
en u. Por tanto, siguiendo la R-cadena, Dp es verdadera en 
x¡, ... ,xn, y por tanto, ya que xnRx, p es verdadera en x.l 

PROPOSICIÓN 7.17: Un marco (M,R) es un VE-marco si y sólo 
si R es la relación de identidad en M. 

Prueba: a) Si R es la relación de identidad en M, es fácil 
comprobar que el marco es un VB-marco. b) Supongamos que 
(M,R) es un VB-marco. Entonces Res reflexIva. Veamos además· 
que \ix y E M (xRy -7 x = y). Para ello, dado x E M, vamos a 
definir una asignación e que tendrá las propiedades siguientes: 

i) \iy E M (xRy -7 Y E e(p» 
ii) e(p) = {x}. 

De lo que se sigue lo deseado. 
Para definir e, definamos para cada número natural·· n, Sn(x) 

como sigue: 
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S ¡ (x) = {u E M : xRu /\ x :f::. u /\ uRx ), y para n> 1 

Sn+¡(x) = {U E M: xRu/\ x:f::.u /\:3 R-cadena de R-suce­
sores de x de longitud n, (x¡, ... ,xn), tal que uRx¡, xnRx, 
y no existe ninguna de longitud menor con esta propie­
dad, ni uRx}. 

Entonces : i) Los conjuntos Sn(x) son disjuntos entre si. ii) Si 
u E Sn+l ex), existe un R-sucesor de u, v, elemento de Sn(x). 

Sea e cualquier asignación tal que e(p) = U {SZn(x): n E N}. 
Entonces: 

a) DOp es verdadera en x.: Supongamos que xRy. Si x = y, y E 

So(X)' por tanto p es verdadera en y, y puesto que yRy, Op es ver­
dadera en y. Si yRx,. puesto que p es verdadera en x, Op es verda­
dera en y. Si x :f::. y Y yRx; en virtud de la proposición anterior, 
existe una R-cadena de R-sucesores de x, todos distintos de y, 
(x¡, ... ,xn), tal que yRx¡ y xnRx. Supongamos que la cadena es de 
la menor longitud. En tal caso y E Sn+¡(x). Si n es impar, p es ver­
dadera en y, y puesto que yRy, Op es verdadera en y. Si n es par, 
existe un R-sucesor de y, v, elemento de Sn(x) y, ya que n es par, p 
es verdadera en v, y por tanto Op es verdadera en y. 

b) ODp es verdadera en x : En (M,R) es válida DOp~ODp. 
e) Vy E M (xRy ~ y E e(p)): Puesto que ODp es verdadera en 

x, sea u tal que xRu y Dp es verdadera en u. Entonces Vy E M 
(uRy ~ y E e(p)). Por tanto, ya que uRu, tenemos que p es verda­
dera en u. Así, para algún n par U!E Sn(x). Ahora bien, n debe ser 
O, pues en caso contrario, al ser par, existiría v E Sn_¡(x) R-suce­
sor de u, y por tanto p debería ser verdadera en v, y esto no es 
posible. Por tanto u = x, y Vy E M (xRy ~ y E e(p)). ' 

d) e(p) = {x}: Si p es verdadera en ti y u :f::. x, entonces u E 

Sn(x) para algún n par diferente de O. En tal caso existe v tal que 
uRv y v E Sn_¡(x). Por tanto xRv, con lo cual, por e), tenemos que 
p es verdadera en v, pero esto es imposible al ser n-l impar" 

Para demostrar que la fórmula p~Dp no es un teorema de 
VB, definiremos un modelo de VB en el que no es válida la fór­
mula. Puesto que toda lógica es completa respecto °a modelos 
podremos concluir lo deseado. 
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Consideremos el marco (M,R), llamado recessionframe, cuyo 
dominio es el conjunto de los números naturales y R es la relación 
definida por: 

nRm si y sólo si n::; m o m = n-l, . 

y de gráfico: 

() n -n ()+> +> () 
.~.~ . ...::::::: .~~ ................. . ~ ..... ............. ~ 

O 1·· 2 3 4 n n+l 

1 ,~ 

Sea e una asignación en (M ,R) que a cada letra sentencial le 
asigna un conjunto finito o cofinito de números naturales. 
Entonces 

i) e asigna a toda fórmula A un conjunto finito o cofinito de 
naturales. 

ii) (M,R,e) es un modelo de la lógica VB: a) Para toda fórmula 
A la fórmula DA-7A es válida en el modelo puesto que la rela­
ción es reflexiva. b) Para toda fórmula A la fórmula DOA-70DA 
es válida en el modelo: Si DOA es verdadera en n, entonces 
\im(nRm -7 :3r(mRr A r E e(A»). Por tanto e(A) es cofinito. En 
tal caso existe m > n tal que \is(mRs -7 s E e(A». Por tanto ODA 
es verdadera en n. e) Para toda fórmula A, la fórmula (OA A 

D(A-7DA»-7A es válida en el modelo: Si el antecedente es ver­
dadero en n, O A es verdadera en n. Sea pues m el menor número 
natural tal que nRm y A es v~rdadera en m. Si m = n, A es verda­
dera en n. Si m =1= n, puesto que \ir (nRr A r E e(A) -7 \is(rRs -7 
s E e(A») y nRm tenemos que al ser A verdadera en m, \is(mRs 
-7 s E e(A». Por tanto e(A) es cofinito. Además, como que mRrri-
1, A es verdadera en m-l. Entonces tenemos que no nRm-l, pires 
en caso contrario m no sería el menor. Por tanto m-l < n, y m < n, 

-y por consiguiente mRn, y A es verdadera en n. 
iii) La asignación e que asigna a toda letra sentencial distinta 

de p el conjunto M y a p el conjunto M -{O), es tal que en (M ,R,e), 
que es modelo de la lógica, p es verdadera en 1 y Dp es falsa en 1 
(al ser p falsa en O, y lRO). Por tanto p-7Dp es falsa en 1. 

Por i), ii) Y iii) tenemos que: 

PROPOSICIÓN 7.19: La lógica VB es incompleta.· 



108 UNA INTRODUCCION A LA LOGICA MODAL 

LAS LÓGICAS DE URQUHART 

Vamos a estudiar una co!t:!cción de lógicas, debidas a A Urquhart 
(Urquhart [1981]), con las siguientes propiedades: Tienen la pro­
piedad de los marcos finitos, son completas, canónicas, su clase de 
marcos es definible por un conjunto de fórmulas de primer orden, 
son recursivamente axiomatizables, pero no son decidibles. Por 
tanto en el teorema 6.1 que afirma que toda lógica finitamente 
axiomatizable con la p.ma.f. es decidible, no puede debilitarse la 
condición de la axiomatizabilidad finita. . 

Para cada conjunto X de números naturales recursivamente 
enumerable pero no recursivo y al que pertenece 1, la lógica de 
Urquhart asociada a X, a la que llamaremos U, tiene los siguientes 
axiomas: 

Al 0(Op-70p) 
A2 0(01. /\ p)-70(01.-7p) 
A3 O(OT /\ p)-'-70(OT -7p) 
A4n (001. /\ 00T)-70nOT para cada n E X, 

La lógica U es, por el teorema de Craig (teorema 204), recursi­
vamente axiomatizable. Los axiomas corresponden, respectiva­
mente, a las siguientes condiciones sobre la relación de los mar­
cos, condiciones todas ella expresables en primer orden: 

C.1 Vxyzw E M (xRy /\ yRz/\ yRw -7 z = w) 
C.2 Vxyz. E M (xRy /\ xRz /\ y es punto final /\ z es punto 

final -7 z = y) I 
C.3 Vxyz E M. (xRy /\ xRz /\ ni y ni z son puntos finales -7 

z = y) 
CAn Vxyz E M (xRy /\ xRz /\ y es punto final /\ z no lo es -7 

Vw E M (x Rnw -7 W no es punto final», para cada n 
EX. 

Así, para cada marco (M,R), (M,R) es un U-marco si y sólo si 
en él valen las condiciones c.1-CAn (n E X) .. EI lector que haya 
realizado los ejercicios 4.8-11 sabe que esto es cierto, y el que no, 
puede comprobarlo. 

No es difícil comprobar que la lógica U es canónica y, por 
tanto, completa. El lector puede demostrarlo como ejercicio. 
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Para llegar a demostrar que la lógica U tiene la p.maJ.; defina-
mos los siguientes marcos: . 

Sea para cada n E N, n* = {m: m < nI. Y sea w un objeto no 
perteneciente a N. Definamos, para cada n ::;é 0, los marcos 

Fn = (n* u {w}, R), con R = {(m,m+l): m+l < n }u{ (O,w)} 
Gn = (n*,S), con S = {(m,m+ 1): m+ 1 < n} 
Fro = (N u {w}, R), con R= {(m,m+l): m E N} u {(O,:w)} 

, Gro = (N, S), con S = {(m,m+l): mE N}.,. . . 

Sus diagramas, no transitivos, son los siguientes: 

w 

"/~ . --.. . ---- . --. .......... '. -.. . ° .I 2 3 .n-1 

• -... --.... --.. ~. a , ••• •• ----:-. , 

° 1 2 3 n-l 

w 
I . . ---.... --.. -----. ................ ) ° 1 2 3 

. ---- . ------ . -... . . . . .. " ........ ) ° 1· 2' 3 -

Observemos que: 
i) Para cada n ::;é 0, en Gn se cumplen las condiciones C.l, C.2, 

C.3, y para cada n, elemento o no de X, CAn. 
ii) Para cada n > 2, en Fn se cumplen las condiciones C.l, C.2, 

yC.3. 
iii) Si n ¡c: X, en Fn+1 se cumple la.condiCión CAm para cada m 

E X, pero no se cumple la condición CAn, pues ° tiene un R-suce­
sor que es un punto final y otro que no lo es, pero ORnn y n es un 
punto final. . 

iv) En Fro Y Gro se cumplen todas las condiciones C.1-4n para 
todo n tanto si n es elemento de X comó si no lo es. 

1: : 

1

1 
l· 
d 

1 
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PROPOSICIÓN 7.20: La lógica U tiene la propiedad de los mar­
cos finitos. 

Prueba: Supongamos, que A no es un teorema de U. Al ser U 
completa existen un U-marco (M,R), una asignación e en el 
mismo, y un índice u E M, tales que A es falsa en u (en (M,R,e». 
Sea Mu el submodelo generado por, u. Entonces en Mu A es falsa 
en u. Como que (M,R) es un U-marco, lo es el marco del modelo 
Mu. Si Mu es finito, ya hemos acabado. Si es infinito, pueden ocu-

, rrir dos cosas: a) Existe un único R-sucesor de u. En tal caso Mu 
es isomorfo a un modelo en el marco Gro' b) Existe más de un R­
sucesor de u. En tal caso existirán sólo dos, pues el marco de Mu 
es un U-marco, y uno de ellos será un punto final y el otro no. En 
tal caso Mu es isomorfo a un modelo en Fro' Por tanto, o A es falsa 
en O en el modelo sobre Fro, o lo es en el modelo sobre Gro, ya que 
en modelos isomorfos son válidas las mismas fórmulas (el lector 
puede comprobarlo o esperar al capítulo 8). En cualquiera de los 
dos casos podemos escoger m (i!: X, m > 1, tal que m sea mayor 
que el grado de A. Entonces A no será válida en Gm+ 1 o no lo será 
en Fm+1 (ver ejercicio 3.16). Por tanto A no será válida en un U­
marco finito .• 

TEOREMA 7.21: La lógica U es indecidible. 
Prueba: Para cada n, A4n es un teorema de U si y sólo si n E 

X. Si n (i!: X, puesto que en el U-marco Fn+1 A4n no es válida (en 
este marco no se cumple la condición C.4n) y U es completa, A4n 

no es un teorema de U. 
Si U fuese decidible, el conjunto X sería recursivo, pues es 

decidible de entre los teoremas ,de U cuáles son de la forma A4n 

para algún n. Pero X no es recursivo.l : I 

EJERCICIOS 

7.1. Demostrar i) de la página 107. 
7.2.'Demostrar que la lógica U es canónica. 
7.3. Demostrar i)-iv) de la página 109. 
7.4. Consideremos la lógica KT + D(DDp-7Dq)-7(Dp-7q), 

que también puede axiomatizarse como KT + (Dp 1\ q)'-70(DDp 
1\ Oq). A esta lógica G. E. Hughes y M. J. Creswell (Hugues y 
Creswell [1984]), la llaman lógica Mk3. Demostrar que el reces-
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sionframe, el marco utilizado para demostrar que p~Dp no es un 
teorema de la lógica que hemos llamado VB, es un marco para la 
lógica Mk3. Concluir que Dp~DDp no es un teorema de esta 
lógica. 

7.5. Demostrar que en todo marco finito de la lógica del ejer­
cicio anterior es válida la fórmula Dp~DDp. Para ello razonar 
por absurdo demostrando que en todo modt'?lo(M,R,e) sobre un 
marco (M,R) para Mk3 en el que no. es válida la fórmula 
Dp~DDp, ocurre que para cada n > 1 el conjunto e(Dn+lp) está 
incluido propiamente en el conjunto e(Onp). Concluir, usando el 
ejercicio 7.4, que la lógica Mk3 no tiene la p.ma.f. 

7.6. Demostrar que un marco es un Mk3-marco si y sólo si su 
relación es reflexiva y verifica que: I 

(\fu E M) (3 v E M) (uRv 1\ vRu 1\ (\f W E M) 
(vR2w ~ uRw». 

Concluir que la clase de marcos de la lógica Mk~ es definible en 
primer orden. 

7.7. Demostrar que la lógica Mk3 es canónica. 
7.8. Demostrar que la lógica GL está caracterizada por la clase 

de los marcos que son órdenes parciales estrictos (irreflexivos) 
fi~_ 
~onsideremos la lógica K4.3W' que es la lógica GL más el' 

axioma DIo: D«p 1\ Dp)~q) v D«q 1\ Dq)~p). Demostrar que 
esta lógica está caracterizada por los órdenes totales estrictos fini­
tos. Recordar la. proposición '4.9. Demostrar que esta lógica es 
decidible. 

7.10. Demostrar que la lógica del ejercicio anterior és la lógica· 
del marco (N, ». 

ii 
¡, 

II 

~ 



CAPÍTULO 8 

P-MORFISMOS, UNIONES DISJUNTAS 
Y ULTRAPRODUCTOS 

P-MORFISMOS 

Dados dos marcos (M,R) y (M',R'), una función h: M -+ M' 
es unp'-morfismo de (M,R) en (M',R') si y sólo si: 

i) para cada u,v E M, si uRv entonces h(u)R'h(v). 
ii) para cada u E'M y cada W E M', si h(u)R'w, entonces exis­

te v E M tal.que uRv y h(v)=w. 

Dados dos modelos (M,R,e) y:(M!¡R',e'), una función h: M -7 

M' es unp-morfismo de (M,R,e) en (M',R',e') si y sólo si: . 

i) es un p-morfismo de (M,R) en (M',R'). 
ii)para cada letra sentencial p, e(p) = {u E M: h(u) E e'(p)}. 

Diremos que h es un p-morfismo de (M,R,e) «M;R») sobre 
(M',R',e') «M',R'») si es un p-l110rfismo y h es una función de M 
sobre M' , es decir, con recorrido' M' .. 

TEOREMA 8.1 (del p-morfismo, Segerberg [1971]): Si h es un 
p-mOlfismo de (M,R,e) en (M',R',e'), entonces para cadafórmula 
modal A y cada u E M 

(M,R,e) I=u A si y sólo si (M' ,R' ,e') I=h(u) A. 

Prueba: Por inducción. Para el caso de las letras sentenciales 
se cumple por la definición de p-morfismo. Para el caso de 1. es 
obvio. El único caso interesante es el caso de las fórmulas de tipo 

[.112] 
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DA. Supongamos, para demostrarlo en este último caso, que vale 
, para A, es decir, que . 

e(A) = {u E M: h(u) E e'(A)I. 

Tenemos pues que 

,u E e(DA) si y sólo si ("Iv E M)(uRv -7 VE e(A)) 

si y sólo si 

("Iv E M) (uRv -7 h(v) E e'(A)) (por hipo ind.). 
I 

Ahora bien, esta última expresión equivale, al ser h un p-morfis­
mo, a la siguiente (Vw E M') (h(u)R'w.-7 W E e'(A)), lo que equi­
vale a decir queh(u) E e'(DA).I 

1 
:1 
Il 

~ 
'I i! Ll 
ílj 

:¡ij 
!11 
1II 

,C?ROLARIO 8~2: Si h es u~ p-mOlfismo de (M,R,e) sobre -;;{ 11: 

(M ,R ,e'), entonces para todaformula modal A Syrt(/i~ 111' 

1 p!V, li", (M,R,e) 1= A si y sólo si (M',R',e') I~ A.' V\ 

Prueba: El condicional de derecha a izquierda es una consecuen­
cia inmediata del teorema del p-morfismo. Para demostrar el. otro 
condicional supongamos que A es válida en (M,R,e) y que u E M'. 
Al ser h una función de M sobre M', sea v E M tal que h(v) = u. 
Puesto que en (M,R,e) A es verdadera en v, por el teorema del p­
morfismo tenemos que en (M',R',e') A es verdadera en h(v).1 

COROLARIO 8.3: Si h es un p-mOlfismo de (M,R) sobre 
(M',R'), entonces para todafórmula modal A 

si (M,R) 1= A entonces (M',R') 1= A. 

'Prueba: Supongamos que (M,R) 1= A. Sea e' una asignación 
en (M',R'). Consideremos la asignación e en (M,R) definida por: 
para cada letra sentencial p , 

e(p) = {UE M: h(u) E e'(p)l. 

l,; 
r' 

I'~' 
,1 
,1 

I 

,1 
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Claramente h es un p-morfismo de (M,R,e) sobre (M',R',e'). Por 
tanto, por el corolario anterior, y puesto que por suposición 
(M,R,e) 1= A, tenemos que (M',R',e') 1= AJ 

Si existe un p-morfismo del marco (M,R) sobre el marco 
(M',R') diremos que el marco (M',R') es una imagenp-mólficadel 
marco (M,R). Así, el corolario 8.3 afirma que las fórmulas moda­
les se preservan bajo imagenesp-mórficas de marcos .. 

OBSERVACIÓN: Si h es un p-morfismo inyectivo de (M,R) en 
(M',R'), eritonces para todo u,v E M ocurre que 

(*) uRv si y sólo si h(u)R'h(v). 

Diremos que una. funciól1 que cumple la condición (*) es un 
homomOlfismo de (M,R) en (M',R'). Así, todo homomorfismo 
cuyo recorrido incluya el de R' es un p-morfismo, y todo p-morfis­
mo inyectiyoes un homomorfismo. Ahora bien, no todo p-morfis­
mo es un homomorfismo. El lector puede buscar un ejemplo. 

Dados dos marcos (M,R) y (M',R'), diremos que una función h 
de M en M' es un isomOlfismo entre ambos si es una biyección 
que cumple la condición (*). Todo isomorfismo es pues un p-mor­
fismo. Además la función inversa de un isomorfismo es también 
un p-morfismo, lo que es fácil comprobar. 

Diremos que dos marcos son isomOlfos' si existe un isomorfis­
, mo entre ambos. 

PROPOSICIÓN 8.4: Si dos ma('cos son isorilOrfos, son modal­
mente equivalentes, es decÍl~ en ellos son válidas las mismas fór­
mulas modales, o, en otras palabras, poseen la misma lógica. 

Prueba: Si h es un isomorfismo entre dos marcos (M,R) y 
(M',R'), entonces, puesto que h es un p-morfismo de (M,R) sobre 
(M'R') y h-1 un p-morfismo de (M',R') sobre (M,R), por el corola­
rio 8.3 tenemos lo deseado .• 

Utilizando los p-morfismos podemos dar otra prueba del 
hecho ya conocido de que no existe ninguna lógica modal normal 
cuyos marcos son precisamente los marcos con relación irreflexi­
va. La relación dé un marco es irreflexiva si y sólo si el marco es 
un modelo de la sentencia de primer orden Vx -,Rxx. Esta senten-
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cia no se preserva bajo imágenes p-morficas. Por ejemplo, (N, <) 
1= '\Ix .. R:xx pero ({O}, {(O,O)}) 1* '\Ix .. R:xx. Ahora bien este últi­
mo marco es una imagen p-mórfica del primero por la función h 
de N sobre {O} definida por h(n) = ° para cada número natural n. 
Tenemos pues un ejemplo de una clase de marcos, los irreflexivos, 
caracterizables mediante una sentencia de primer orden, en ellen:­
guaje de tipo {R}, pero que, sin embargo, no son la clase de mar-

, cos de ninguna lógica normal. 
Si consideramos los dos marcos del párrafo anterior observa­

remos que en (N, <) no es válida la fórmula Dp-7p, pero que esta 
fórmula es válida en el otro marco. Esta observación nos muestra 
que la inversa del corolario 8.3 no es cierta, puesto que el segundo 
marco es una imagen p-ffiórfica del primero. 

Vamos a presentar ahora un resultado interesante, consecuen­
cia de las proposiciones 5.17 y 5.18, pero para la prueba del cual 

. no utilizaremos estas proposiciones sino que haremos uso de los 
p-morfismos y de los submarcos generados por índices, noción 
esta que hemos introducido en el capítulo 3, §4. 

LEMA 8.5 (Makinson): Para todo marco (M,R) ocurre que 
toda fórmula modal válida en él es válida en el marco ({ O}, 0) o 
que toda fórmula modal válida en él es válida en el marco ({ O}, 
{(O,O)} ). 

Prueba: Dado un marco (M,R), ocurre que o tiene puntos fina­
les, es decir, índices sin R-sucesores, o no tiene púntos finales 
(todo índice tiene un R-sucesor). Demostremos el lema conside­
rando los dos casos por separ~do. Si el marco tiene puntos finales, 
sea u un punto final del mismo. Entonces el submarco generado 
por u es el marco ({ u}, 0). Puesto que las fórmulas modales se 
preservan bajo s,ubmarcos generados por índices, toda fórmula' 
modal válida en (M,R) es váfida en ({ u}, 0), y por tanto en el 
marco isomorfo ({ O}, 0). 

Si el' marco no tiene puntos finales, definamos la función h de 
M en {O} mediante: h(u) = ° para cada u E M. Es fácil comprobar 
que h es un p-morfismo de (M,R) sobre ({ O), {(O,O)}). Por tanto, 
por el corolario 8.3, toda fórmula válida en (M,R) es válida en 
({O), {(O,O)}).I 

Recordemos que la lógica K + Dp es la llamada lógica Verum, 
y que la lógica K + Dp-7p es la llamada lógica Trivial. Sabemos 
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que los marcos para la lógica Verum.son aquellos cuya relación es 
vacía, y los marcos para la lógica. Trivial son aquellos cuya rela­
ción es la identidad; Ambas lógicas son canónicas y, por tanto, 
completas. Pero resulta que ,puede caracterizarse cada una de ellas 
por un marco muy simple. 

PROPOSICION 8.6: 

i) La lógica L«{O}, 0») es la lógica Verum . 
. ii) La lógica L«{O}, {(O,O)}») es la lógica Trivial. 

Prueba: Se"deja como ejercicio para el lector. Debe utilizar 
submarcos generados por índices .• 

SUB MARCOS y SUB MARCOS GENERADOS 

Un marco (M;R) es un submarco de un marco (M',R') si y sólo 
si M e M' y R = R' n (M x M). 

Un marco (M,R) es un submarco generado de un marco 
(M' ,R') si Y sólo si es un submarco del mismo y además M está 
cerrado bajo R'-sucesores, es decir, para cada u E M Y cada v E 

M', si uR'v, entonces v E M. 
Un modelo (M,R,e) es un submodelo generado de un modelo 

(M' ,R' ,e') si y sólo si el marco (M,R) es un submarco generado del 
marco (M',R') y además para cada letra sentencial p ocurre que 
e(p) = e'(p) n M. 

Obsérvese que las nociones de submarco generado y de sub­
modelo generado son generalizaciones de las nociones de submar­
co y submodelo generados por un índice presentadas en el capítu-
103, §4.' 

TEOREMA 8.7 (Segerberg, Feferman): Si (M,R,e) es un submo­
de/o generado de (M',R',e'), entonces para toda fórmula modal A 
y todo u E M ' 

(M,R,e) I=u A si y sólo si (M',R',e') I=u A. 

Prueba: Se deja al lector. Es esencialmente la misma que la 
del teorema 3.10.1 
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COROLARIO 8.9: Si (M,R) es un submarco generado del marco 
. (M',R'), entonces para todafórmula A: 

si (M',R') 1= A, entonces (M,R) 1= A. 

. El corolario anterior afinna que las fórmulas modales se pre­
servan bajo submarcos generados. No todas las propiedades de 
relaciones.· se preservan bajo submarcos generados. Por ejemplo, la 
propiedad de ser una relación no vacía no ~e preserva bajo sub­
marcos generados puesto que el marco ({ 1 }, 0) es un submarco 
generado del marco ({ 0,1 }, {(O, 1)}) en el que la relación es vacía. 
Por tamo no existe ninguna lógica c,uyos marcos sean aquellos 
cuya relación es distinta del conjunto vacío. Puesto que la propie­
dad de que una relación no sea vacía es exprésable en el lenguaje 
de primer orden de tipo {R}, tenemos otro ejemplo de tina clase de 
marcos que no es la clase de marcos de ninguna lógica modal pero 
que, sin embargo, es la clase de los marcos que son modelos de 
una sentencia de primer orden de dicho lenguaje. 

PROPOSICIÓN 8.10: Si h es un p-m01fismo de (M,R), en (M',R') 
entonces el marco (h[M], R' n (h[M] x h[M») es un submarco 
generado de (M',R'). 

Prueba: h[M] está cerrado bajo R'-sucesores puesto que, h es 
un p-morfismo. I 

Dado un marco (M,R), sabemos que posee submarcos genera­
dos, los generados por sus índices. Además cada subconjunto X 
de M da lugar a un submarco generado de (M,R), a saber, el 
menor submarco generado de (M,R)· que incluye a X, que es el 
marco con dominio 

M' = U {Y e M: X e Y y Y está cerrado bajo R-sucesores}, 

y relación R' = R n (M' x M'). A tal marco se le conoce como el 
submarco generado por X. Si además consideramos una asigna­
ción e en (M,R), y consideramos la asignación e' en (M',R') tal que 
para cada letra sentencial p, e'(p) = e(p) n M, al modelo (M',R',e') 
se le conoce como el submodelo generado por X del modelo 
(M,R,e). 

i' I 

'1 
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UNIONES DISJUNTAS 

Consideremos una familia de marcos {(M¡,R¡): i E 11. Quere­
mos obtener un marco que tenga como dominio la unión de los 

. dominios de los marcos de la familia y como relación la unión de 
hlS relaciones, pero que sea tal que, para cada marco (M¡,R¡) de la 
familiá,cada elemento de M¡ tenga las mismas propiedades moda­
les en el nuevo marco que en el marco (M¡,R¡). Si algunos marcos 
de ia familia tienen elementos en común, en la unión pueden apa­
recer nuevas conexiones entre elementos y puede que éstas impi­
dan que se cumpla el objetivo señalado. Por ejemplo, un punto 
final podría dejar de serlo. Para evitar este problema considerare­
mos copias isomorfas de los marcos de la familia de modo que 
tengan dominios disjuntos dos a dos y tomaremos como nuevo 
marco la unión. Un modo sistemático de hacer todo esto es el 
siguiente: Consideremos la unión disjunta de los dominios de los 
marcos de la familia 

y definamos para cada i E I la relación R¡' en Mi x {i I por 

R¡' = {«u,i),(v,i»: uR¡v I 

Claramente el marco (Mi x {i 1, R¡') es isomorfo al marco 
(M¡,R¡). Definamos la relación REEJ en MEEJ por 

REEJ = U {R¡': i E II 

Definamos EI7¡eI (M¡,R¡) = (MEEJ, ,REEJ). Este marco es la unión dis­
junta de la familia: de marcos {(Nf¡,R¡): i E 11. 

PROPOSICIÓN 8.11: Si {(M¡,R¡): i E 11 es una familia de mar­
cos, entonces para cada i E 1, el marco (M¡ x {i}, R¡') es un sub­
marco generado de la unión disjunta EI7¡eI (M¡,R¡). 

Prueba: Obviamente M¡ x {i} e MEEJ y R¡' = REEJ n «M¡ x {i}) 
X (M¡ x (iJ)). Además, si (u,i)REEJ (v,j), resulta que i = j y uR¡v, y 
por tanto (u,i)R¡'(v,j), y (v,j) E M¡ x (i 1.1 . 

TEOREMA 8.12: Para toda familia de marcos {(M¡,R¡): i E II 
Y toda fórmula modal A 

EI7¡eI (M¡,R¡) 1= A si y sólo si para cada i E I (M¡,R¡) 1= A. 
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Prueba: Por el corolario 8.9 y la proposiCión 8.11 tenemos que 
toda fórmula válida en la unión disjunta será, para cada i E 1, váli­
da en (Mi X {i L Ri'), Y por tanto 'en el marco isomorfo (M¡,R¡). 

Por otra parte, si para cadai E lA es válida en (Mi,R¡),.enton­
ces para cada i E 1 A es válida en (Mi x {i), R¡ '). Supongamos que 
A no es válida en la unión disjunta EeieI (Mi,R¡). Consideremos en 
tal caso una asignación e en este marcO y un índice (u,j) tales que 
(MEB, REB,e) I=<u,j> A. Consideremos el modelo (Mj x {j },Rj', e' ) 
donde para cada letra sentencial p, e'(p) = e(p) n Mj x {j}; Este 
modelo es un submodelo generado de la unión disjunta. Por tanto, 
por el teorema 8.7 resulta que(Mj x {j L Rj', e') 1=<u,j>A. Pero esto 
último contradice la suposición.l 

Tenemos pues que las fórmulas modales se preservan bajo 
uniones disjuntas. Podemos utilizar las uniones disjuntas para ver 
que no existe ninguna lógica normal cuyos marcos sean aquellos 
en los que la relación es la total (todo elemento está relacionado 
con todos). En los marcos ({ O), {(O,O)}) y ({ 1), {(1,1)}) la rela­
ción es la total. Sin embargo, en su unión disjunta, que es (isomor­
fa a) ({O,l), {(0,0),(1,1)}), la relación no es la total. Tenemos pues 
otro ejemplo de una c1asé de marcos definible mediante una senten­
cia del lenguaje de primer orden de tipo {R}, \Ix \ly Rxy que, sin 
embargo, no es lac1ase de marcos de ninguna lógica modal. 

PROPOSICIÓN 8.13: Todo marco es la imagen p-mórfica de una 
unión disjunta de submarcos suyos generados por un índice. 

Prueba: Dado un marco (M,R), consideremos para cada u E 

M el submarco generado por u. Consideremos la unión disjunta de 
estos marcos. Entonces el marco (M,R) es una imagen p-mórfica 
de la misma. Los detalles se dejan como ejercicio.l 

PROPOSICIÓN 8.14: Si C es una clase de marcos, entonces 
existe un marco (M,R) tal que L«M,R») = L(C). Así toda lógicq. 
completa está caracterizada por un solo marco. 

Prueba: Elijamos para cada fórmula A Ié' L(C) un marco 
(M,R) perteneciente a C en el que A no sea válida. Consideremos 
la unión disjunta de todos estos marcos. El marco así obtenido es 
un marco para la lógica L(C) en el que sólo son válidos los teore-
mas de esta lógica.. . 
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ULTRAPRODUCTOS 

Vamos a presentar ahora una construcción de marcos de uso 
muy frecuente en la teoría de modelos de la lógica de primer 
orden. La presentación será un tanto esquemática, y los resultados 
para los lenguajes de primer orden que necesitemos se van a enun­
ciar sin dar sus demostraciones. Sólo demostraremos aquellos 
hechos específicos para los lenguajes modales sentenciales que 
nos interesan. El lector puede consultar los libros de Chang y 
Keisler [1973], capítulo 4, y Bell y Slomson [1969], capítulo 5. 

Dada una familia de marcos «M¡,R¡): i E 1) consideremos su 
producto cartesiano generalizado, n¡ e ¡M¡, definido por: 

niEIM¡ = {f: 1 -7 UiEIM¡: V i E 1 f(í) E M¡}. 

Dado un ultrafiltro U sobre 1, definamos la relación de. equiva­
lencia ;::: en n¡ e ¡M¡ por 

f;::: g sí y sólo si {i E 1: f(i) = g(i)} E U. 

Denotemos por [f]la clase de equivalencia determinada por f. 
Observemos que la relación:::: es tal que, sí f ;::: f y g ;::: g' y (í E 1: 
f(í) R¡ g(i)} E U, entonces {i E 1: f(í) R¡ g'(í)} E U. Ello nos per­
mite definir una relación R en el conjunto cociente TIie ¡M¡/;:::, por 

[f]R[g] si y sólo si {i El: f(i) R¡ g(i)} E U. 

El ultraproducto de la famjlia de marcos «M¡,R¡): i E 1) res­
pecto al ultrafiltro sobre 1, U, es el marco TIu(M¡,R¡) = (TI¡e¡M¡/;:::, 
R). 

TEOREMA 8.15 (deLos): Si «M¡,R¡): i E 1) es una familia de 
marcos y U es un ultrafiltro sobr~: 1, entonces para toda fórmula 
<j>(XO,. .. , xn) del lenguaje de primer orden en tipo de semejanza 
{R} y cada fo, ... ,fn E TIieI M¡, nu (M¡,R¡) 1= <l> [[foL ... , [fn]] si y 
sólo si {i E 1: (M¡,R¡) 1= <j> [fo(i), ... , fn(i)]} E U. 

COROLARIO 8.16: Si «M¡,R¡): i E 1) es una familia de marcos 
y U es un ultra filtro sobre 1, y O' es una sentencia del lenguaje 
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de primer orden en tipo de semejanza {R} tal que para todo i E l 
(M¡,R¡) 1= a, entonces 

ITu (M¡,R¡) 1= a. 

Una ultrapotencia es un ultraproducto de una familia de mar­
cos ((M¡,R¡): i E 1) tal que para cada i, j E I (M¡,R¡) = (Mj,Rj). Por 
el corolario anterior tenemos que para cada marco (M,R) y cada 
conjunto no vacío 1, si consideramos la familia de marcos 
((M¡,R¡): iE 1) que para cada i E ,1 (M¡,R¡) = (M,R), entonces, para 
todo ultrafiltro U sobre 1, la ultrapotencia ITu (M,R) es elemental-
mente equivalente a (M,R). , 

Dada una familia de marcos «M¡',R¡): j E 1), Y dada, para cada 
i E 1, una asignación e¡ en el marco (M¡,R¡), podemos definir 
para cada ultrafiltro U sobre l una asignación e en el ultraproduc­
to ITu (M¡,R¡) que para cada letra sentencial p 

(*) e(p) = {[f]: {i El: f(i) E e¡(p)} E U}. 

Esta definición es independiente de los representantes elegi­
dos, puesto que, si [g] = [f] y {i El: f(i) E e¡(p)} E U, entonces, 
puesto que el conjunto {i El: f(i) =g(i)} pertenece a D, la inter­
sección de ambos conjuntos pertenece a U. y esta intersección 
está incluida en' {i E 1: g(i) E e¡(p)}. Por tanto este último conjun­
to pertenece a U. 

TEOREMA 8.17 (de-tos parl:J.lógica modal): Para toda familia 
de marcos ((M¡,R¡): i El), toda familia (e¡: i E 1) de asignacio­
nes tal que para cada i E 1, e¡ es una asignación en (M¡,R¡), y 
todo ultrafiltro U sobre 1, si e es la asignación en ITu (M¡,R¡) 
definida en el párrafo anteri01~ entonces para toda fórmula A y 
toda g E IT¡E 1 M¡ 

(*) (ITu (M¡.R¡),e) 1= [g] A si y sólo si {i E I:g(i) E e¡(A)} E U 

Prueba: Por inducción. Por la definición de e, (*) vale para las 
letras sentenciales. Para la fórmula.l es, inmediato. Si (*) vale 
para fórmulas A y B, no hay dificultad, utilizando las propiedades 
de los ultrafiltros, en comprobar que vale para (A-7B).", 
Demostrémoslo para el caso de fórmulas de tipo D A~) 
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Supongamos que <t) vale para A. Si (I1u (M¡,R¡), e) 1= [g] DA, 
tenemos que V[g']([g]R[g'] --7 [g'] E e(A», con lo cual" por la 
hipótesis inductiva, obtenemos que 

V[g']([g]R[g'] --7 I i E 1: g'(i) E e¡(A) l E U). 

Debemos demostrar que 

liE 1: g(i) E e¡(DA) l E U. 

Resulta que 

li E 1: g(i) E e¡(DA) l = 
= I iE 1: Vu E M¡ (g(i)R¡u --7 u E e¡(A» l. 

Supongamos que I i E 1: g(i) E e¡(DA) l é U; En tal caso I i E 1: 
g(i) é 'e¡(DA) l pertenece a U. Llamemos E a este conjunto. (, 
Elijamos para cada i E E un elemento u¡ de M¡ tal que g(i)R¡u¡ 
pero u¡ é e¡(A). Consideremos una función f E I1¡E 1 M¡ tal que 
para cadai E 1 f(i) = u¡. Entonces 

E e I i E· 1: g(i)R¡f(i) l· 

Por tanto este último conjunto pertenece al ultrafiltro U, y [g]R[f]. 
Por tanto I i El: f(i) E e(A¡) l E U, pero este conjunto es disjunto 
de E y por tanto no pertenece a U, y esto es absurdo . 

. Por otra parte, si, ti E 1: g(i) E e¡(DA)} E U Y [g]R[g'], enton­
ces tenemos que li E 1: g(i)R¡g'(i) l E U, con lo cual obtenemos 
que 

I i E 1: g(i) R¡g'(i) l (\ I i E 1: g(i) E ,e¡(DA) l E U,, 

pero este conjunto está incluido en I i E 1: g'(i) E e¡(A) 1, y por 
tanto este último conjunto pertenece también al ultrafiltro U, y por 
la hipótesis inductiva tenemos que (I1u (M¡,R¡), e) 1= [g'] A.I 

COROLARIO 8.18: Para todafamilia de marcos «M¡,R¡): i El), 
todo ultrafiltro U sobre 1 y toda fórmula modal A, 

sinu (M¡,R¡) I=A entonces li E 1: (M¡,R¡) 1= AlE U. 
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Prueba: Supongamos el antecedente y que {i E 1: (M¡,R¡) 1= 
Al ¡t; U. En tal caso E = {i E 1: (M¡,R¡) 1# Al E U. Elijamos para 
cada i E E, u¡ E M¡ Y una asignación e¡ en (M¡,R¡) tal que en 
(M¡,R¡,e¡) A es falsa en u¡. Sea f una función elemento de IT¡ ~ ¡M¡ 
tal que para cada i E E f(i) = u¡. Sea e la asignación definida a par­
tir de las asignaciones e¡ por la condición (*) del párrafo anterior a 
8.17. Entonces (ITu (M¡,R¡), e) 1= [t] A y, por el teorema, tenernos 
que el conjunto {i El: f(i) E e¡(A) 1 pertenece a U. Por tanto {i E 
1 : f(i) ¡t; e¡(A) 1 no pertenece a U. Ahora bien E e {i E 1: f(i) ¡t; 

e¡(A) 1, y' por tanto este último conjunto pertenece a U. Y esto ,es 
absurdo" ' 

'La inversa del corolario 8.18 es f~llsa. Para la fórmula modal 
DOp-70Dp existe una colección de marcos «Mn,Rn): n E N) y un 
ultrafiltro no-prinCipal sobre N tal que el conjunto de números 
naturales {n E N: (Mn,Rn) 1= DOp-70Dp} pertenece al ultrafiltro 
pero, sin embargo, la fórmula no es válida en el ultraproducto. 

LEMA 8.19 (Goldblatt): Todo ultraproducto ITu (M¡,R¡) de una 
familia de marcos «M¡,R¡): i E 1) es isomorfo a un submarco 
generado de la ultrapotencia fIu ($¡eI (M¡,R¡»). 

Prueba: Consideremos una familia de marcos «M¡,R¡): i E 1) 
y un ultrafiltro U sobre 1. Consideremos el ultraproducto de esta 
familia respecto a U, la unión disjunta $¡ E 1 (M¡,R¡) y la ultrapo­
tencia ITu ($¡ El (M¡,R¡». Obsérvese que ITu (M¡,R¡) == ITu (M¡ x 
{ i}, R¡ '), (donde R¡' es la relación utilizada en la definición de 
unión disjunta). Veamos que este último uItraproducto es isomorfo 
a un submarco generado deja ultrapotencia ITu ($¡EI (M¡,R¡». 

Puesto que IT¡EI M¡ x ti} e IT¡ E 1 (U {M¡ x {i}:i E Il), utilice­
mos [.] para referirnos a las clases de equivalencia del ultrapro­
dueto ITu(M¡ x {i}, R¡'), Y [.]* para referimos a las clases de equi­
valencia de la ultrapotencia ITu ($¡ El (M¡,R¡». Llamemos R* a la 
relación de la ultrapotencia. 

Consideremos el conjunto MI = {[g]*: gE IT¡ E 1 M¡ x {i}}, y 
definamos la relación RI en MI corno la restricción a MI de la 
relación de la ultrapotencia. El marco (M¡,R I) es un submarco 
generado de la ultrapotencia y es isomorfo al ultraproducto. Está 
claro que es un submarco. Para demostrar que es gener~do debe­
rnos ver que está cerrado bajo R *-sucesores. Supongamos que 
[g¡]*R*[g2]* y [g¡]* E MI. Podernos suponer sin pérdida de gene-
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ralidad que g I E ni E I Mi X {i l. Para ver que [g2] * E M ¡ basta con 
encontrar g3E ni E I Mi X ti} tal que [g3]* = [g2]*' Sea g3 E ni El 

Mi X (i 1 tal que g3(i) = g2(i), si g2(i) E Mi X (i 1, y g3(i) = (vi,i) en 
caso contrario, donde para cada i' E 1, Vi es un elemento fijado de 
Mi' Pongamos gl (i) = (u,i) con u E M¡, Y g2(i) = (v,j), con j E I Y V 
E Mj (ya que g2 no tiene por qué ser un elemento de n¡ E I Mi X (i I 
je i pueden ser en principio diferentes) .. Puesto que tenemos que 
(u,i)RES(v,j), resulta que i = j y U R¡ v. Por lo tanto tenemos que (i 
E 1: gl(i)RES g2(i) I :J ti E 1: g2(i) EM¡ X ti} I = (i E 1: g2(i) = 
g3(i)l. Por la suposición tenemos que (i El: gl(i) RES g2(i) I E U. 
Por tanto, el conjunto (i E 1: g2(i) = g3(i) I E U, Y así [g3]* = [g2]* 
Y [g2]* E MI' 

La funciónh del dominio del ultraproducto en el de la ultrapo­
tencia tal que para cada g E ni E I Mi X (i I h([g]) = [g] *, es un iso­
morfismo entre el ultraproducto y el marco (M¡,R¡). El lector 
puede comprobarlo sin dificultad.l 

COROLARIO 8.20 (Lema de Goldblatt): Toda clase de marcos 
cerrada bajo uniones disjuntas, submarcos generados, isom01fis­
mos y ultrapotencias está cerrada bajo ultraproductos. 

Prueba: Inmediata por el lema anterior .• 

EJERCICIOS 

8.1. Demostrar el teorema 8.7. 
8.2. Demostrar la proposición 8.13. 
8.3. Demostrar el teorema 8.15 (deJ::os). 
8.4. Completar la demostración de la proposición 8.19. 
8.5. Conexiones zigzag: Dados dos modelos (M¡,RI,el) y 

(M2,R2,e2)' una conexión zigzag del primero en el segundo es una 
relación S e M I X M2 tal que: . 

i) dom(S) = MI Y rec(S) = M2 
ii) Si uSv, u' E MI Y URIU', entonces existe v' E M2 tal que 

vR2v' y u'Sv' (condición zig). 
iii) Si uSv, v' E M2 Y vR2v', entonces existe u' E MI tal que 

uRlu' y u'Sv' (condición zag). 
iv) Si uSv, entonces para cada letra sentencial p, u E el(p) si y 

sólo si v E e2(p). 
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Demostrar que: i) todo p-morfismo exhaustivo (o sobre) es una 
conexión zigzag. ii) Si S es una conexión zigzag de (M¡,R¡,e¡) en 
(M2,R2,e2) entonces para todo índice u E M¡ Y todo índice v E M2 
tal que uSv, ocurre que para toda fórmula modal A, 

8.6. Demostrar que no existe ninguna lógica modal normal 
cuyos marcos son los marcos con dominio finito .. 

8.7. Demostrar que no existe ninguna lógica modal normal 
cuyos marcos son los marcos con dominio infinito. 

8.8. Demostrar que, para cada número natural n, no existe nin­
guna lógica modal normal cuyos marcos son los marcos con exac­
tamente n elementos. 

Para los ejercicios que vienen a continuación necesitaremos 
las nociones siguientes: 

Dado un marco (M,R) y un índice u E M, decimos que un 
índice v E M es un R-predecesor de u si y sólo si vRu. 

Un árbol es un marco (M,R) tal que: 
i) existe Uo E M sin R-predecesores, 

ii) para cada u E M existe un número natural n tal que uoRnu, 
iii) todo índice u E M diferente de Uo tiene un único R-prede­

cesor. 
Observemos que un árbol es un marco irreflexivo e intransiti­

vo (para cada u,v,w E M si uRv y vRw entonces no uRw). 
Una rama finita en un árbol, (M,R) es una función f de un seg­

mento inicial propio no vacío del conjunto de los números natura­
les en M tal que para cada n E dom(f), si n :;é 0, f(n-1)Rf(n), y el 
elemento máximo de dom(f), m, es tal que f(m) no tiene R-suceso­
res. Una rama infinita es una función f del conjunto de los números 
naturales en M tal que para cada número natural n, f(n) Rf(n+ 1). 
Evidentemente todo árbol tiene ramas. 

A todo árbol podemos asociarle un nuevo marco, el obtenido 
relacionando además cualquier índice consigo mismo. A los mar­
cos obtenidos de este modo los llamaremos árboles reflexivos. De 
modo parecido, a todo árbol podemos asociarle un nuevo marco, 
aquel cuya relación es la menor relación transitiva que incluye a la 
relación del árbol. Los marcos obtenidos de este modo se llamarán 
árboles transitivos. Si la relación de un árbol transitivo la extende-

t. 
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mos relacionando cada índice consigo mismo, obtenemos lo que 
llamaremos un árbol reflexivo y transitivo. 

Decimos que un marco (M,R) está generado por un índice si 
existe un índice u E M tal que para todo v E M hay un número 
natural n tal que uRnv. 

Evidentemente todo submarco generado por un índice es un 
marco generado por un índice, y viceversa. 

Dado un marco (M,R) generado por un índice, digamos u, 
consideremos el conjunto M* de todas las sucesiones finitas y no 
vacías de elementos de M que empiezan por u, (u,UI>"" un), y 
tales que para cada m con 1 ::; m < n urnRurn+ 1 y uRu l' Definamos 
en este conjunto'la relación R* mediante: 

Veamos un ejemplo: Si (M,R) es el marco de diagrama 

el marco (M*,R *) tiene por diagrama: 

/ I 

..• (u,u 1 ,uz,u, ... ,u,u 1 ,uz) 

. (u,u 1 ,UZ,U,U3) ./(u,u 1 ,uz,u) 
,/ 
/' (u,u¡,uz) 

. (U,U3) " /0 (U,UI) . 
(u). 
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La técnica que acabamos de describir para obtener un 
marco a partir de un marco generado por un índice se conoce 
como la técnica del desenmarañamiento (unravelling). Se debe 
aH. Sahlqvist (H. Sahlqvist [1975]). . 

8.9. Dado un modelo (M,R,e)en un marco generado por u, 
(M,R), consideremos el marco obtenido por desenmarañamiento a 
partir de (M,R) y la asignación e* definida en él por: 

e*(p) = {(u, ... ,vn) E M*:,vn E e(p)J. 

Demostrar que para cada fórmula A ocurre que 

e*(A) = {(U, ... ,Vn) E M*: Vn E e(A) J. 

Y, por tanto, que en (M,R,e) y.en (M*,R * ,e*) son válidas exacta­
mente las mismas fórmulas modales. 

8.10. Demostrar que el marco obtenido por desenmarañamien­
to a partir de un marco generado por un índice es un árbol. 

8.11. Demostrar que todo marco generado por un índice es una 
imagen p-mórfica del marco obtenido por desenmarañamiento a 
partir de él, y por tanto imagen p-mórfica de un árbol. 

8.12. Demostrar que la lógica K está caracterizada por la clase 
de los árboles. Concluir que no existe ninguna sentenCia de primer 
orden en el lenguaje de tipo {R J verdadera en todos los árboles y 
cuyos modelos sean precisamente los marcos de una lógica modal 
que extiende propiamente a K. por tanto ni la asimetría, ni la anti­
simetría, ni la intransitividad, ni la irreflexividad son propiedades 
que puedan caracterizar la clase de marcos de una lógica modal. 

8.13. Demostrar que la lógica K4 está caracterizada por la . 
clase de los árboles transitivos. Sug.: Utilizar la técnica del desen­
marañamiento. 

8.14. Demostrar que la lógica KT está caracterizada por la 
clase de los árboles reflexivos. Sug.: Utilizar la técnica del desen­
marañamiento. 

8.15. Demostrar que la lógica KD está caracterizada por la 
clase de los árboles con todas sus ramas infinitas. 

8.16. Demostrar que la lógica KT4 está caracterizada por la 
clase de los árboles reflexivos y transitivos. Y que la lógica 
KT4D lo está por la clase de los árboles transitivos y reflexivos 
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con todas sus ramas infinitas. Sug.: Utilizar la técnica del desen­
marañamiento. -

8.17. Demostrar que la lógica GL está caracterizada por la 
clase de los árboles transitivos finitos. 

8.18. Demostrar que, para todo marco (M,R) y todo marco 
(N,S) con M f; N, (M,R) es un submarco generado de (N,S) si y 
sólo si la función identidad i de M en N es unp-morfismo. 



CAPÍTULO 9 

CLASES DE MARCOS DEFINIBLES 
EN PRIMER ORDEN 

En este capítulo, en el primer apartado, vamos a estudiar qué 
condiciones debe cumplir una clase de marcos caracterizada por 
una fórmula modal (es decir, cuyos elementos son todos los mar­
cos en los que cierta fórmula modal es válida) para que sea defini­
ble mediante una sentencia o un conjunto de sentencias del len­
guaje de primer orden con igualdad y un único relator diádico R. 
Después . estudiaremos el mismo tipo de problema pero para las 
clases de marcos de lógicas modales normales cualesquiera. En un 
capítulo posterior estudiaremos el problema inverso. 

En el segundo apartado probaremos el teorema de K. Fine, que 
afirma que toda lógica normal completa con su clase de marcos 
cerrada bajo equivalencia elemental es canónica. 

1. Diremos que una clase de marcos C es una clase EC o ele­
mental si y sólo si existe una sentencia de primer orden, cr, en el 
lenguaje de tipo de semejanza {R} (R un relator diádico) tal que 
C = {(M,R): (M,R) 1= cr}. . 

Diremos que una clase de marcos C es una ,clase ECLl o ,1-ele­
mental si y sólo si existe un conjunto r de sentencias de primer 
orden en el lenguaje de tipo de semejanza {R} tal que C = {(M,R): 
(M,R) I=r} .. 

Diremos que una clase de marcos C es una clase EC¿ o :E-ele-
mental si y sólo si es una unión de clases elementales. , 

Diremos que una clase de marcos C es una clase ECu o I,1-
elemental si y sólo si es una unión de clases ECLl. 

Dos marcos son elementalmente equivalentes siy sólo si en 
ellos son verdaderas exactamente las mismas sentencias del len­
guaje de primer orden de tipo de semejanza {R}. 

Una clase de marcos es definible por una fórmula modal, A, si 
es la clase de marcos de A, C(A). 

[129] 

(. 
1 

1, 
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Recordemos que dos marcos isomorfos son elementalmente 
equivalentes y que todo marco es elementalmente equivalente a 
cualquier ultrapotencia de sí mismo. 

En la terminología empleáda, la letra griega L corresponde a la 
unión y la letra Ll a la intersección. Es fácil ver que una clase EC~ 
es la interseccion de una colección de clases elementales. 
Podríamos en principio seguir definiendo nuevos tipos de clases, 
clases LlL, LlLLl, l:LlLLl, etc. Ahora bien, como veremos a conti­
nuación, todas estas clases se reducen al caso LLl. 

Todas las definiciones anteriores son un caso especial, para el 
lenguaje de primer orden con igualdad y un único relator diádico, 
de. nociones que pueden definirse para todo lenguaje de primer 
orden. Los resultados de este capítulo que no mencionan fórmulas 
modales son completamente generales. Aunque formulados para 
el lenguaje que nos ocupa, valen para todo lenguaje de primer 
orden. El siguiente es uno de los de este tipo. ' 

PROPOSICIÓN 9.1: Una clase de marcos e es Eer.~ si y sólo 
si está cerrada bajo equivalencia elemental. 

Prueba: Supongamos que e es una clase de marcos ECr.~. 
Entonces e es ,una unión de clases EC~. Las clases EC~ están ce­
rradas bajo equivalencia elemental. Por tanto lo está también la 
clase e. 

Por otra parte, si e es una clase de marcos cerrada bajo equi­
valencia elemental, sea para cada marco (M,R) perteneciente a e, 
e«M,R»), la clase de todos aquellos marcos elementalmente equi­
valentes a (M,R). Entonces e k u {e«M,R»): (M,R) E e l. 
AdeIpás, si (M,R) E U {e«M,R;»): (M,R) E el, entonc~s (M,R) es 
elementalmente 'equivalente a algún (M',R') E e, y por consi­
guiente (M,R) E e. Por tanto e = u { e( (M,R»): (M,R) E e l. 
Puesto que cada e«M,R») es una clase EC~ (es la clase de marcos 
modelo de la teoría de primer orden de (M,R»), e es una clase LLl­
elemental.l 

Cualquier clase que definamos iterando uniones e interseccio­
nes de, en último término, clases elementales es una clase cerrada 
bajo equivalencia elemental y por tanto ECr.~ .. 

Es obvio que toda clase elemental es L-elemental y Ll-elemen­
tal, y que toda clase ECr. esECr.~ y toda clase EC; es ECr.~~ 
Además, toda clase ECu es EC~, lo cual puede demostrarse ape-
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lando a la ley distributiva para uniones (posiblemynte infinitas) de 
intersecciones (posiblemente infinitas). De este modo es' fácil ver 
que en general, para lenguajes de primer orden cualesquiera,una 
clase de estructuras definida iterando uniones e intersecciones de 
clases (posiblemente vacías) elementales, o es EC, o EC~, o ECI;; 
o ECI;~ y no hay '!lás posibilidades. Tenemos pues la siguiente si-
tuación:' . 

EC 
~. ~. 

ECI; EC~ 
~ 

ECI;~ : ~ 

Para lenguajes de primer otden cualesquiera, las inclusiones en el 
otro sentido no son ciertas. Para cierto tipo de clases esta jerarquía 
puede reducirse. Las próximas proposiciones van a proporcionar­
nos la información necesaria .. Primero enunciemos una serie de te­
oremas generales (valen para cualquier lenguaje de primer ord~n) 
que vamos a necesitar. 

PROPOSICIÓN 9.2: Si una Clase de marco, es EC~y ECI; es EC. "l 
Prueba: Supongamos que C es una clase de marcos EC~ y '1 

ECI;. Entonces su complemento es EC~. Sean pues r¡ y r 2 con- ,1 
juntos de sentencias tales que C es la clase de marcos modelo de 
r¡ y también es la clase de marcos que no son modelo de r 2• 

Entonces el conjunto r¡ u r 2' es insatisfactible. Por el teorema de 
compacidad existe un subconjúnto finito, ~, de este conjunto, in­
satisfactible. Sea O' ¡ la conjunción de las sentencias pertenecientes 
a ~ que pertenecen a r 1> y sea 0'2 la conjunción delas sentencias 
que pertenecen a ~ y a r 2' Entonces e es la clase. de lTIarcos mo-
delo de O'¡" . 

TEOREMA 9.3: i) Una clase de marcos es EC~ si y sólo si está 
cerrada bajo formación de ultraproductos y equivalencia ele­
mental. 

ii) Una clase de marcos es EC si y sólo si tanto ella como sU 
complemento están cerrados bajo formación de ultra productos y 
equivalencia elemental. 
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Prueba: i) Si una clase de marcos es ECil es inmediato que 
está cerrada bajo ultraproductos y equivalencia elemental. Por otra 
parte, supongamos que C es una clase de marcos cerrada bajo ul­
traproductos y equivalencia elemental. Consideremos el conjunto 
de sentencias 

r = {a: para todo (M,R) E C (M,R) 1= a} . 

Entonces C = {(M,R): (M,R) es modelo de r}. Demostrémoslo .. 
. Dada la definición de r, lo único que debemos demostrar es que 
todo modelo de r pertenece a C. Supongamos que M = (M,R) es 
un modelo de r. Consideremos la teoría de primer orden de M, 
Th(M). Entonces: 

a) Th(M)es finitamente satisfactible en C (cualquier subcon­
junto finito de la misma tiene un modelo perteneciente a C): Si Ll 
= {a¡, ... , a n } es un subconjunto finito de Th(M) y no tiene nin­
gún modelo en C, tenemos que la fórmula (--,a¡ v ... v -,an) per­
tenece ar, y por tanto alguna sentencia perteneciente a Ll es falsa 
en M, y esto es imposible. 

b) M pertenece a C: Consideremos el conjunto 

1 = {Ll: Ll es un subconjunto finito de r} 

Escojamos para cada Ll E 1, Mil E C modelo de Ll, que existe por 
a). Consideremos para cada sentencia a perteneciente a Th(M), el 
subconjunto de 1 

I 
a+ = {Ll E 1: a E Ll}. 

Entonces, el conjunto (cr+: a E Th(M)} tiene la propiedad de las 
intersecciones finitas. Por el teorema del ultrafiltro existe UJl ultra­
filtro, U, sobre 1 que incluye a dicho conjunto. Consideremos el 
ultraproducto de la familia de marcos {Mil: Ll E l} respecto al ul­
trafiltro U. Puesto que para cada a E Th(M) a+ E U, tenemos 
que cada a E Th(M) es verdadera en el ultraproducto. Así, el ul­
traproducto y M son elementalmente equivalentes. Puesto que C 
está cerrada bajo ultraproductos y equivalencia elemental, M per-
tenece aC. . 

ii) Se sigue de i) y 9.2.1 
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TEOREMA 9.4 (Keisler, Shelah): Dos marcos son elemental­
mente equivalentes si y sólo si poseen ultrapotencias isom01fas. 

Prueba: Ver Chang y Keisler [1973], teorema 6.1.15, p. 319.1 

TEOREMA 9.5 (Keisler): i) Una clase de marcos es EC/:;. si y 
sólo si está cerrada bajo formación de ultra productos e imáge­
nes isom01fas y su complemento lo está bajo la formación de ul­
trapotencias, 

ii) Una clase de marcos es elemental si y sólo si tanto ella 
como su complemento están cerrados bajo formación de ultra­
productos e imágenes isom01fas. 

Prueba: i) Usando los teorema~ 9.4 y 9.3. ii) Por i) y 9.2. Se 
deja al lector la tarea de completar la pruebaJ . 

PROPOSICIÓN 9.6: i) Si una clase de marcos está definida por 
una sentencia universal de segundo. orden en el lenguaje de tipo 
de semejanza {R} ,y es EC/:;., entonces es EC. 

ii) Si una clase de marcos eS ECu y está definida por una 
sentencia universal del lenguaje de segundo orden de tipo de se­
mejanza {R}, entonces es ECr.. 

Prueba: Supongamos que C es una clase de marcos definida 
por una sentencia universal de segundo orden (sentencia II}) en 
el lenguaje de tipo de semejanza {R}. Por comodidad supongamos 
que únicamente tiene variables de segundo orden de conjunto. 
Supongamos que esta sentencia es VX¡"Xn <1>, donde en <1> no hay 
variables de conjunto cuantifiyadas. Supongamos además que la 
clase es ECLi. Sea r una colección de sentencias de primer orden 
tal que 

C = {(M,R): (M,R) 1= r¡. 

Entonces r 1=2 VX ¡",Xn <1> (1=2 .indica consecuencia en segundo 
orden). Puesto que las variables X ¡, ... , Xn no ocurren en las fórmu­
las de r, si las reemplazamos en <1> por los· símbolos de predicado 
PI,"" P n ,y llamamos <1>* al resultado, tenemos que r 1= <1>*. Por el 
teorema de compacidad existe un conjunto de sentencias!l e rfi­
nito tal que !l 1= <1>*. Puesto que P ¡, ... , P n no ocurren en las fórmu­
las de!l tenemos que !ll=z VX¡"Xn <1>. Si (J es la conjunción de 
las sentencias pertenecientes a !l, tenemos que 
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C = {(M,R): (M,R) 1= cr}, 

y por tanto que es Ee. 
ii) Se deja como ejercicio para ellectod 

COROLARIO 9.7: Toda clase de marcos EC/)definible por una 
fórmula modal es EC. y toda clase de marcos ECr,/). definible por 
una fórmula modal es ECr,. 

Prueba: Si C es definible por una fórmula modal lo es por una 
sentencia universal de segundo orden (ver capítulo 4).1 

Por tanto, para clases de marcos caracterizadas por sentencias 
de segundo orden universales, la jerarquía anterior se convierte en: 

EC 

ni 

ECr, 

Para clases de marcos definibles por fórmulas modales tene.­
mos que estas dos posibilidades se reducen a una sola. 
Demostraremos que toda clase de marcos caracterizada por una 
fórmula modal que sea ECr, es EC. Puesto que toda clase de mar­
cos que sea ECr, y EC/). es EC, bastará demostrar que toda clase 
de 'marcos caracterizada por ·una fórmula modal que sea ECr, es 
EC/). 

[ 

LEMA 9.8: Toda clase de marcos 'El1-elemental, cerrada bajo 
submarcos generados y uniones disjuntas es EC /). . 

Prueba: Si C es L~-elemental está cerrada bajo equivalencia 
elemental, y por tanto bajo isomorfismos y ultrapotencias: Por 
tanto, por el lema de Goldblatt (Corolario 8.20), al estar cerrada 
bajo uniones disjuntas y submarcos generados, está cerrada bajo 
ultraproductos. Además, puesto que el complementario de C está 
también cerrado bajo equivalencia elemental, lo. está bajo ultrapo­
tencias. Por tanto por el teorema 9.5 la clase C es EC/)..I 

COROLARIO 9.9: Toda clase de marcos ECr, que sea la clase 
de marcos de una lógica normal es EC. 
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Prueba: Toda clase ECL es ECLó.. y toda clase de marcos que 
sea la clase de marcos de una lógica normal está cerrada bajo sub­
marcos generados y uniones disjuntas. Por tanto puede aplicarse el 
lema 9.8. Puesto que toda clase ECL y ECó. es EC, tenemos lo de­
seado.l 

Para las clases de marcos caracterizadas por una fórmula 
modal sólo hay pues dos posibilidades, o son elementales o son 
esencialmynte de orden superior, es decir, no son de ninguna ma­
nera definihl~s en términos de sentencias de primer orden del len­
guaje en tipo 'Cie-semejahza {R}. Para las clases de marcos de las 
lógicas normales no finitamentea:xiomatizables hay tres posibili­
dades, o son elementales, o .1.-elementales, o esencialmente de 
orden superior .. El problema que inmediatamente se plantea es el 
de caracterizar aquellas fórmulas modales cuya clase de marcos 
asociada es elemental. La respuesta nos la proporcionan los teore­
mas 9.12 y 9.13, el primero debido a.Goldblatt y el segundo a Van 
Benthem. El teorema de Goldblatt es básicamente un caso particu­
lar de un teorema para la lógica de segundo orden que demostrare­
mos en primer lugar. 

TEOREMA 9.10: Toda clase de marcos caracterizada por una 
sentencia existencial de segundo orden er,{) está cerrada bajo 
formación de ultraproductos. 

Prueba: Supongamos que e es una clase de marcos caracteri­
zada por una sentencia existe,ncial de segundo orden, ::IXI ... Xn <1> 

(en <1> no hay ninguna variable de segundo orden cuantificada). 
Suponemos por comodidad que las variables de segundo orden 
que aparecen en la sentencia son variables de conjunto: 
Consideremos una familia cualquiera de marcos «Mi,Ri): i El) y 
un ultrafiltro U sobre 1. Sean, para cada i E 1, Xli, ... , XA subcon­
juntos de Mi tales que (Mi, Ri) 1= <1> [X¡' ... , xA]. Sustituyamos en 
la fórmula <1> las variables de conjunto X1, ... ,xn, por símbolos de 
predicado nuevos Q¡, ... ,Qn respectivamente. Sea <1>" la fórmula re­
sultante. En el ul~raprodl!cto respecto a U de la familia de estruc­
turas «Mi, Ri, Xl, ... , XJ): i E 1), la fórmula <1>" es verdadera. Por 
tanto, en dicho ultraproducto es verdadera la sentencia ::IX¡ ... Xn 
<1>, y puesto que tal ultraproducto es una expansión del ultraproduc­
to nu (M¡,R¡), tenemos que la sentencia ::IXI ... Xn <1> es verdadera 
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(al no contener los signos Q¡, ... , Qn) en fIu (M¡,R¡). Por tanto.este 
ultraproducto pertenece a C.I 

TEOREMA 9.11: Una clase de marcos carcterizada por una 
sentencia universal de segundo orden es una clase elemental si y 
sólo si está cerrada bajo laformación de ultraproductos. 

Prueba: Si la clase es elemental, es inmediato, por el teorema 
de Los, que está cerrada bajo ultraproductos. Por otra parte, si está 
cerrada bajo la formación de ultraproductos, puesto que su com­
plemento está caracterizado por una fórmula existencial de segun­
do orden (la clase lo está por una fórmula universal), está cerrado 
bajo la formación de ultraproductos. Además, puesto que la clase 
está caracterizada por una fórmula de segundo orden, tanto ella 
como su complemento están cerrados bajo isomorfismo. Por tanto, 
por el teorema 9.5 deKeisler, la clase es ECJ 

TEOREMA 9.12 (Goldblatt): La clase de marcos de unafórmu­
la modal es elemental si y sólo si está cerrada bajo ultraproduc­
tos,. 

P;'lúiba: Se.l)igue del teorema anterior puesto que toda clase de 
marcos definible por una fórmula modal lo es por una fórmula 
universal de segundo orden (ver capítulo 4).1 

TEOREMA 9.13 (Van Benthem): La clase de marcos de una 
fórmula modal es elemental si y sólo si está cerrada bajo ultra-
potencias. I . 

Prueba: Sea A una fórmula modal y C(A) su clase de marcos 
asociada. Si C(A) es elemental, está obviamente cerrada bajo 
equivalencia elemental y por tanto bajo ultrapotencias. Si .rC(A) 
está cerrada bajo ultrapotencias, como, además, al estar caracteri­
zada por una fórmula modal, está cerrada bajo submarcos genera­
dos, uniones disjuntas e imágenes isomorfas, por el lema de 
Goldblatt tenemos que está cerrada bajo ultraproductos. Por otra 
parte, el complemento de C(A) está cerrado bajo ultraproductos, 
puesto que para cada familia «M¡,R¡): i E 1) de marcos pertene­
cientes al complemento de C(A), el conjunto {i E 1: (M¡,R¡) 1= Al, 
que es vacío, no pertenece a ningún ultrafiltro sobre 1. Por tanto, 

. puesto que tanto C(A) como su complemento estan cerradas bajo 
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isomorfismo, por el teorema de Keisler obtenemos' que la clase 
C(A) es elementaU ", 

COROLARIO 9.14 (Van Benthem): Para toda clase de marcos 
C definible por una fórmula modal los siguienteS enunciados son 
equivalentes: 

i) Ces EC. 
ii) Ces ECr.. 

iii)' Ces EC!:!. .. 
iv) e es ECr.!:!.. 
v) C está cerrada bajo ultraprpductos~ 

vi) C está cerrada bajo ultrapotenéias. 
vii) C está cerrada bajo equivalencia elemental. 

Prueba: Por los corolarios 9. 9, 9.10 Y 9.12 tenemos que los 
enunciados i)-iv) son equivalentes. El teorema de Goldblatt esta­
blece la equivalencia de i) y v); el teorema de Van Benthem, la de 
i) y vi). La proposición 9.1 nos dice que iv) y vii) son equivalen­
tes .• 

Podemos plantearnos ahora el problema dé caracterizar aque- , 
Has lógicas cuya clase de marcos es definible en primer orden. Lo 
primero que tenemos es una variante del teorema 9.13. 

TEOREMA 9.15 (Goldblatt): Para toda lógica normal L, la 
clase de marcos de L es EC!:!. si y sólo si está cerrada bajo ultra­
productos. 

Prueba: Si la clase de L-marcos es EC!:!., por el teorema de Los 
tenemos que está cenada bajo ultraproductos. Por otra parte, su- , 
pongamos que la clase de los L-marcos está cena,da bajo ultrapro­
duetos. Para demostrar que es EC!:!. utilicemos el teorema de 
Keisler (9.5 i)). Puesto que la clase en cuestión es la clase de mar­
cos de una lógica, está cenada bajo imágenes isomorfas. Veamos 
que su complemento está cerrado bajo ultrapotencias. 
Supongamos que M es un marco que no és un L-marco. Sea, pues, 
A un teorema de L que no es válido en M. Por el corolario 8.18, A 
no es válida en ninguna ultrapotencia de M. Por tanto ninguna ul­
trapotencia de M pertenece a la clase de los L-marcos. Por el teo-
rema de Keisler, la clase de los L-marcos es EC!:!... ' 
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COROLARIO 9.16 (Goldblatt): Para toda lógica. normal los si­
guientes enunciados acerca de su clase de marcos son equivalen­
tes: 

i) es EC/:;, 
ii) es ECrb 

iii) está cerrada bajo ultraproductos, 
iv) está cerrada bajo ultrapotencias. 

Prueba: Puesto que la clase de marcos de una lógica está ce­
rrada bajo uniones disjuntas y submarcos generados, por el lema 
9.8 tenemos la equivalencia entre i) y ii). El teorema anterior nos 
da la equivalencia entre i) y iii). Por último, clarámente, i) implica 
iv). Por otro lado, iv) implica i), puesto que si la clase de marcos 
está cerrada bajo ultrapotencias, al estar cerrada bajo uniones dis­
juntas, submarcos generados e imágenes isomorfas, por el lema de 
Goldblatt (Corolario 8.20), está cerrada bajo uItraproductos. Por 
tanto por el teorema anterior es EC/:;.I ' . , 

Este resultado no puede mejorarse.' Existe una lógica cuya 
clase de marcos es EC/:; pero no es EC. Y, por tanto, cuya clase de 
marcos no es la clase de marcos de ninguna fórmula modal. 
Veamos un ejemplo de lógica con estas propiedades debido a Van 
Benthem (Van Benthem [1976] ). . 

Consider~mos la lógica normal L con el siguiente conjunto de 
axiomas 

{ Ono.1 -7 on+ 1.1: n ~ 1 } , 
I 

Entonces: 
a) Para cada n 2:: 1, OnO.1-7 on+l.1 es válida en un marco si y 

sólo si en él es verdadera la sentencia de primer orden I 

Vx (3y (Rnxy 1\ .. 3zRyz) -7 Vy (Rnxy -7 .. 3z Ryz». 

b) La clase de los marcos modelo del conjunto de sentencias 
de primer orden 

t::. = {Vx (3y (R nxy 1\ .. 3z Ryz)-7 
Vy (Rnxy -7 .. 3z Ryz»: n ~ 1 }, 

que es la clase de los L-marcos, no es EC. 
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El lector puede demostrar a). Para demostrar b), consideremos 
los marcos siguientes: Definamos para cada número natural n ~ 1, 
el marco (Mn,Rn) tal que: 

y 

O 

Mn = 1m: m ~2n+1} 

Rn= l(m,m+1): O<m<n-1} u 
I(O,n+1)} u I (m,m+1): n+1 ~m~2n}. 

1/ 
/ 
~ 

n+1 

~ 

2 

n+2 

/n 

/ 

~ 
2n 
~. 

2n+1 

Es fácil ver que para cada n ~ 1 Y cada m ~ 1 distinto de n 

(Mn,Rn) 1= '\Ix (3y (RffixyA .. 3z Ryz)-,; 
'\Iy (Rffixy -'; .. 3z Ryz» 

(Mn,Rn) 1= '\Ix (3y (Rnxy A .. 3z Ryz) -'; , 
'\Iy (Rnxy -'; .. 3z Ryz», 
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(la fórmula 3y (Rnxy /\ ....,3z Ryz) ~ Vy (Rnxy ~ ....,3z Ryz) no es 
satisfecha por O). 

Si la clase de marcos modelos de Ll fuese EC, sería definible 
mediante una sentencia de primer orden. Pero entonces lo sería, 
gracias al teorema de compacidad, por una conjunción finita de 
sentencias pertenecientes a Ll. Pero los modelos construidos nos 
muestran que esto. es imposible. 

El ejemplo anterior. de Van Benthem permite obtener también 
un ejemplo de clase de marcos EC:E que no es Ee. Para cada n :2: 1, 
refirámonos con <Pn a la sentencia 

"Ix (3y (Rnxy /\ ....,3z Ryz) ~ Vy(Rnxy ~ ....,3z Ryz)). 

Entonces la clase de marcos U{M(<Pn): n :2: 1), donde M(<Pn) es la 
clase de los marcos modelo de <Pn, es EC:E' Sin embargo no es Ee. 
Si lo fuese, existiría una sentencia de primer orden cr que sería 
consecuencia de cada <Pn, y además su negación sería consecuencia 
del conjunto {...., <Pn: n :2:11. Por compacidad, ...., cr sería consecuen­
cia de {....,<P¡, ... , ""'<Pnl para algún número n. Por tanto tendríamos 
que {....,<P¡, ... , ""'<Pnll= ....,<Pn+¡. Ahora bien la unión disjunta de los 
marcos (M¡,R¡), ... , (Mn>Rn) es modelo de {....,<P¡, ... , ....,<Pn} y de 
<Pn+¡' 

2. Vamos a demostrar en este apartado el teorema de K. Fine, 
que ya enunciamos en un capítulo anterior, y que afirma que toda 
lógica completa con su clase de marcos cerrada bajo equivalencia 
elemental es canónica. Las nociones que introduciremos y uno de 
los lemas nos permitirán entender mejor ciertas nociones del capí­
tulo 12. Todo el contenido de este apartado se debe a K. Fine (K. 
Fine [1975]). 

Debe tenerse en cuenta que nuestra noción de lógica canónica 
y la de K. Fine no coinciden.· Toda lógica canónica en el sentido 
de K. Fine lo es en nuestro sentido, pero no a la inversa. 

Dado un lenguaje modallP de cardinalidad K, consideremos el 
lenguaje de primer orden asociado de tipo de semejanza PI' (ver 
capítulo 4). Se dice que una PI' -estructura (M,R, (P aM)a < K) es 
(j)-saturada si para cada número natural n, cada conjunto de fór­
mulas Ll cuyas variables libres están entre xo'"'' xn , y cada a¡, ... , 
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~ E M, ocurre que el conjunto de fórmulas en el lenguaje que ob-
tenemos al añadir las constantes nuevas a¡, ... , ~ . 

si es finitamente satisfactible en (M,R, (P~)a.< K,a¡, ... , an), es 
también satisfactible. Nos van a interesar de hecho sólo estructu­
ras 2-saturadas, es decir, tales que lo que afIrma la defInición ante­
rior se cumple para conjuntos de fórmulas con a lo sumo dos va­
riables libres. 

El siguiente es un· teorema conocido de la teoría de modelos 
de la lógica de primer orden . 

TEOREMA 9.17: Toda estructura (M,R, (P~)a. < K) posee una 
extensión elemental {J)-saturada. 

Diremos que una fórmula modal es satis factible en un modelo 
si es verdadera en un índice del modelo. . 

Diremos que un conjunto de fórmulas modales es satisfecho 
por un índice u de un modelo si y sólo si toda fórmula del conjun­
to es verdadera en u. 

Diremos que unconjunto de fórmulas modales es satisfacti­
ble en un modelo si y sólo si existe un índice del modelo en el que 
es verdadera toda fórmula del conjunto. 

Diremos que un conjunto de fórmulas modales es finitamente 
satis factible en un modelo si y sólo si todo subconjunto finito del 
mismo es satisfactible en el modelo. 

Un modelo (M,R,e) es modalmente l-saturado si y sólo si 
todo conjunto de ·fórmulas modales fInitamente satisfactible en el 
mismo es satisfactible en él. 

Un modelo (M,R,e) es modalmente 2-saturado si y sólo si 
para todo u E M Y para todo conjunto Ll de fórmulas modales tal 
que para cada subconjunto fInito ~ de Ll existe W E M tal que w 
satisface ~ y uRw, existe un índice v E M tal que uRv y en el que 
es satisfecho el conjunto Ll. 

Un modelo (M,R,e) es modalmente saturado si y sólo si es 
modalmerite l-saturado y modalmente 2-saturado. 

LEMA 9.18: Todo modelo 2-saturado es modalmente saturado. 
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Prueba: Supongamos que M = (M,R, (P ~)a. < ,,) es 2-satura­
do. Entonces: 

a) M es modalmente 1-saturado: Sea A un conjunto de fór­
mulas modales finitamente satisfactible en M (recordemos que 
toda pp-estructura puede verse como un modelo modal). Conside­
remos el conjunto de fórmulas {A*(xo): A EA} (A*(xo)es la tra­
ducción de A al lenguaje de primer orden de tipo p ). Este conjun­
to es finitamente satisfactible en M, y por tanto d\i es 2-saturado) 
satisfactible en M, digamos por u E M. Entonces toda fórmula de 
A es verdadera en u, y por tanto A es satisfactible.en M. 

b) M es modalmente 2-saturado: Sea u E M. Supongamos que 
A es un conjunto de fórmulas modales tal que para cada subcon­
junto finito del mismo existe un índice W E M tal que satisface el 
conjunto y uRw. Entonces el conjunto de fórmulas de primer 
orden 

es finitamente satisfactible en (M,R, (P~)a. < ,,' u), y al ser M 2-
saturado, es satisfactible en (M,R, (P~)a. < ,,' u). Supongamos que 
es satisfecho por v. Entonces uRv, y A es satisfecho por v.l 

Dado un modelo (M,R,e), la teoría modal del mismo es el con­
junto de fórmulas: 

T m( (M,R,e» = I A: A es válida en (M,R,e) l. 

LEMA 9.19: Para todo modelo modalmente saturado M = 
(M,R,e) existe un p-m01fismod~1 marco (M,R) en el marco del 
modelo canónico de la lógica L«M,R» tal que su recorrido es el 
conjunto de los conjuntos maximales y L«M,R»-consistentes que 
incluyen a la teoría modal de M . 

. Prueba: Definamos la función f de M en el dominio del mode­
lo canónico ML de la lógica L = L( (M,R», por: 

para cada u E M, f(u) = lA: u E e(A) l. 

Esta función está bien definida pues para cada u· E M el conjunto 
I A: u E e(A)} es un conjunto maximal L( (M,R) )-consistente que 
incluye a Tm(M). Veamos que es el·p-morfismo buscado. 
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a) El recorrido de f es el conjunto de los conjuntosmaxirnales 
y L«M,R»~consistentes que extienden a Tm(M): Supongamos que 
:E es' uno de estos conjuntos. Entonces L es finitamente sátisfacti­
ble en M. Si no lo fuese, al estar cerrado bajo conjunciones, existi­
ría una fórmula A E L falsa en todo índice u E M, yentonces-A 
E L, Y L no sería consistente. Puesto que M es modalmente satu­
radoL' es satisfactible en M,digamos por v E M. Entonces f(v) ,= 
~ , , 

b) Es un p-morfismo: i) si uRv, entonces f(u)Rd(v), pues para 
toda fórmula A, si DA E f(u), u E e(DA), con lo que v E e(A), y 
por tanto A E f(v). ii) si f(u)RLL, tenemos que lOA: A EL} :::> 
f(u). Por tanto, pl:lesto que L está cerrado bajo conjunciones, todo 
subconjunto finito de L es satisfadible en algún índice w tal que 
uRw. Al ser M modalmente saturado, ,existe v E M tal que uRv y 
L es satisfecho por v. Entonces f(v) == LJ 

TEOREMA 9.20 (K. Fine): Si L es una lógica normal completa 
y su clase de marcos está cerrada bajo equiValencia elemental, 
entonces es canónica. ' 
. Prueba: Por comodidad supongamos que el lenguaje de 'L es 
numerable. Para otra~ cardinalidades la prueba es similar. Sea 
{An: n E ro} una enumeración de las fórmulas que no son teore­
mas de L. Entonces, al ,ser L completa, existe para cada n un L­
marco (Mn,Rn), una asignación en él en, y un índice Un EMn tales 
que An es falsa en un- Consideremos la unión disjunta de los mo­
delos (Mn,Rn,en). Llamémosla M. Entonces el marco de la unión 
disjunta es un L-marco, y Tm~M) ~ L, pues todas las fórmulas que 
no son teoremas de L son falsas en algún índice de M. Por tanto la 
lógica del marco de la unión disjunta es L. Sea ahora MI una ex., 
tensión elemental ro-saturada de M. Puesto que la clase de los L­
marcos está cerrada bajo equivalencia elemental, MI es un L­
marco. Por otro lado, M y MI tienen la misma teoría modal al ser 
elementalmente equivalentes en el lenguaje de primer orden ,de 
tipo de semejanza pp (donde P es el lenguaje de L);'Por el lema 
9.19 existe un p-morfismo f del marco de MI en el marco del mo­
delo canónico de la lógica del marco de M, a saber L, cuyo reco­
rrido es el conjunto de todos los conjuntos de fórmulas maximales 
y L-consistentes que incluyen a la teoría modal de M. Pero puesto 
que la teoría modal de M es L, todo conjunto maximal L-consis­
tente incluye a la teoría modal de M, y de este modo f es un p-
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morfismo del marco de M' sobre el marco del modelo canónico de 
L.Portanto, puesto que el marco de M' es un L-marco, lo es el 
marco del modelo canónico de L (las fórmulas modales se preser-

. van bajo imágenes p-mórficas). L es pues canónica.l 

3. Vamos a estudiar en este apartado un ej~mplo de lógica fini­
tamente axiomatizable, canónica, completa, pero cuya clase de 
marcos no es elemental. El ejemplo se debe a Kit Fine (K. Fine 
[1975]). 

La lógIca que estudiaremos tiene por axioma la fórmula 

ODp-7(OD(p /\q) v OD(p /\ -q)). 

Vamos a llamar a esta lógica KF, en honor de K. Fine. Para de­
mostrar que es canónica necesitamos algunos lemas previos. 

. Dado un conjunto cualquiera de fórmulas modales ~, refirá­
monos con /\~ a la clausura de ~ bajo conjunciones. Con Dó al 
conjunto {DA: A E M. y con O~ al conjunto lOA: A E ~}. 

LEMA 9.21: Para todo conjunto}; de fórmulas modales maxi­
mal KF-consistente, toda fórmula B, y todo conjunto no vacío de 
fórmulas Ll, si el conjunto OD/\~cL, entonces 

I 
. Prueba: Supongamos que OD/\~ e L. Supongamos además 

que el conjunto OD/\(~ u {B}) no es un subconjunto de L. En tal 
caso, o ODB !i!: L, o existe algún n y A¡, ... ,An E ~ tales l que 
OD(A¡/\ ... /\ An /\ B) !i!: L. Supongamos que se da el primer caso. 
Entonces, si A es una conjunción de fórmulas pertenecientes a ~, 
tenemos que OD(A 1,\ B) ~ L, pues en caso contrario, puesto que 
la·fórmula OD(A /\ B)-70DB es mi teorema de la lógica K, ODB 
pertenecería a L. Como que ODA E L (por la suposición), tene­
mos por el axioma de KF que OD(A /\ B) v OD(A /\ ....,B) E L. Por 
tanto OD(A /\ ....,B) E LPor tanto, en el primer caso tenemos que 
OD/\(~ U {...., B }) e L. En el segmi.do caso podemos razonar de 
modo parecido" ' 
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LEMA 9.22: Si {~i: i E JI es una coLecCión de conjuntos de 
fórmuLas ordenado totaLmente por inclusión, entonces todo con­
junto de fórmuLas L con La propiedad de que para cada i E 1 eL 
conjunto OD/\~iS;;;L, verifica que 

Prueba: Es obvio" 

LEMA 9.23: Todo marco (M,R) que verifique La condición 
(*) \;fXyE M(xRy -7 3ZE M(xRz /\ \;fuvE M(zRu/\ zRv -7 u = V 

/\ yRv)) es un KF-marco. . 
Prueba: Supongamos que (M,R): es un marco que verifica la 

condición (*). Supongamos que e es una asignación en (M,R). 
Supongamos además que ODp es· verdadera en u y que el conse­
cuente del axioma de KF es falso en u (todo ello para la asigna­
ción e). Puesto que ODp es verdadera en u, sea v tal que uRv y . 
\;fwE M(vRw -7 W E e(p)). Al ser el consecuente falso en u tene­
mos que 

\;ftE M(uRt -7 3SE M(tRs /\ (s e: e(p) v s e: e(q)))) 
y 

\;ftE M(uRt -7 3SE M(tRs /\ (s e: e(p) v s Ee(q)))) 

Puesto que uRv, sea, por (*), z tal que uRz y 

\;frtE M(zRr /\ zRt -7 r = t /\ vRt) 

Séan además s y sI tales que zRs, (s e: e(p) v se: e(q)), zRs I, y 
(SI e: e(p) v sI E e(q)). Entonces s = sI Y vRs. Por tanto, s E e(p), 
y por consiguiente s tanto pertenece como no a e(q), y esto es ab-
surdo. Concluimos pues que el axioma de la lógica KF es válido ' I en el marco.l I 

PROPOSICIÓN 9.24: La lógica KF es canónica y, por tanto, 
compLeta. 

Prueba: Veamos que en el marco canónico de KF vale la con­
dición (*) del lema anterior. Supongamos que u,v E MKF Y uRv. 
Sea ~ = {A: DA E u}. Razonemos por casos según que v tenga 
RKP-sucesores o no. 

I 
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a) Si v tiene RKF-sucesores, seaw tal que vRKFW. Entonces, y 
puesto que !::.. ~ w;!::.. es KF-consistente.No es difícil ver que 
OD"!::.. e u. Consideremos, usando el lema de ZOfll;, Uli conjunto 
maximal de fórmulas r con la propiedad de incluir a!::.. y tal que 
OD"r ~ u. r resulta ser maximal KF-consistente (en caso contra:" 
rio, si A es tal que A É r y-,A É r, entonces por el lema 9.21, 
OD"(r u {A}) ~ u o OD"(r u {-, A}) e u, pero en este caso r 
no es un conjunto maximal con la propiedad considerada). Por 
tanto el conjunto Dr u {B: DE E u} es KF-consistente. Sea t un 
conjunto maximal y KF-consistente que lo incluye. Entonces u RKF t 
Y Dr e t. Supongamos que tRKfs y tRKFr. Entonces r S;;;; s y r e r. 
Pero al ser todos estos conjuntos maximales y KF-consistentes, 
son iguales. Por tanto, puesto que !::.. e r, VRKFS y vRK,Fr. 

b) Si b no tiene RKF-sucesores, se cumple trivialmente el con­
secuente de la condición .• 

Para demostrar que la lógica KF.no es elemental obtendremos /~ 
'unKF-marco conJa propiedad de que ningún submarco elemental' 
numerable (en el sentido de la lógica de primer orden) del mismo 
es un KF-marco. Entonces tendremos lo deseado, puesto que si 
KF fuese elemental la clase de sus marcos estaría cerrada bajo 
submarcos elementales. 

Consideremos un ultrafiltro no principal V sobre el conjunto 
de los números naturales N. El conjunto 

M=NiuVu {V}, 

es el dominio del marco. La relación R del marco es la menor re­
lación en M que cumple las condiciones: 

i) Para cada X E V, VRX 
ii) Para cada n E N y cada XE V, XRn syss n E X. 

Así, R es la inversa de la relación de pertenencia 'en M (supone­
mosque la relación de pertenencia no se da entre núméros natura-
les). El gráfico de Res: ' 
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012345 ..................... n .......................................... . 

\ 
.... 

t Xo Xl 

Resulta que: 

a) (M,R) es un KF-marco. .: 
b) Si (M',R') es un submarco elemental de (M,R), entonces 

i) V E M' 
ii) V (j M':;z!:!1i 
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iii) Para cada X,Y E V (j M' {n E N (j M': XRn y YRn) 
es infinito. 

e) Ningún submarco elemental numerable de (M,R) es un KF:.. 
marco. 

Prueba de a): Sea e una asignación cualquiera en (M,R). 
Supongamos que u E M Y que ODp es verdadera en u. 
Consideremos los dos casos posibles: 1) u :;z!: V. En tal caso sea v E 

M tal que uRv y p es verdadera en todos sus R-sucesores. Puesto 
que u :;z!: V, Y u tiene un R-sucesor, u E V Y v E u. Entonces, v no 
tiene R-sucesores. Por tanto, la fórmula (p A q) es verdadera en 
todo R-sucesor de v, y por consiguiente la fórmula OD(p A q) es 
verdadera en u. 

2) u = V. Sea, como antes, v E M tal que uRv y p es verdadera 
en todos sus R-sucesores. Entonces tenemos que v E V Y v e e(p) 
(los elementos de v son precisamente sus R-sucesores). Por tanto, 
al ser V un ultrafiltro, e(p) (j N pertenece a V, y además e(q) (j N 
E V o N - e(q) E V. En el primer caso tenemos que v' =e(p) (j 
e(q) (j N E V, Y por tanto que la fórmula D(p A q) es verdadera en 
v' y VRv'. Por consiguiente, OD(p A q) es verdadera en u. En el 
segundo caso tenemos que el conjunto v" = e(p) (j N (j (N - e(q» 
E V, Y por tanto que v" e e(p) (j e(-,q). Así, la fórmula D(p A 

-, q) es verdadera en v" y VRv". Por tanto OD(p A -, q) es ver­
dadera en u. 

I 

I 

I 
'1 
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Prueba de b) : i) La fórmula 3yz (Rxy 1\ Ryz) es satisfecha en 
(M,R) únicamente por V. ii) La fórmula 3y Rxy es satisfecha en 
(M,R) por V. iii) Para cada n E N, la fórmula 3x¡ ... Xn e\~i~j~nXi"* 
Xj 1\ Rxx¡ 1\ Rxxj) es satisfecha por cada X, Y E V. 

Prueba de e): Supongamos que (M',R') es un submarco ele­
mental de (M,R) numerable. Sea {Xn: n E a} una enumeración de 
V n M' (donde a es N o un segmento inicial de N). Definamos 
dos secuencias infinitas de elementos de Xo n M', (an: n E ro) y 
(bn: n E ro) tales que 

1) Para cada n E ro an E Xny bn E Xn 

2) Para cada n E ro an "* bn 

3) Para cada n E ro y cada m < n an y bn son diferentes de am 
y de bm• 

La definición de las secuencias puede realizarse por recursión uti­
lizando ii) y el hecho de que el ultrafiltro es no-principal. Sea e 
una asignación en (M',R') tal que e(p) = Xon M' y e(q) = tan: n E 

ro}. Entonces, dado X E V n M', tenemos que, para algún n, X = 
Xn. Pero, puesto que bn E Xn y bn li!: e(q), tenemos que O(p 1\ q) 
es falsa en X, y ya que an E Xn y ~ li!: e(-,q ), tenemos que O(p 
1\ -, q) es falsa en X. Por tanto, tanto OO(p 1\ q) como OO(p 1\ -,q) 
son falsas en V. Ahora bien, OOp es verdadera en V, puesto que Xo 
pertenece a V y e(p) = Xo n M'. 

EJERCICIOS 

! 

9.1. Demostrar que las inclusiones de las que se habla antes de 
la proposición 9.2. son propias. Pensar en la clase de marcos fini­
tos y en la clase de marcos infinitos. 

9.2. Demostrar ii) del teorema 9.3. 
9.3. Demostrar el teorema de compacidad utilizando ultrapro­

duetos. Dado un conjunto :E de sentencias de un lenguaje de pri­
mer orden finitamente satisfactible, demostrar que :E és satisfacti­
ble obteniendo a partir de modelos de los subconjuntos finitos de 
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L un ultraproducto de los mismos modelo de L. Tener en cuenta la 
prueba de i) del teorema 9.3. 

9.4. Demostrar el teorema 9.5. 
9.5. Demostrar ii) de la proposición 9.6. 
9.6. Encontrar una sentencia universal de segundo orden tal 

que los marcos modelo de la misma sean los marcos finitos. 
Piénsese en la caracterización siguiente de la finitud: Un conjunto 
es finito si y sólo si no es biyectable con ningún subconjunto pro­
pio. Concluir que hay clases de marcos caracterizados por una 
sentencia universal de segundo orden que son ECE pero no EC. 
Demostrar utilizando lo anterior que la clase de marcos finitos no 
es la clase de marcos de ninguna fórmula modal. 

9.7. Demostrar a) del ejemplo que sigue al corolario 9.16, y 
completar los razonamientos del resto de dicho ejemplo. 

9.8. Consideremos el axioma de McKinsey, la fórmula 
DOp-70Dp. La clase de marcos de esta fórmula no es de primer 
orden. Para demostrarlo considérese el marco (M,R) con 

M= {O} u In: n;::: 1} u {n*: n;::: 1} u 
u {-n:n;:::l} u {f:f:W-{O} -7 {O,l}} 

Y R = {(O,n): n ;::: 1 } u {(n,n*): n ;::: 1} u {(n,-n): n ;::: 1 } 
u {(n*,n*): n;::: 1} u {(-n,-n): n;::: 1} u {(O,f): 

f:W-{O} -7 {0,1}} u {(f,-n):f:W-{O) -7 {O,I}yf(n)=O} 
u {(f,n*): f: N-{ O} -7 {0,1} Y f(n)=I}. 

i) Demostrar que en este marco es válido ei axioma de 
McKinsey. Dada una asignación, demostrar que es verdadero en 
los Índices distintos de O no tiene dificultad. Para demostrar que es 
verdadero en O hay que considerar una función f apropiada. 

ii) Demostrar que la clase de marcos en los que es válido .el 
axioma de McKinsey no es EC. Para ello considerar una subes­
tructura elemental numerable de (M,R), (M',R'), tal que el conjun-
to {O} U In: n;::: l} u {n*: n;::: 1} u {-n: n;::: 1} está incluido en 
M', que existe por el teorema de Lowenheim-Skolem desc~ndente. 
Sea, puesto que M' es numerable y el conjunto de funciones de W 
en {0,1} tiene la cardinalidad del continuo, una función f de W en 
{ O, 1} tal que pertenece a M pero no a M'. Considérese una asigna­
ción e en (M' ,R') tal que 

e(p) = {n*: f(n) = 1} u {-n: f(n) = O}. 
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Demostrar que en (M',R',e) DOp es verdadera en 0, y ODp es falsa 
en O. Tener en cuenta que, si g es tal que para cada n, g(n) = O si y 
sólo si f(n) = 1, entonces g (it M'. Para verlo encontrar una fórmula 
con únicamente dos variables libres en el lengUaje de primer 
orden de tipo de semejanza {R}, <I>(x,y), tal que para cada a,b E M 
(M,R) 1= <I>(x,y)[a,b] si y sólo si a y b son funciones y para cada n, 
a(n) = O si y sólo si b(n) = 1. 



CAPíTULO 10 

, ÁLGEBRAS MODALES 

En el capítulo 3 hemos presentado las semánticas de marcos y 
de modelos para' la lógica modal sentencia!. En este capítulo 
vamos a presentar otra semántica para la lógica modal seritencial, 
la semántica' algebraiéa, 'en la que las fórmulas modales se' inter­
pretan en las llamadas álgebras modales. El interés de las álgebras 
mO,dales no se reduce al de ser las interpretaciones en' una' nueva 
semántica para la lógica modal. Nos van a permitir responder a la 
pregunta, relacionada' con las cuestiones inversas a las tratadas en, 
el capítulo anterior, por las 'condiciones que debe cumplir una 
clase de marcos para que sea caracterizable mediante una fórmula 
modal. ' ' 

1. Un álg,ebra modal normal es un tuplo 

A = (A, /\, v, *,0,1,1:) 

donde (A, /\, v, *,0,1) es un álgebra de Boole y 1: es una operación 
monádica en A tal que para cada.a,b E A 

i) 1: (a /\ b) = 1: a /\ 1: b 
ii) 1: 1 = 1. 

A menudo, al hablar de álgebras 'modales normales, omitire­
mos el adjetivo normal, pero nos referiremos, a menos que diga­
mos 10 contrario, a este tipo de álgebras. 

, Dada un álgebra de Boole A, definamos la relación ~ en A por 

a ~ b si y sólo si a /\ b = a. 

Esta relación es una relación de orden parcial reflexivo en A y la 
estructura (A, ~) es un retículo complementado y distributivo con 
supremo e ínfimo. 

[151] , 
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Definamos, además 

(a => b) = a* v b 

(a <=> b) = (a => b) /\ (b => a) 

PROPOSICIÓN 10.1; En tf!da álgebra de Boole B 
i) (a => b)= 1 si y sólo si a::; b 

ii) (a <=> b) = 1 si y sólo si a = b. 
Prueba: i) Si (a =>b) = 1, a* v b = 1. Por tanto (a* V b) /\ 'a = 

a, con lo cual tenemos qu~ b /\ a = a. Así, a ::; b. Por otra parte, si a 
::; b, a /\ b = a, y por tanto (a/\ b) v a* = a V a* = 1. Así, b V a* = 1 
Y (a => b) = 1. ." . 

ii) Si (a <=> b) = 1, tenemos que (a => b) ::= 1 y (b => a) = 1. 
Por tanto, por i), a ::; b Y b ::; a. Así, a = b. Por otra parte, si a = b 
tenemos que a::; b Y b ::;a, y por tanto que (a => b) = 1 Y (b => a) = 
1. Por. consiguiente (a <=> b) = U 

PROPOSICIÓN 10.2: En toda álgebra modal normal ocurre que 

i) si a::; b, entonces '& a ::; '& b 
ii) '&(a=>b)/\'&a::; '&b 

iii) ('& (a => b) => ('& a=>,& b» = 1 
iv) '& (a=> b) ::; ('& a=>,& b) . 

Prueba: i) Si a::; b, a /\ b = a, y por tanto '& (a /\ b) = '& a. Por 
tanto, por la condición i) de la definición: de álgebra modal nor­
mal, '& a /\ '& b = '& a, con lo' cual tenemos que '& a ::; '& b. 

ii) '& (a => b) /\ '& a = '& «a => b) ¡\ a) = '& «a* V b) /\ a) = '& (b /\ a) 
::; '& b. 

iv) '& (a => b) /\ ('&a => '& b) = ('& (a => b) /\ «'& a)* V '&·b) = 
('& (a => b) /\ ('& a)*) v ('&(a => b)' /\ '& b) = '& (a =>~) pues, por 
ii), tenemos que '& (a=> b) /\ '& a::; '& b , Y por tanto que ('& (a => 
b) /\ '& a) ::; (,&. (a => b) /\ '& b). Tenemos pues lo deseado. 

iii) equivale a iv)" 

La idea de álgebra modal normal surge al considerar las álge­
bras de Lindenbaum-Tarski de las lógicas modales normales. 

Para cada lógica modal normal L en el lenguaje modal senten-
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ciallP, definamos en el conjunto For(lP) larelación de equivalen­
cia ":L por: 

B -L C si y sólo si I-:L BBC. 

Consideremos el conjunto cociente For(lP)/"'L = {[B]: B E For(lP)}, 
donde [B] es la clase de equivalencia determinada por B. 

Observemos que si B -L B' y' C' -L CI entonces 

. i) -,B -L ~B ' 
ii) OB -LOB' 

iii) (B A C) -LeB' A C') 
iv) (B v C) -L (:El' V C'). I . 

Por tanto,podemos definir en el conjunto For(lP)/-L las operacio­
nes diádicas VL Y AL, Y la operación monádica *L mediante: 

[B]*L = [-,B] 
[B] VL [C] = [B v C] 

[B]AL [C] = [B A C]. 

Definamos además OL = [1.] Y IL = [T]. Por último, definamos la 
operación monádica, 'tL, en For(lP)/-L por: 

'tL [B] = [OB]. 

El álgebra (For(lP)/-L' .AL, VL, *L, 0L, IL, 'tL) es un álgebra 
modal normal como fácilmente puede comprobar el lector. A esta· 
álgebra se la conoce como el álgebra de Lindenbaum-Tarski de ,la 
lógicaL. 

Observemos que para poder realizar la construcción del álge­
bra de Lindenbaum-Tarski hemos necesitado únicamente la pro­
piedad modal de las lógicas normales de estar cerradas bajo la 
regla: si BBC E L, entonces OBHOC E L. Para que el álgebra 
sea normal, se necesita que la lógiea esté cerrada bajo necesidad y 
contenga todas las instancias del axioma distributivo, es decir, que 
sea normal. 

Por otra parte, si consideramos un lenguaje modal lP, para 
cualquier marco (M,R) y asignación en el mismo e, tenemos que 
el conjunto de los subconjuntos de M, e = {e(B): B E For(lP)}, 

¡ 
. l' 
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que la asignación e asigna a las fórmulas modales, es un álgebra 
de subconjuritos de M. Si definimos en este conjunto una opera­
ción 't de modo que para cada fórmula B . 

't (e(B» = e(DB), 

tenemos que el álgebra < e, n, u, ...:.; 0, M, 't) es un álgebra modal 
(de conjuntos). . . . 

2. Vamos a interpretar los lenguajes modales sentenciales en 
las álgebras modales. Para ~llo necesitamos la noción de asigna- . 
ción de elementos de un álgebra a las letras sentenciales de un len­
guaje. 

Dadq un lenguaje modal sentencial lP' y un álgebra modal A, 
una asignación en el álgebra A es una funCión s de lP' en el domi-
nio de A. . ,. 

Dada una asignación s en el álgebra. A, podemos extenderla, 
en virtud del teorema de definición por recursión, auna función, a 
la que seguiremos llamando s, del, conjunto de todas las lP'-fórmu­
las en el dominio A del álgebra de modo que: 

. i) s«B-7C) = s(B)* v s(C) 
ii) s(.1) = O 

iii) s(DB) = 't (s(B». 

El lector puede comprobar que: 

iv) s«(B /\ C) = s(B) /\ s(C) 
v) s«B v C)} = s(B) v s(C) 

vi) s(-,B) = s(B)*. 

Aunque utilizamos el mismo signo para laJtonjunción y para 
la operación correspondiente de las álgebral' modales, en cada 
caso está claro por el contexto cuál es su significado. Igual 
comentario vale para el caso del signo para la disyunción. ! 

Una fórmula modal B es válida en un álgebra modal A si y 
sólo si para toda asignación s en A, s(B) = 1. Unafórmula modal 
B es verdadera en una asignación s en un álgebra modal A si y 
sólo si s(B) es 1. 

A continuación vamos a ver que cada álgebra modal A da 
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lugar a una lógica mo.dal no.rmal, a saber: el co.njunto. de to.das.las 
fórmulas válidas en el álgebra. A esta lógica la llamaremo..s la 
lógica de A y no.s referiremo.s a ella co.n L(A). 

LEMA 10.3: Para cualquier álgebra modal A y cualesquiera 
asignaciones s y s' en A, ocurre que para toda fórmula modal B 
cuyas letras sentenciales estén entre las letras sentenciales dis­
tintas p¡, ... , Pn' Y cualesquier~fórmulas modal~s B¡, ... , Bn 
entonces s(p¡) = s'(B¡), ... , s(Pn)r s'(Bn), s'(B(p¡/B¡ ... Pn /Bn))= 
s(B). . 

Prueba: Po.r inducción, teniendo. en cuenta lo. que sabemo.s de 
la o.peración de sustitución .• 

PROPOSICIÓN 10.4: Para toda álgebra modal normal A y todo 
lenguaje modal proposicional, el ·conjunto de fórmulas modales 
válidas en A, L(A), es una lógica modal normal. 

Prueba: i) Puesto. que to.da asignación s en A asigna el valo.r 1 
a cada tauto.lo.gía del sublenguaje pro.po.sicio.nal del lenguaje 
mo.dal (el lecto.r puede demo.strarlo. apelando., po.r ejemplo., a un 
cálculo. co.mpleto. para la lógica sentencial), L(A) co.ntiene a to.da 
tauto.lo.gía del sublenguaje pro.po.sicio.nal del lenguaje mo.dal. ii) 
L(A) está cerrada bajo. modus ponens, pues para cada asignación s 
en A, si s(B-7C) = 1 Y s(B) = 1, resulta que s(C) =1. iii) L(A) está 
cerrada bajo. necesidad, puesto. que para cada asignación s en A, si 
s(B) = 1, ento.nces s(DB) = 1. iv) L(A) co.ntiene to.da instancia del 
axio.ma distributivo.. Si s es una asignación en A,ento.nces 

, . 

s(D(B-7C)-7(DB-7DC)) = 
1: (s(B)=? S(C)).=? (1: (s(B)) =? 1: (S(C))) = L 

v) L(A) está cerrado. bajo. sustitución, pues si B es válida en A y 
co.nsideramo.s una instancia de sustitución de B, B(p/C), Y s es una 
asignación en A, po.demo.s co.nsiderar la asignación s' que es en 
to.do. idéntica a's excepto. en que s'(p) = s(C). Por el lema anterio.r 
tenemo.s que s(B(p/C) = s'(B), y puesto. que s'(B) = 1 (B es válida 
en A), s(B(p/C)) = 1.1 

Si co.nsideramo.s el álgebra de Lindenbaum-Tarski, AL, de una 
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lógica modal normal L, en ella podemos definir una asignación SI 

de modo que para cada letra sentencial p . 

sdp) = [p]. 

Entonces tenemos el siguiente ·Iema: 

LEMA 10.5: Para cada fórmula modal A, sL(A) = IAl. 
Prueba: Por inducción. Se deja al lectod 

TEOREMA 10.6: Para cadafórmula modal A 

sL(A) = l L si y sólo si A es un teorema de L. 

Prueba: i) Si. A es un teorema de L, lo es (AH T). Por tantl 
s[JA) = l L' ii) Si sdA) = l L, entonces [Al = 1 L, Y por tantl 
(AH T) es un teorema de L; por consiguiente lo es también A.I 

Este teorema tiene una consecuencia importante, que es l 
siguiente: 

TEOREMA 10.7: Para toda lógica normal L, la lógica de! 
álgebra de Lindenbaum~Tarski de L es precisamente L. 

Prueba: Si B es válida en AL, entonces sL(B) = 1 L Y por tant, 
B es un teorema de L. Por otro la.do, si B es un teorema de L y s e 
una asignación en AL, supongamos que las letras sentenciales qu 
ocurren en B están entre: las letras sentenciales PI'"'' Pn. Sea 
B 1," ., Bn fórmulas para las cuales s(p 1) = [B 1], ... , s(Pn) = [Bn: 
Entonces, puesto que para cada i, con 1::; i::; n, tenemos que s(p¡ 
= sL(B¡), por el lema 10.3 pOd~7s concluir que 

sL(B(pIIB¡, ... , PnIBn» = s(B). 

Puesto que B es un teorema. de L, lo es B(pIIB¡, ... , Pn/Bn)' Po 
tanto, la asignación SL asigna a esta fórmula el valor 1 L, con 1, 
cual concluimos que s(B) = 1 L' Por tanto, B es válida. en AL, . 
pertenece a la lógica de AL.I 

Si L es una lógica modal normal, diremos que un álgebr 
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modal A es una L-álgebra siy sólo si en ella son válidos todos los 
teoremas de L, es decir si L e L(A). 

Diremos que una lógica L es algebraicamente. completasiy 
sólo si los teoremas de L son precisamente las fórmulas válidas en 
toda L-álgebra. 

A continuación podemos probar el teorema de completitud 
algebraica para las lógicas modales normales. Como vamos a ver, 
toda lógica normal es algebraicamente completa. Ello se sigue 
inmediatamente del último teorema. Este hecho ha llevad/a algu­
nos autores a afirmar que la semántica algebraica es sim~lemente 
sintaxis disfrazada, afirmación que se toma casi como sinónima de 
afirmar que es superflua. Ahora bien, por un lado, las álgebras 
modales son objetos interesantes en sí mismos, y la conexión entre 
ellas y las lógicas modales, proporcionada por la semántica que 
estamos estudiando, es útil para el estudio de las' álgebras modales 
al permitir aplicar resultados lógicos al estudio de éstas. Por otro 
lado, como pone de manifiesto, por ejemplo, el trabajo de Blok 
(Blok [1980]), la semántica algebraica puede ser muy útil para 
estudiar relaciones entre las lógicas modales al permitir utilizar en 
dicho estudio métodos algebraicos muy potentes. Además, como 
veremos y hemos mencionado al principio del capítulo, a nosotros 
nos va a servir para caracterizar aquellas clases de marcos que son 
definibles mediante una fórmula modal. Para ello utilizaremos 
algún resultado del álgebra universal. 

TEOREMA 10.8 (de completitud algebraica para K): Para toda 
fórmula B 

I-K B si y sólo si B es válida en toda álgebra modal 

Prueba: El conjunto de fórmulaS válidas en toda álgebra 
modal es una lógica normal. Por tanto incluye a K. Por otra parte, 
toda fórmula válida en toda álgebra modal es válida en el álgebra 
AK y portanto~ por el teorema 10.7, es un teorema de K.a 

TEOREMA 10.9 (de completitud algebraica para las lógicas nor- . 
males): Toda lógica normal Les algebraicamente completa. 

Prueba: Por el teorema 10.7, el álgebra AL es una L-álgebra. 
Por tanto, si una fórmula es válida en toda L-álgebra, lo es en AL' 
y por consiguiente, por el teorema 10.7, es un teorema de L.. 
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3. Podemos hablar de las álgebras modales mediante un len­
guaje de primer orden con identidad y sin relatores pero con los 
signos funcionales, ., +, *, 'r, Y las constantes O y 1 . A este len­
guaje lo llamaremos el lenguaje de las álgebras modales. 

Dada un álgebra modal, el signo . se interpretará siempre 
como la operación 1\ del álgebra. El signo+ como la operación v. 
El signo * como la operación *. El signo 'r como la operación 'L. Y, 
por último, los signos O y 1 como el O yel 1 del álgebra, respecti­
vamente. 

Una ecuación del lenguaje de las álgebras modales es una fór­
mula de la forma t¡""t2 donde t¡ yt2 son.términos. 

Diremos que una ecuación t¡ "" t2 es válida en un álgebra 
modal A si y sólo si su clausura universal es verdadera en A. 0, 
de modo equivalente, siendo x¡, ... ,x¡j las variables que ocurren en 
la ecuación, si y sólo si para cada a¡, ... ,an E A , A 1= t¡ "" t2 
[a¡, ... ,an], lo que a su vez equivale a decir que· para cada a¡, ... ,an 
E A, t¡A[a¡, ... ,an] = t2A[aH ... ,an]. 

Al igual que podemos traducir los lenguajes modales a lengua­
jes de primer orden apropiados para hablar de marcos y de mode­
los, podemos traducir los lenguajes modales al lenguaje de ·las 
álgebras modales. Vamos a centrarnos en el caso del lenguaje 
modal numerable. Para el caso de. un lenguaje no numerable debe­
mos considerar el lenguaje de primer orden de las álgebras moda­
les con un conjunto de variables de la cardinalidad del conjunto de 
las letras sentenciales del lenguaje modal. 

Supongamos una enumeración sin repeticiones de las letras 
sentenciales del lenguaje modal, y una enumeración del mismo 
tipo de las variables del lenguaje de las álgebras modales. Defi­
nimos por recursión una función # que asigna, a cada fórmula 
modal B, un término del lenguaje de las álgebras modales, B#, de 
modoqu;; 

Es fácil demostrar que, para cada fórmula modal B y c~da fórmula 
modal e, las ecuaciones siguientes son válidas en toda álgebra 
modal: 
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(B 1\ C)# ::::: B#·C# 
(B V C)# ::::: B# + C# 

(-,B)#::::: (B#)*. 

159 

La proposición siguiente nos enseña que a cada fórmula modal 
le corresponde una ecuación. de modo que la fórmula y la ecuación 
son válidas en exactamente las mismas álgebras. 

PROPOSICIÓN 10.11: Para toda fórmula modal B, y toda álge-, 
bra modal A, B es válida en A si y sólo si B#::::: 1 es válida en A. , 

Para la prueba de la proposición necesitamos el siguiente 
lema: I 

LEMA 10.12: Si. B es una fórmula: cuyas letras sentenciales 
están entre las letras P¡, ... , Pn, Y s es una asignación en A, enton­
ces 

_ #A 
s(B) - B A [s(p¡), ... , s(Pn)]' , 

Prueba: Por inducción .• 

Prueba de la proposición 10.11: Sea B una fórmula cualquie­
ra. Supongamos que las letras sentenciales que ocurren en B están 
entre 1>¡, ... , Pn' Si B es válida en el álgebra modal A, entonces 
para cada asignación s en A, s(B) = 1. Dados a¡, ... , an E A, consi­
deremos una asignación s tal que s(p¡) = al' ... , s(Pn) = ~. Por el 

#A #A lema tenemos que B [s(p¡), ... , s(Pn)] = B [al,"', an] = 1. Por 
tanto la ecuación B# ::::: 1 es válida en A. 

Por otro lado, si la ecuación B# ::::: 1 es válida en A, y s es una 
asignación cualquiera en A, tenemos que B#A[s(Pl), ... ,S(Pn)] = 1. 
Por tanto, por el lema, obtenemos que s(B) = 1. Así, podemos 
concluir que B es válida en A.I 

COROLARIO 10.13: Para toda lógica normal L y toda fórmula 
modal B I-LB si y sólo si B# ::::: 1 es válida en toda L-álgebra. 

Prueba: Por la proposición anterior y el teorema de completi­
tud algebraica" 

Diremos que un álgebra modal A es un modelo de un conjunto 
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de ecuaciones Ll si y sólo si todas las ecuaciones pertenecientes a 
Ll son válidas en A. 

COROLARIO 10.14: Si 1:: es un conjunto de axiomas para una 
lógica modal L, entonces: 

i) Para toda fórmula modal B, h-B si y sólo si B# "" ] es 
consecuencia de {C# "" ]: C E 1::}. 

ii) Para toda álgebra modal A, A es modelo de/conjunto 
(C# "" ]: C E 1:: l si y sólo si A es una L-álgebra. 

Prueba: ii) Si A es modelo de {C# "" ] : C E 1::}, en virtud de 
la proposición 10.11, las fórmulas de 1:: son válidas en A, con lo 
cual podemos concluir que L = L(1::) e L(A), y por tanto que A es 
una L-álgebra. Por otra parte, en toda L-álgebra son válidas todos 
los teoremas de L. Por tanto también lo son todas las fórmulas de 
1:: y, por la .proposición 10.11, todas las ecuaciones correspondien­
tes a las fórmulas de 1::. 

i) se sigue de ii): La afirmación de i) equivale a la siguiente: 
B#"" ] es una consecuencia ~e {C# "" ] : C E 1::} si Y sólo si B# ""] 
es válida en todaL-álgebra. Pero esta afirmación se sigue inme­
diatamente de ii).1 

Una clase de álgebras modales se dice que es una clase ecua­
cional si y sólo si es la clase de todas las álgebras modaleS modelo 
de algún conjunto de ecuaciones. 

El último corolario nos muestra que, para cada lógica modal 
normal L, la clase de las L-álgebras es una clase ecuacional de 
álgebras modales. La inversa de esta afirmación también es cierta. 
A cada clase ecuacional de álgebras modales le podemos asociar 
una lógica cuyas álgebras son precisamente los elementos de la 

tase. Para demostrarlo neces¡tamos una traducción de los térmi­
os del lenguaje de las álgebras modales a fórmulas del lenguaje 
odal sentencial. Definamos, por recursión, una función, +, del 

conjunto de los términos del lenguaje de las álgebras modales en 
el conjunto de las fórmulas modales de modo que 

Xn + es Pn 

O + es ..L 
] + es T 

(t1*)+ es -,(1+ 
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(trt2)+ es (t¡+ A t2+) 
(t¡+ t2)+ es (t¡+ v t~+) 

('t't )+ es Ot +. 
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Puede demostrarse, por inducción y sin dificultad, que, para 
todo término t, la ecuación (t+)# ::::: t es válida en toda álgebra 
modal. ' 

Introduzcamos nuevos signos funciona-Ies, -7 y ~, en el len­
guaje de las álgebras modales de modo que para cada par de tér­
minos ti Y t2 las ecuaciones siguientes sean válidas en toda álgebra 
modal: ' 

(t l * + t2)::::: (t l -7t2) 

(tl* + t2) . (t2* + ti)::::: (tI8t2)' 

El signo -7 corresponde a la operación => en las. álgebras moda-
les, y el signo ~ a la operación~. ' 

No es difícil demostrar que para cualesquiera términos ti y t2 Y 
toda álgebra modal A ocurre que: 

i) (t1~t2)::::: 1 es válida en A si y sólo si ti::::: t2 es, válida- en A 
ii) (tl-7[2)::::: 1 es válida en A si y sólo si tl·t2::::: ti es válida 

enA 

El lector puede comprobar que para cada par de términos i 1 Y 
t2 la ecuación «(tI+)#~(t2+)#)::::: (tl+~t2+)# es válida en toda álge­
bra modal. 

Si.i1 es un conjunto de ecuaciones, podemos considerar el 
conjunto de fórmulas modales 

Este conjunto da lugar a la lógica modal L(.i1+), para la cual vale la 
proposición siguiente: 

PROPOSICIÓN 10.15: La clase ecuacional determinada por un 
conjunto de ecuaciones' .1 es la clase de las L( .1+ )-álgebras. 

Prueba: Si A es una L(.i1+)-álgebra, entonces, para toda ecua- ' 
ción ti::::: t2 perteneciente a.i1, la fórmula tl+~t2+ es válida en A. Y 
por la proposición 10.11, lo es la ecuación (t1+~t2+)# :::::1. Por 
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tanto, puesto que la ecuación ((t¡+)#H(t2+)#) "" (t¡+Ht2+)# es váli­
da en toda álgebra modal, tenemos que la ecuación (t¡+)#H(t2+)# 
;:,: ] es válida en A, con. lo cual tenemos que lo es la ecuación 
(t¡+)# "" (t2+)#' Y por tanto lo es t¡ "" t2' 

. Por otra parte, si Aies una álgebra modal en la que son válidas 
todas las. ecuaciones .de ~, y t¡""t2 E ~, puesto que t¡""t2 es válida 
en A, tenemos que la ecuación (t¡Ht2) ""] es válida en A. Por 
tanto también lo es la ecuación ((t¡+)#H(t2+)#) ""], con lo cual 
obtenemos que la ecuación (t¡+Ht2+)# ""] es válida en A, ypor 
consiguiente, en virtud de la proposición 10.11, lo es la fórmula 
(t¡+Ht2+)' Concluimos por tanto que A es una L(~+)-álgebra.l 

4. Vamos a estudiar ahora tres nociones algebraicas: la de 
subálgebra, la de homomorfismo entre álgebras, y la de producto 
directo de álgebras. 

Un álgebra A¡ del tipo de las álgebras modales (con dos ope­
raciones diádicas, dos monádicas y dos objetos distinguidos) es 
una subálgebra de un álgebra modal A2 si y sólo si 

i) A¡ e A2 
ii) A ¡ está cerrado bajo las operaciones de A2 
iii) Cada operación de A ¡ es la restricción a A ¡ de la opera­

ción correspondiente de A2 ' 
iv) El cero y el uno de A¡ son, respectivamente, el cero y el 

uno de A2. 

PROPOSICIÓN 10.16: Si A¡ es una subálgebra de A2, entonces 
i) Para todo término t(x¡, ... ,xn) del lenguaje de las álgebrás 

modales, y cada a¡, ... ,an E 'A¡ 

ii) Para cada ecuación t¡ :::: t2 cuyas variables libres están 
entrelasx¡"",xn y cada a¡, ... ,an E A¡ 

, iii) Toda, ecuación válida en A2 es válida en Al' 
Prueba:, Por inducción.l 
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COROLARIO 10.17: Toda subálgebra de un álgebra modal es 
un álgebra modal. 

COROLARIO 10.18: Si Al es una subálgebra de una álgebra 
modal A2 , entonces toda fórmula modal válida en A2 es válida 
en Al' • 

Prueba: Por la proposición anterior y la correspondencia entre 
fórmulas modales y ecuaciones del lenguaje de las álgebras moda-
les" . 

. Si (A¡ : i E 1) es una familia no vacía de álgebras modales, su 
producto directo es el álgebra que tiene como dominio el producto 

y como operaciones y elementos distinguidos las definidas a con-
tinuación: . 

(f Á g)(i) :::: f(i) Á¡ g(i) 
(f v g)(i) = f(i) v¡ g(i) 

f*(i) = f(i)*¡ 
('t f)(i) = 'ti f(i) 

O(i) = O¡ 
l(i) = 1¡ 

donde, por ejemplo, el subíndice i en Á¡ indica que ésta es la ope­
ración ínfimo del álgebra A¡: Al producto directo de la familia de 
álgebras (A¡ :. i El) nos referiremos con Il¡E 1 ~¡. 

PROPOSICIÓN 10.19: Si (A¡: i E 1) es una familia no vacía d~ 
álgebras modales, entonces para todo término t(x¡, ... ,xn) dellen­
guaje de las álgebras modales y cada f,f¡, ... ,fn E Il¡EI A ¡ 

Il¡EI A¡ 1= t(Xj, ... ,xn):::::: x [fl, ... ,fn,f] si y sólo si 
para cada i E 1 A¡ 1= t(Xj, ... ,xn)::::::x [fl(i),.;.,fn(i),f(i)]. 

Prueba: Por inducción.l 

COROLARIO 10.20: Todo producto directo de álgebras moda­
les es un álgebra modal. 
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})ROPOSlCIÓN 10.21: Si <i\¡: i E 1) es una familia no vacía de 
álgebras modales, y t es un témíino tal que para cada i E 1 la 
ecuación t::::: 1 es válida en A¡, entonces esta ecuación es váli­
da en n¡eI A¡ . 

Prueba: Es una consecuencia de la proposición 10.19.1 

<:OROLARIO 10.22: Si (A¡: i E 1) es una familia no vacía de 
álgebras modales, entonces toda fórmula modal válida en todas 
las álgebras de lafamilia es válida en n¡eI A¡. 

Prueba: Utilizando la última proposición y la correspondencia 
entre fórmulas modales y ecuaciones del lenguaje de las álgebras 
modales.. . 

Dadas dos álgebras modales A I Y A2, un homomorfismo de Al 
en A 2 es una fun9ión h de A I en A2 tal que: 

i) h(al\lb)=h(a)1\2h(b) 
ii) h(a vlb) = h(a) V2 h(b) 

iii) h(a*l) = h(a)*2 
iv) h(OI) = O2 
v) h(1l) = 12 

vi) h('tla) = 't2h(a). 

Debe observarse que si h es un homomorfismo de Al en A21 
h[A¡] es una subálgebra de A2 . 

. í 

PROPOSICIÓN 10.23: Si h es un homom01fismo de Al en A2, 
entonces: 

i)' Para toddiérmino t(XI,· .. , xn ) y todo al, .. ·, an <Al 

h(tA1[al, ... ,an)) = tA2 [h(al),···,h(an)]· 

ii)Si h es inyectivo, para toda ecuación ti '" t2 cuyas varia­
bles libres están entre XI, ... ,xn y cada al' ... , an E Al 

Al I=tl'" t2 [a¡, ... ,an] si y sólo si 
A2 1= ti'" t2 [h(a¡), ... ,h(an)]. 
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iii) Si h es inyectivo, toda ecuación válida en A2 es válida 
en A¡. 

iv) Si el homomOlfismoh es sobre A2,entonces toda ecua­
ción válida en A ¡ es válida en A2 . 

Prueba: i) se demuestra por inducción. ii), iii) Y iv) se obtie­
nen utilizando i)" 

COROLARIO 10.24: Si h es un homomOlfismo de Al en A2 
entonces 

i) si h es sobre A2 tenemos que toda fórmula modal válida en 
Alfo es también en A2. . . . 

ii) si h es inyectivo, toda fórlflula modal válida en A2 lo es 
también en Al. 

Prueba: Por la última proposición y la correspondencia entre 
fórmulas modales y ecuaciones del lenguaje de las álgebras moda­
les.l 

Por las proposiciones 10.16; 10.21 Y 1023 tenemos que toda 
clase ecuacional de álgebras modales está cerrada bajo imágenes 
homomorfas, productos directos de familias no vacías· y subálge­
bras. 

El teorema de Birkhoff consiste en la afirmación inversa. 

TEOREMA 10.23 (de Birkhoff): Una clase de álgebras moda­
les es una clase ecuacional si y sólo si está cerrada bajo imáge­
nes homomOlfas, productos directos de familias no vacías de 
álgebras de la clase, y subálgebras. 

Prueba: Ver Burris y Sankappanavar [1981] p. 75.1 

Dada una clase de álgebras X, sean: 
H(X) la clase de todas las imágenes homomorfas de las álge-

bras pertenecientes a X; ., 
S(X) la clase de todas las subálgebras de las álgebras pertene­

cientes a X; 
P(X) la clase de todos los productos directos de familias no 

vacías de álgebras pertenecientes a X. 
Dada una clase de álgebras X, consideremos la clase de álge­

bras HSP(X), la clase que obtenemos a partir de la clase X cerrán­
dola primero bajo productos directos de familias no vacías, cerran­
do luego el resultado bajo subálgebras, y cerrando, por último, la 
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clase obtenida bajo imágenes homomorfas. Resulta que HSP(X) es 
la menor clase de álgebras cerrada bajo subálgebras, imágenes 
homomorfas y productos directos de familias no vacías de álgebras 
de la clase. El lector puede comprobar que ello es asÍ. 

Una clase de álgebras cerrada bajo subálgebras, imágenes 
homomorfas y productos directos de familias no vacías de álge­
bras de la clase se dice que es una variedad. Por el teorema de 
Birkhoff tenemos que una clase de álgebras es una variedad si y 
sólo si es una clase ecuacional, y además que: 

TEOREMA 10.24: Para toda clase de álgebras X, la menor 
clase ecuacional que incluye a X es la clase HSP(X). ' 

EJERCICIOS 

10.1. Comprobar que el álgebra de Lindenbaum-Tarski de una 
lógica modal.normal es un álgebra modal normal. 

10.2. Comprobar que el álgebra de conjuntos asociada a un 
modelo mediante su asignación es ,una álgebra modal normal. 

10.3. Demostrar el lema 10.3. 
10.4. Demostra~ el lema 10.5. 
10.5. Comprobar que para cada fórmula modal B y cada fór­

mula modal C las siguientes ecuaciones son válidas en toda álge­
bra modal normal: 

(B 1\ C)# "" B# 1\ C# 
(B v C)ff "" B# v C# 

(-,B)# "" (B#)* 

10.6. Demostrar el lema 10.12. 
10.7. Demostrar que para toda colección A de álgebras moda­

les normales, el conjunto de fórmulas modales L(A) = lB: B es 
válida en toda álgebra elemento de A 1 es una lógica normal. 

10.8. Dada un álgebra de Boole B, diremos de las álgebras 
modales cuya álgebra de Boole sea B que son álgebras sobreR 
¿Cuántas álgebras modales existen sobre el álgebra de, Boole 
10,1), y cuáles son? ¿Y cuántas álgebras modales existen sobre,el 
álgebra de Boole de cuatro elementos? ¿Cuáles son? I 

1O;9~ Demostrar que para cada término t del lenguaje de las 
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álgebras modales la ecuación (t +)# ~ t es válida en toda álgebra 
modal. 

10.1 O. Demostrar que para cada par de términos t ¡ Y t2 del len­
guaje de las álgebras modales la ecuación «t¡+)#f-';(t2+)#) ~ 
(f¡+f-';t2+) es válida en toda álgebra modal. . 

10.11. Demostrar que para cualesquiera términos ti y i2 Y toda 
álgebra modal A ocurre que: 

i) (t¡f-';f2) ~ 1 es válida en A si y sólo si t¡~ t2 es válida en A 
ii) (t1-H2) ~ 1 es válida enA si y sólo si t¡.ti. ~ t¡ es válida 

en A: 
10.12. Demostrar la proposición 10.16 y los corolarios 10.17 y 

10.18. 
10.13. Demostrar la proposiciÓn 10.19 Y los corolarios 10.20, 

10.21 Y 10.22. 
10.14. Demostrar la proposición 10.23 y el corolario 10.24. 
10.15. Demostrar que para cada CIase X de álgebras modales 

HSP(X) es la menor clase de álgebras modales que incluye a X y 
está cerrada bajo subálgebras, .productos directos e imágenes 
homomorfas. 
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CAPÍTULO 11 

ÁLGEBRAS MODALES Y MARCOS 

1. A cada marco M = (M,R) podemos asociarle el álgebra 

A(M) = (P(M), n, u, -, 0, M, 1), 

donde 1 es la operación en el conjunto potencia de M, P(M), defi­
nida por: 

. I(X) = (UE M:\iVE M(uRv-7VE X)}. 

Es fácil comprobar que esta álgebra es un álgebra modal normal. 
Tiene la propiedad siguiente: 

PROPOSICIÓN 11.1: Para todafól~mula modal B, 

B es válida en M si y sólo si B es válida en A(M). 

Prueba: Dada una asignación e en M = (M,R), podemos con­
siderar la asignación s en A(M) tal que para cada letra sentencial 
p, s(p) = e(p). Resulta que para cada fórmula modal B, s(B) = e(B) 
(se demuestra por inducción~. De igual modo cada asignación s en 
A(M) puede verse como una asignación e en (M,R). En este caso 
ocurre también que para cada fórmula modal B, s(B) = e(B).1 

A continuación vamos a estudiar las relaciones que hay entre 
las construcciones que hemos venido considerando para marcos 
(submarcos generados, uniones disjuntas e imágenes p-mórficas) 
y las que hemos considerado para álgebras modales (imágenes 
homomorfas, productos directos y subálgebras) cuando las aplica-

. mos a las álgebras asociadas a marcos del modo indicado. 

PROPOSICIÓN 11.2: Si el marco M1= (M¡,R¡) es un submarco 
generqdo del marco M 2 = (M2,R2), entonces la función f d~ 

[168] 
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P(M2) en P(M¡) tal que para cada X:::J M2 f(X) = X n M¡, es un 
homomorfismo del álgebra A(M2) 'sobre el álgebra A(M¡). 

Prueba: La función f es claramente una función sobre P(M¡). 
Es rutinario comprobar que es un homomorfismo tenierido en 
cuenta, para el caso de las operaciones 1 ¡ Y 12, que MI está cerrado 
bajo R2.1 

La proposición nos permite afirmar que, si M I es un submarco 
generado de M2, entonces el álgebra A(M'I) es una imagen homo­

. morfa del álgebra A(M2). La proposición siguiente nos enseña que 
a la union disjunta de una familia de marcos le corresponde el pro­
ducto directo de las álgebras asociadas a los marcos de la familia. 

PROPOSICIÓN 11.3: Si «Mi,Ri): i E 1) es unafamilia no vacía 
de marcos, entonces el álgebra asociada a la unión disjunta 
EB¡EI (M¡,R¡), A(EBiEI (Mi,Ri»), es isomorfa al producto directo 
IIieI A«Mi,R¡») de las álgebras asociadas a los marcos de lafamilia. 

Prueba: Consideremos la función f: U {Mi X {i}: i El} ~ 
IIie I P(Mi) definida por 

f(X)(i) = lu E Mi: (u,i) E X}. 

Entonces: i) f es inyectiva. ii) f es sobre IIiel P(Mi): Dada g E 

IIie I P(Mi), consideremos el conjunto Xg = U I g(i) x {i}: i El}. 
Entonces, f(Xg)(i) = g(i). iii) f respeta las operaciones de las álge­
bras: No hay dificultad en comprobar que respeta la intersección, 
la unión, el complementario, el cero y el uno. Para el caso de la 
operaciónI (correspondiente a 't) tenemos que 

f(I(X))(i) = I u E Mi: (u,i) E 'I(X)) 
= lu E Mi: 'Vv E Mi (uRiv ~ (v,i) E X)} 

= Iif(X)(i), 

y por tanto, f(I(X)) = 't f(X).1 

PROPOSICIÓN 11.4: Si f es un p-morfismo de M I= (MbR¡) en 
M2= (M2,R2), entonces la función· h: P(Mi) -7, P(M ¡) definida por 

h(X) = f -l[X] 

es un homomorfismo del álgebra A(M2) en el álgebra A(M¡). 
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Prueba: Es fácil.verque h respeta la intersección, la unión, el 
complementario, y asigna el cero al cero.y el uno al uno. Además, 
tenemos que h(I2(X»= f-l[I2(X)] = I¡(f~l[X]). La razón es la 
siguiente: Si u E M¡ es tal que f(u) E I2(X), entonces p.~ra todo 
v E M2 tal que f(u)R2v, v E X. Ahora bien, si uR¡w entonces, al 
ser f un p-morfismo, f(u)R2f(w), y por tanto f(w) E X, con lo cual 
concluimos que w E f-1[X]. Así, u E I¡(f-1[X]). Por otra parte, si 
u E I¡(f-1[X]), tenemos que para todo w E M¡ tal que uR¡w, w 
E ·t1[X]. Supongamos que u e f- 1[I2(X)]. En tal caso f(u) e 
I2(X).Por tanto existe v E M2 tal que f(u) R2 v y v e X. Sea u' E 

M¡ tal que f(u') = v y uR¡u'~ que existe al ser funp-morfismo. 
Entonces, u' E f-1[X], y por tanto, f(u') E X. Pero entonces v E X, 
lo que es absurdo. Por tanto concluimos que u E f-l [I2(X)].1 

PROPOSICIÓN 11.5: Si f es un p-m01jismo del marco M¡ = 
(M¡;R¡) sobre el marco M2 = (M2,R2), la función h de P(M2) en 
P(M¡) definida por 

h(X) = f-l [X] 

es una inmersión del álgebra A(M2) en el álgebra A(M¡). 
Prueba: Por la proposición anterior h' es un homomOlfismo. 

Además es una función inyectiva. La razón es la siguiente: Si X, Y 
e M2 son distintos, supongaIf1os que X ~ Y. Sea pues u E X tal 
que u e Y. Sea v E M¡ tal que f(v) =u. Un tal v existe al ser la 
función sobre M2• Entonces, v pertenece a f-l[X] pero no a f-l[y]. 
Si Y t X razonamos de modosimilad 

Por la prqposición anterior tenemos que, si un marco M2 es 
una imagen p-mórfica de un marco M ¡, el álgebra A(M2) es iso­
morfa a una subálgebra del álgebra A(M ¡.) .. 

2 .. En el apartado anterior hemos asociado a cada marco un 
álgebra modal; ahora asociaremos a cada álgebra modal un marco. 

Consideremos un álgebra modal normal cualquiera 

A = (A, A, v, *, O, 1, 't). 
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Puesto que (A, /\, v, *, O, 1) es un álgebra de Boole, podemos con­
siderar el conjunto de todos sus ultrafiltros 

St(A) = IU: U es un ultrafiltro en (A, /\, v, *, O, 1) l. 

Definamos en St(A) la relación R't mediante: 

UR-r V siy sólo si \7'aE A ('t a E U -7 a E V) 

. si y sólo si I a E A : 't a E U I k V. 

Observemos la analogía entre la definición de R't y, la defini­
ción de la relación de los marcos canónicos. El operador 't corres­
ponde al signo D, y los ultrafiltros a los conjuntos maximales L­
consistentes. 

Para ver de dónde surge la idea de la definición anterior consi­
deremos el modelo canónico de una lógica L, (ML,RL,eL)' y el 
álgebra modal determinada por la asignación eL, cuyo dominio es 
el conjunto 

I eL(B): B es una fórmula modal I 

Existe una correspondencia entre los ultrafiltros en esta álgebra y 
los conjuntos maximales L-consistentes. La correspondencia, que 
puede comprobar el lector, es la siguiente: Si U es un ultrafiltro en 
el álgebra, el conjunto lB: eL(B) E UI es un conjunto de fórmulas 
modales maximal y L-consistente. Y si 2: es un conjunto de fór­
mulas maximal y L-consistente, el conjunto I eL(B): B E 2: I es un 
ultrafiltro en el álgebra. Además ocurre que si 2: y ~ son conjuntos 
maximales y L-consistentes, y llamamos 'tL al operador del álge­
bra eL, 

2: RL~ syss para toda fórmula B, si DB E 2: entoncesB E ~ 
syss para toda fórmula: B, si 2: E eL(DB) entonces ~ E eL(B) 

syss para toda fórmula B, si ~L(B) E (eL(C): C E 2: I 
entonces eL(B) E (eL(C): C E ~I 

syss (eL(C): C E 2: HRL)'t (eL(C) : C E ~ I 

Debe recordarse la definición, dada en el capítulo 10, del operador 
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't en el álgebra determinada por la asignación de un modelo: 
't(e(B)) == e(DB). 

El marco que asociamos al álgebra A es el marco 

M(A) = (St(A), Re ). 

La correspondencia M( . ) no tiene propiedades tan buenas 
como la correspondencia A( . ). En esta última, para cada marco 
M, en M y en A(M) son válidas exactamente las mismas fórmulas 
modales. Ahora bien, para la correspondencia M( . ) únicamente 
tenemos que para cada álgebra modal A, toda fórmula válida en 
M(A) es válida también en A. Sin embargo, hay álgebras que 
poseen fórmulas válidas que no lo son en el marco asociado. La 
razón de ello se debe a que en el marco asociado a un álgebra infi­
nita hay más posibles falsadores que en el álgebra inicial. Para 
verlo con claridad estudiemos un ejemplo. 

Consideremos el álgebra de los subconjuntos finitos y cofini­
tos del conjunto N de los números naturales. Definamos en ella un 
operador 't mediante: 

't(X) = {n E N: V m < n m E X l. 

El álgebra 'resultante es una álgebra modal normal puesto que: 

i) 't (X n y),= {n E N: V m < n m E X n YI = In. E N: 
V m < n m E X} n {n E N: V m < n m E Y} = 't(X) n 
't(Y). 

ii) 't(N) = N. 

Obsérvese que para cada conjunto X finito o cofinito de !1úme­
ros naturales: 

1) Si X es distinto de N, 't(X) es finito. 
2) 't(X) = N si y sólo si X ;::; N. 

En el álgebra modal definida es válida la fórmula 
o (Dp-'7p)-'7Dp. La razón de ello es que para cada subconjunto 
finito o cofinito X de números naturales ocurre que 
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puesto que 't ('t(X) => X) = In E N: (\im< n) «\ir < m) (r E X)-7 
m E X) I y este último conjunto esta incluido en In E· N:\i m < n 
m E XI = 't(X). La razón es la siguiente: si n es tal que (\im < n) 
«\ir < m) (r E X) -7 m E X), Y m < n, entonces, caso de que m ~ 
X, podemos considerar el menor r tal que r es menor que n y r ~ 
X. Entonces \i s < r s E X, pero, al ser r < n, tenemos que r perte­
nece a X, lo que es absurdo. 

Por lo anterior tenemos que el álgebra 'que estamos conside­
rando es una GL-álgebra. Ahora bien, el marco asociado a la 
misma no es un GL-marco. Para verlo, consideremos elultrafiltro 
cuyos elementos son los subconjuntos cofinitos de números natu­
rales.Este ultrafiltro es no-principal. Llamémosle V. Entonces: 
VR'tV. La razón es la siguiente: Si iX es cofinito y 't(X) E V, X 
es N, y por tanto X E V. Por tanto, la relación R't no es inversa­
mente bien fundada, y el marco no es un GL-marco. 

LEMA 11.6: Si s es una asignación en el álgebra A y e es la 
asignación en el marco M(A) tal que para cada letra sentencial p 

e(p) = IV E St(A): s(p) E V}, 

entonces para toda fórmula modal B 

e(B) = IV E St(A): s(B) E VI. 

Prueba: Por inducción. Por la definición de e, vale para las 
letras sentenciales, y es obvio que vale para ..L. Demostrémoslo 
para el caso del condicional. Supongamos que vale para B· Y C. 
Entonces 

e(B-7C) = (S't(A)-e(B» u e(C) 
= IV E St(A): s(B) ~ VI u IV E St(A): s(C} E VI 

(hip. inductiva) 
= IV E St(A): s(B)* E VI u IV E St(A): s(C) E VI 

por las propiedades de los ultrafiltros 
= IV E St(A): (s(B)* v s(C» E VI por las propieda­

des de los ultrafiltros 
= I V E St(A): s(B-7C) E VI 

I 

1 
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Para demüstrarlü para el casü de las fórmulas de tipü DB" supün­
gamüs que vale para B. En tal casü 

e(OB) = {U E St(A): \IV E St(A) (U Rt V -7 V E e(B» I 
= {U E St(A): \IV E St(A) (U R't V -7 s(B) E V) I pür 

hipo inductiva 
= {UE St(A):1:s(B)E UI, 

la justificación de la última igualdad es la siguiente: Si 1:s(B) E U 
Y U R't V, tenemüs que \la E ,A (1:a E U -7, a E V) Y pür tantü tene­
müs que s(B) E V. Pür .otra parte, si U es un uItrafiltro que verifica 
que \IV E St(A) (UR'tV -7 s(B) E V), tenemüs que s(B) pertenece 
a tüdü uItrafiltro V que incluya al cünjuntü {a E A : 1: a E U l. En 
tal casü el cünjuntü {a E A : 1: a E U I u {s(B)* I n.o tiene la prü­
piedad de las intersecciünes finitas, pues si la tuviese, pür el teore­
ma del uItrafiltrü, existiría un ultrafiltrü V que 1.0 extendería; pero 
entünces s(B) E V, 1.0 que es absurdü. Existen, pues, elementüs 
al, ... ,an de A tales que 1: al' .... 1: an E U Y al /\ ... /\ an /\ s(B)* = 
O. Entünces al /\ ... /\ an ~ s(B) , y pür.tantü 1: al /\ ... /\ 1: an es 
menürü igual que 1: s(B), cün 1.0 que cüncluimüs que 1: s(B) E U.I 

PROPOSICIÓN 11.7: Si A es un álgebra modal entonces toda 
fórmula modal válida en M(A) es válida en A. 

Prueba: Supüngamüs que B es una fórmula müdal que n.o es 
válida en A. Entünces existe una asignación s en A tal que s(B) '* 
1. En tal casü existe un ultrafiltrü al que n.o pertenece s(B). Pür 
tantü, la asignación e en el marcü M(A) definida cümü en el enun­
ciadü del lema 11.6 es tal qu~ e(B) '* St(A). Perü en tal casü B n.o 
es válida en M(A).1 

Hemüs asüciadü a cada marcü un álgebra müdal, y a cada 
álgebra müdal un marcü. Si, dada un álgebra müdal A, cünsidera­
müs el álgebra A(M(A)), ¿übtenemüs (salvü isümürfismü) el álge-

.. bra .original? La respuesta es que no necesariamente. Si A(M(A» 
y A fuesen isomorfas, en ellas serían válidas las mismas fórmulás. 
Perü, puestüqueen A(M(A))y en M(A) sün válidas exactamente 
las Ínismas fórmulas (Propüsición 11.1), tendríamos que en A y en 
M(A) serían válidas las mismas fórmulas, y, cümü h~müs vistü, 
éste n.o es necesai-iamente el caso. Hay además una razón de cardi­
nalidad: Para toda álgebra müdal A el cardinal de su düminiü es 
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menor o igual que el cardinal de St(A); y el cardinal del dominio 
de A(M(A», que es P(St(A)), es mayor que el cardinal de St(A). 
Por tanto el cardinal del dominio de A es menor que el cardinal 
del dominio de A(M(A». 

Por otra parte, si consideramos un marco M y el marco 
M(A(M», tampoco deben ser necesariamente isomorfos. Toda 
fórmula válida enM(A(M» es válida en A(M) y por tanto en M. 
Ahora bien, pueden existir fórmulas válidas en M que, sin embar­
go, no lo son en M(A(M». Veamos un ejemplo: En el marco 
(N, » es válida la fórmula D(Dp-7p)-7Dp. Por tanto lo es en el 
álgebra AC(N, ») = (P(N), n, u, -, 0, 1, 1) asociada. Aquí, para 
cada conjunto X de números naturales tenemos que I(X) = {n : 
V m < n m E X}. En el marco asociado a esta álgebra todo 
ultrafiltro no principal está relacionado consigo mismo. Por 
tanto no es un GL-marco. 

En el último caso también existe una razón de cardinalidad 
para que M y M(A(M») no sean isomorfos: El cardinal de P(M) es 
mayor que el de M, y el de St(P(M» es mayor o igual que el de 
P(M). 

Estudiemos ahora las relaciones entre las construcciones que 
hemos considerado para álgebras modales (imágenes homomor­
fas, productos directos y subálgebras) y las que .hemos considera­
do para marcos (submarcos generados, uniones disjuntas e imáge­
nes p-mórficas) cuando las aplicamos a los marcos asociados a las 
álgebras. 

PROPOSICIÓN 11.8: Si A¡ es una subálgebra de A2, entonces la 
función f de St(A2) en St(A¡) definida por: para cada V E St(A2) 

f(V) = V n A¡, 

es un p-morfismo del mal'coM(A2) sobre el marco M(A¡).'Así, 
M(A¡) es una imagen p-mólfica de M(A2) . 

. Prueba: a) f es sobre St(A¡): Si V E 'St(A¡), entonces Ves un 
subconjunto de A2 con la propiedad de las intersecciones finitas. 
Por el teorema del ultrafiltro existe un ultrafiltro en A2, V, que lo 
extiende. Entonces, f(V) = V. . 

b) ·f es un p-morfismo : i) Si V, V E St(A2) Y VRt2V enton­
ces ocurre que Va E A2 ('t2 a E V -7 a E V). Por tanto, si b E A¡ 
Y 'tI b E f(V), .'t¡ b E V. y puesto que 'tI b = 't2 b, b E V. Por 
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tanto, b E f(V). Así, podemos concluir que f(U)R1}(V). ii) Si 
f(U) R'tl(V), consideremos el conjunto siguiente. 

E = f(V) u I a E Al: 't I a E U l. 

E tiene la propiedad de las intersecciones finitas (lo que puede 
comprobar el lector). Por el teorema delultrafiltro,· sea V un ultra­
filtro en A2 que extiende a E. Entonces, f(V') = f(V) y UR't2 Vol 

PROPOSICIÓN 11.9: Si f es un homomorfismo de Al sobre A2, 
entonces la función m(f): M(A2) -7 M(A I) definida por: para 
cada U E St(A2) 

m(f)(U) = f-I [U], 

es un p-m01fismo inyectivo, y m(f)[M(A2)] es un submarco gene­
rado de M(AI). Y por tanto M(A2) es isomorfo a un submarco 
generado de M(A I ). 

Prueba: a) La función está bien definida puesto que para todo 
ultrafiltro en A2, U, f-l [U] es un ultrafiltro en A l. 

b) m(f) es inyectiva, puesto que f es sobre A2. 
c) m(f) es un p-morfismo: i) Supongamos que U,V E St(A2) y 

UR't2Y. Ent.onces, si a E Al Y 'tIa E m(f)(U), f('tl a) E U, Y por 
tanto 't2 f(a) E U, con lo que tenemos que f(a) E V. Por tanto·a E 
m(f)(V). Así, m(f)(U)R't¡m(f)(V). ii) Si m(f)(U) R't¡X, con U E 
St(A2) y X E St(AI), el conjunto 

. I 
E= If(a)aE Xl u laE A2 :'taE UJ, 

tiene la propiedad de las intersecciones finitas. Por tanto existe un 
ultrafiltro V en A2 tal que E -:::J,V. Entonces, U R't2V y ~(f)(V) = 
X. 

Por la proposición 8.10 m(f)[M(A2)] es un submarco generado 
de M(A I ).1 

PROPOSICIÓN 11.10: Si (A¡: i E 1) es una familia de álgebras 
modales y consideramos el marco asociado a su producto directo 
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entonces la unión disjunta de los marcos asociados a las álge­
bras de la familia, 

E9¡EI M(A¡), 

es isomoifa a un submarco generado de M(Il¡E 1 A¡). 
Prueoa: Consideremos la función 

h: U {St(A¡) x ti}: i E l} -7 St(Il¡E¡A¡) 

definida por: 

h(U x {i}) = {g E Il¡EIA¡: g(i) E U} 

Entonces: 
a) El recorrido de h está incluido en St(Il¡EIA¡): Basta compro­

bar que para cada i E 1, h(Ux {i}) es un ultrafiltro en Il¡E ¡A¡. Ello 
se sigue de que U es un ultrafiltro. 

b) h es inyectiva: Si U x ti} '* V x {j}, y i = j, entonces U,* V, 
y por tanto h(U x {i}) '* h(V x {j}). Si i,* j, sean a E TJ y g E 
Il¡E ¡A¡ tales que g(i) = a y para todo j E 1 distinto de i, gU) = Ojo 

Entonces, g E h(U x {i}) pero g no pertenece a h(V x (j}). 
c) h es un p-morfismo: i) Si U x {i} R$ V x{j} (R$ es la rela­

ción de la unión disjunta), entonces i = j y URt¡V. Por tanto, si 't 
g E h(U X {i}), entonces ('t g)(i) E U, Y así, 't¡g(i) E U. Por tanto, 
g(i) E V. Concluimos pues que h(U x {i} )Rth(Vx (j}). ii) Si 
h(U x {i })Rt W, donde W e~ un ultrafiltro en Il¡E ¡A¡, consIdere­
mos el conjunto V = {f(i): fE W} que es un ultrafiltro en A¡ (el 
lector puede comprobarlo). Entonces h(V x {i}) = W, pues si f(i) 
E V Y f É W, al ser W un ultrafiltro, f* E W, pero entonces f(i)* l: 
V y. esto es imposible. Por otra parte, para ver que U x {i} R$ V x 
{i}, demostremos que UR-r¡V . Supongamos pues que 'tia E U. Sea 
g E Il¡EIA¡ tal que g(i) = a. Entonces ('tg)(i) = 'tia. Por tanto 'tg E 
h(U x {i D. Así, g E h(V x {i D, Y por tanto g(i) =a. E V. 

Por la proposición 8.10 concluimos lo deseado.1 

3. En el § 1 de este capítulo hemos visto cómo asociar a cada 
marco una álgebra modal, y en el §2 cómo asociar un marco a 
cada álgebra modal. Si partimos de un marco (M,R), tenemos que 
el marco M(A«M,R») tiene por dominio el conjunto de todos los 
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ultraJiltros sobre M y por relación la relación R't tal que para cada 
par de ultrafiltros U y V sobre M . 

UR't V si y sólo si "dX e M (I(X) E U -7 X E V). 

Al marco M(A«M,R») lo llamaremos la extensión por [(!tra­
filtros del marco (M,R), y nos referiremos aél con eu«M,R». A 
su dominio nos referiremos con eu(M), y a su relación con Reu, 
Así: 

eu(M) = I U : U es un ultrafiltro sobre M I 

y 

Reu = I (U,V): U,V E eu(M) y "dX ~ M (I(X) E U -7 X E V) I 

Así cqmo la operación 1 en P(M) corresponde al símbolo D, 
al símolo O corresponde la opera:ción in enP(M) definida por 

m(X) = I u E M: 3v E M (uRv /\ v E X) l. 

El lector puede comprobar que para cada X e M 

i) m(X) = M - I(M - X) 
ii) I(X) = M - m(M - X) 

iii) Si X ~ Y entonces I(X) e I(Y) 
iv) I(X í'\ Y) = I(X) í'\ I(Y) 
v) Reu = I (U,V): U,V E eu(M) y "dX ~ M (X EV-7 m(X) E 

U)I. 

TEOREMA 11.11: Para todo mar(;:o (M,R) y toda¡órmula 
modal B ' 

, Si eu«M,R» I=B entonces (M,R) I~ B. 

. Prueba: Si B es válida en eu( (M,R», entonces, puesto que 
eu«M,R» es M(A«M,R», por la proposición 11.7, B es válida en 
el álgebra A( (M,R». Por tanto, por la proposición 11.1, B es váli­
da en (M,R).I 
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La inversa del teorema no se cumple: una fórmula puede ser 
válida en un marco (M,R) pero no serlo en su extensión por ultra­
filtros. Recordemos el ejemplo del comentario que sigue a la pro­
posición 11.7. La fórmula D(Dp~p)~Dp es válida en el marco 
(N, », pero no lo es en M(A( (N, »), que es la extensión por 
ultrafiltros de (N, ». . . 

El marco (N, <) y su extensión por ultrafiltros podemos utili­
zarlos para demostrar que la clase de modelos de la sentencia 
'ílx 3y (Rxy /\ Ryy) no es la clase de marcos· de ninguna lógica 
modal. Evidentemente, tal sentencia es falsa en el marco (N, <). 
Sin embargo, es verdadera en su extensión por ultrafiltros. Para 
verlo, basta demostrar que todo ultrafiltro sobre N está relaciona­
do con todo ultrafiltro no-principal sobre N. Por tanto, si la clase 
de marcos modelo de la sentencia fuese definible mediante un 
conjunto de fórmulas modales, puesto que la sentencia es verdade­
ra en la extensión por ultrafitros de (N, <), en la misma debería ser 
válida toda fórmula del conjunto en cuestión, y, por el teorema 
anterior, toda fórmula perteneciente a éste debería ser válida en 
(N, <). Entorices, en este último marco debería ser verdadera la 
sentencia 'ílx 3y (Rxy /\Ryy), Y esto no es aSÍ. Se deja, como ejerci-
cio el completar la prueba anterior. . 

A continuación vamos a demostrar un lema que se inspira, 
tanto en el enunciado como en la prueba, en el lema 9.19 de K. 
Fine (Fine [1975]), Y que necesitaremos posteriormente. Suprue­
ba es especialmente bonita, pero quizasexija al lector ciertos 
conocimientos de teoría de modelos que no posea. En tal caso 
puede omitirla perfectamente pero debe recordar el lema, cuyo 
enunciado no exige para su comprensión nada especial. 

LEMA 11.12 (K. Fine): Para todo marco (M,R) existe . un 
marco (M',R') elementalmente equivalente tal que la extensión 
por ultrafiltros de (M,R) es una imagen p-mólfica del mismo .. 

Prueba: Consideremos un marco cualquiera (M,R), y el len­
guaje de primer orden con identidad en tipo de semejanza {R}. 
Extendamos este tipo de semejanza introduciel1do un predicado 
monádico Px para cada subconjunto X de M. Consideremos la 
expansión de (M,R), M I = (M,R, (X>XcM ), a tal lenguaje'. 
Consideremos una extensión elemental M' -;'(M', R', (P l~t>X~M) 
de MI 2-saturada (saturada respecto a los conjuntos de fórmulas 

I 
1 1 
i 
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que contienenalo sumo un parámetro en M'). Definamos una fun­
ción 

f: M' ~ eu(M) 

mediante:' para cada elemento w E M' 

f(w) = {X S;;;; M: WE P~'I. 

Debemos ver que: a) la función. lo es de M' en eu(M). b) es 
sobre eu(M). Y e) es un p-morfismo. . 

a) Para cada W E M', f(w) es un ultrafiltro sobre M. La razón 
es la siguiente: las sentencias Vz (-, Pxz H. PM-Xz), Vz (Pxz 1\ 

Pyz H PXn yz) y Vz -,Pr¡¡z son verdaderas en MI para cada X,Y S;;;; 

M, Y por tanto son verdaderas en M'. 
b) f es sobre eu(M). Dado un ultrafiltro U sobre M, considere­

mos el conjunto de fórmulas {Pxz : X E UI. Este conjunto es fini­
tamente satisfactible en M ¡al ser U un ultrafiltro. Por tanto lo es 
en M'. Como M' es saturado, es satisfactible en M'. Sea pues w E 
M' tal que para cada X E U, W E P~'. Tenemos que f(w) = {X e 
M : w E P~'}. Pero este último conjunto es el ultrafiltro U ya 
que" si W E P~' y. X é U, entonces M - X E U, Y por tanto W E 
PM~X. Ahora bien, esto último es imposible puesto que en M' es 
verdadera la sentencia Vz (-,Pxz H PM-Xz). , 

e) f es un p-morfismo: i) Si u,v E M' Y uR'v, para ver que f(u) 
Reuf(v), bastará con ver que para todo X e M, si 't(X) E f(u) 
entonces X E f(v), es decir que para todo X e M, si u E PI~) 
entonces v E P~' . En M¡í vale la sentencia Vyz (P't(x)Y 1\ Ryz ~ 
Pxz). Por tanto vale en M', con lo cual tenemos lo deseado. ii) Si 
f(w)ReuU, para ver que existe v E M' tal que f(v) = U Y wR'v, con­
sideremos el conjunto de fórmulas 

L= {PXZ:XE UI u {Rwz l. 

Este conjunto de fórmulas es finitamente satisfactible en M', pues­
to que si X¡, ... , Xn E U, el conjunto X = X¡ n ... n Xn E U. Por 
tanto M - I(M-X) pertenece a f(w) al tener que f(w)ReuU. Por 
tanto w E PM_1(M_X)M'. Por consiguiente, el conjunto {PX¡Z' 
... PXnZ, RWz } es satisfactible al ser verdadera en M¡,y por tanto 
en M', la sentencia Vy (PM-1(M-X)Y ~ 3z(Ryz 1\ Pxz». Puesto que 
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M' es saturado para conjuntos de fórmulas con un parámetro en 
M', tenemos que :E es satisfacible en. M'. Sea pues y E M' que 
satisface :E . Entonces resulta que w R'v y para todo X E U, V E 

pxM' . Por tanto f(v) = U.I 

4. En este apartado vamos a estudiar la caracterización de. 
Goldblatt y Thomason de las clases de marcos cerradas bajo equi­
valencia elemental que son definibles por un conjunto de fórmulas 
modales. Para ello establezcamos primero el siguiente lema: 

LEMA 11.13: Toda clase de marcos cerrada bajo submarcos 
generados, uniones disjuntas e imágenes p-mólficas y tal que 
tanto ella como su complemento está~n cerrados bajo la forma­
ción de extensiones por ultrafiltros, es una clase de marcosdefi­
nible por un conjunto de fórmulas modales, o lo que es equiva­
lente, es la clase de marcos de una lógica modal. 

Prueba: Supongamos que C es una clase de marcos cerrada 
bajo submarcos generados, uniones disjuntas, imágenes p-mórfi­
cas y extensiones por ultrafiltros, y cuyo complemento también 
está cerrado bajo la formación de extensiones por ultrafiltros. 
Vamos a demostrar que C es precisamente la clase de los marcos 
en los que son válidas todas las fórmulas modales que son válidas 
en todo marco perteneciente a C es decir, que C = C(L(C». 

Supongamos que (M,R)es un marco en el que son válidos 
todos los teoremas de la lógica de C. Entonces el álgebra 
A( (M,R» es un modelo de la teoría ecuacional de la clase de álge­
bras IA«M',R'»: (M',R') ~ Cl. Por el teorema de Birkhoff, 
A( (M,R» es una imagen homomorfa de una subálgebra de un pro­
ducto directo IT¡ E 1 A«M¡,R¡» de álgebras pertenecientes a la 
clase. Puesto que IT¡ E 1 A«M¡,R¡» es isomorfa a A(EE>¡EI(M¡,R¡», 
tenemos que: 

1) A( (M,R» es una imagen homomorfa de una subálgebra, A, 
de A(EE>¡EI(M¡,R¡)). 

Entonces: 
2) M(A«M,R») es isomorfo a un submarco generado de 

M(A), y M(A) es una imagen p;..mórfica de M(A(Et>¡EI(M¡,R¡»)). 
Ahora bien, M(A(Et>¡EI(M¡,R¡») = eu(EE>¡EI(M¡,R¡»), y puesto que 
C está cerrada bajo uniones disjuntas y formación de extensiones 
por ultrafiltros, resulta queeu(Et>¡EI(M¡,R¡») pertenece a C. Por 
tanto, al estar C cerrada bajo imágenes p-mórficas, tenemos que 

I 
lil 
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M(A) pertenece a C,y al estar e cerrada bajo submarcos genera­
dos e imágenes p-morficas, M(A«M,R»)) = eu«M,R») también 
pertenece a C. Por tanto; (M,R) p,ertenece a e, puesto que, en caso 
contrario, eu«M,R») pertenecería al complemento, al estar éste 
cerrado bajo formación de extensiones por ultrafiltrosJ 

TEOREMA 11.14 (Goldblatt, Thomason): Una clase de marcos 
cerrada bajo equivalencia elemental es definible por un conjunto 
de fórmulas modales si y sólo si está cerrada bajo submarcos 
generados, uniones disjuntas e imágenes p-mólficas, y su com­
plemento está cerrado bajo la formación de extensiones por 
ultra filtros . . 

Prueba: i) Si una clase de marcos está cerrada bajo equivalen­
cia elemental y es definible por un conjunto de fórmulas modales, 
está cerrada bajo submarcos generados, uniones disjuntas e imáge­
nes p-mórficas. Por otra parte, si (M,R) es un marco que no perte­
nece a la clase; existe una fórmula modal, B, que es válida en todo 
marco de la clase y no lo es en (M,R). Pero entonces B no es váli­
da en eu«M,R»); Por tanto el complemento de nuestra clase de 
marcos está cerrado bajo la formación de extensiones por ultrafil­
tros. 

ii) Supongamos que e es una clase de marcos cerrada bajo 
equivalencia elemental y cerrada bajo submarcos generados, unio­
nes disjuntas e imágenes p-mórficas,y cuyo complemento está 
cerrado bajo la formación de extensiones por ultrafiltros. Vamos a 
demostrar que e está cerrada bajo extensiones por ultrafiltros. La 
razón es la siguiente: Si (M,R) pertenece a e, por el lema 11.12 
existe un marco (M',R') el~mentalmente equivalente a (M,R) tal 
que la extensión por ultrafiltrosde (M,R), eu«M,R»), es una ima­
gen p-mórfica de (M',R'). Ahora bien, puesto que e es una clase 
cerrada bajo equivalencia elemental, (M',R') pertenecea C. Por 
tanto, ya que e está cerrada bajo imágenes p-mórficas, (M,R) per­
tenece a C. Por el lema anterior concluimos que e es una clase de 
marcos definible mediante un conjunto de fórmulas modales.l 

En el teorema anterior, ninguna de las condiciones puede debi­
litarse. Veámoslo con ejemplos. 

1. La colección de los marcos' irreflexivos está cerrada bajo 
submarcos generados y uniones disjuntas, pero no lo está bajo 
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imágenes p-mórficas; Por otro lado, si un marco no es irreflexivo, 
su extensión por ultrafiltros tampoco lo es. Para verlo basta consi­
derar, dado un Índice del marco relacionado consigo mismo, el 
ultrafiltro generado por éste. 

2. La clase de. marcos definida por la sentencia 'í/ x :3y Ryx está 
cerrada bajo imágenes p-mórficas y uniones ,disjuntas. No está 
cerrada bajo submarcos generados. Su. complemento' éstá cerrado 
bajo extensiones por ultrafiltros. . 

3. La clase de los marcos con un único elemento está cerrada 
bajo imágenes p-mórficas, bajo submarcos generados, pero no lo 
está bajo uniones disjuntas. Su complemento está cerrado bajo 
extensiones por ultrafiltros. . I 

4. La clase de los marcos definida por la sentencia 'í/ x :3y 
(Rxy 1\ Ryy) está cerrada bajo submarcos generados, uniones dis­
juntas e imágenes p-mórficas. Su complemento, sin embargo, no 
está cerrado bajo la fOlmación de extensiones por ultrafiltros. Por 
ejemplo, el marco ~N, <) no pertenece a la clase pero su extensión 
por ultrafiltros sí, puesto que todo ultrafiltro está relacionado con 
todo ultrafiltro no-principal. 

EJERCICIOS 

11.1. Demostrar que el álgebra asociada a un marco es una 
álgebra modal normal. 

11.2. Completar la prueba de la proposición 11.1. 
11.3. Completar la prueba de la proposJción 11.2. 
11.4. Demostrar la correspondencia entre los ultrafiltros en el 

álgebra determinada por la asignación de un modelo canónico y 
los conjuntos maximales y L-consistentes de fórmulas. 

11.5. Demostrar que el conjunto E de la prueba de la proposi­
ción 11.8 tiene la propiedad de las intersecciones finitas . 

. 11.6. Demostrar que el conjunto E de la prueba de la proposi­
ción 11.9 tiene la propiedad de las intersecciones finitas. 

11.7. Demostrar los enunciados i) - v) que siguen a la defini­
ción de extensión por ultrafiltros. 

11.8. Completar la prueba de que la sentencia 'í/ x:3y(Rxy 1\ 

Ryy) es verdadera en la extensión por ultrafiltros de (N, <). 
11.9. Demostrar que toda álgebra modal A es inmersible en 
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A(M(A». Para ello demostrar que la función f de A en P(St(A» 
definida por 

f(a) = (U ESt(A) : a E U} 

es un homomorfismo inyectivo. 
11.10. Demostrar que toda álgebra modal finita A es isomor­

fa a A(M(A». Tener en cuenta que en un álgebra modal finita 
todos. los ultrafiltros. son principales. Concluir que, si A es finita, 
en A yen A(M(A» son válidas exactamente las mismas fórmu­
las modales. 

11.11. Demostrar que todo marco finito M es isomorfo a 
M(A(M». Concluir que, siM es finito, M y M(A(M» son modal­
mente equivalentes. 

11.12. Hay sólo dos álgebras modales sobre el álgebra de 
Boole de dos elementos, {O, 1 }. Una es aquella en que 't es la 
identidad. La otra, aquella en que 't es la función constante 1 . 

. Demostrar que la lógica de la primera es la lógica Trivial, y que la 
lógica de la segunda es la lógica Verum; 

11.13. Demostrar que si e es una clase de marcos cerrada bajo 
equivalencia elemental y cerrada bajo extensiones por ultrafiltros, 
submarcos generados, uniones disjuntas, y tanto e como su com­
plemento están cerradas bajo imágenes p-mórficas, entonces e es 
definible por un conjunto de fórmulas modales. 

11.14. Razonar las afirmaciones de los ejemplos 1,2,3 Y 4 del 
final del capítulo. 

I 
I • 



CAPÍTULO 12 

SEMÁNTICA DE MARCOS GENERALES 

1. Recordemos que para la semántica .de marcos hay lógicas 
incompletas y que toda lógica es completa tanto en la semántica de 
modelos como en la semántica algebraica. Thomason (Thomason 
[1972]) introdujo una nueva semántica, la semántica de marcos ge­
nerales, que guarda con la semántica de marcos la misma relación 
que la semántica de modelos generales (de Henkin) para la lógica 
de segundo orden guarda con la semántica estándar de esta lógica. 
En la semántica de marcos generales toda lógica modal es comple­
ta. 

Sabemos que la clase de todas las fórmulas válidas en un mo­
delo (M,R,e) no tiene por qué ser una lógica. El problema, recorde­
mos, reside en el hecho de que este conjunto puede no estar cerrado 
bajo sustitución. Un marco gerieral es una entidad ip,terme<;lia entre 
un modelo y un marco. El conjunto de fórmulas válidas en un 
marco general, a diferencia del conjunto de las fórmulas válidas en 
un modelo, es una lógica. Pero para cada lógica modal L hay sufi­
cientes L-marcos generales como para que toda fórmula que no es 
un teorema de L no sea válida en algún L-marco general. 

Con el fin de llegar a la definición de los marcos generales, 
consideremos, dado un mod~lo (M,R,e), el álgebra de conjuntos 

e = {e(B): B es fórmula modal} 

que, como sabemos, está cerrada bajo la operación que a cada sub­
conjunto X de M le asigna el conjunto {u E M: '\Iv E M (u R v ~ 
V E X)}. Consideremos el conjunto de todas las fórmulas válidas en 
toda asignación en (M,R) que asigna a las letras sentenciales sub­
conjuntos de M pertenecientes al álgebra e. Este conjunto está ce­
rrado bajo sustitución y es, por tanto, una lógica. Resulta que: 

PROPOSICIÓN 12.1: Para cada modelo (M,R,e), el conjunto de 
las fórmulas válidas en toda asignación en (M,R) que asigna ele-

[185] 
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mentos del álgebra e a las letras sentenciales es la mayor lógica 
incluida en el conjunto de las fórmulas válidas en (M,R,e). 

Prueba: Basta tener en cuenta que si e' es una asignación que 
toma valores en el álgebra e, y A es una fórmula cuyas letras sen­
tenciales están entre Po"'" Pn' entonces para las fórmulas BQ, ••• , Bn 
tales quee'(po) == e(Bo)"'" e'(Pn) = e(Bn), se verifica que e'(A) = 
e(A(pJBo"'" Pn/Bn).1 

, La proposición nos enseña cómo asociar a cada modelo un ál­
gebra modal de conjuntos y una lógica, la deterniinada por las asig­
naciones que toman valores en el álgebra. Si en lugar de considerar 
marcos consideramos unas nuevas entidades formadas por un 
marco (M,R) y. una álgebra modal de subconjuntos de M, entidades 
a las que llamaremos marcos generales, y restringimos las asigna­
ciones que consideramos en la definición de validez a las que 
toman valores en el álgebra, tendremos, por la proposición anteri<;>r, 
que toda lógica será completa respecto a esta nueva noción de vali­
dez. La razón es la siguiente: si B no es un teorema de la lógica L, B 
no es válida en un modelo (M,R,e) de L. Por tanto B no es válida en 
(M,R,e) (según la nueva definición de validez). Ahora bien, puesto 
que L está incluida en la mayor lógica subconjunto de Th«M,R,e», 
todo teorema de L es una fórmula válida (según la nueva noción) en 
(M,R,e). Por 'tanto, tenemos un marco general en el que son válidos 
todos los teoremas de L pero no B. 

Siendo más sistemáticos" un marco general es un triplo 
(M,R,P) donde (M,R) es mi marco y P es una colección de subcon­
juntos de M a la que pertenecen el conjunto vacío y M; Y está cerra­
da bajo las operaciones de I unión, intersección, complemento,' y 
además bajo la operación 1, que definíamos, recordemos, para cada 
subconjunto X de M, por 

I(X) = {u E,M: \Iv E M (uRv -7 v E X)}; 

Es decir, P es un álgebra modal de subconjuntos de M, subálgebra 
del álgebra modal (P(M), n, u, -, 0, M, 1). 

, Unafórmula modalB es válida en un marco general (M;R,P) 
si y sólo si para toda asignación en (M,R) e tal que e: lP -7 P, e(B) = 
M. Debe observarse que si e: .p -7 P, la extensión deé a todas las 
fórmulas es una función de For(lP) en P. 
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Los marcos pueden verse como un caso particular de marcos 
generales. A cada marco (M,R) le podemos asociar el marco gene­
ral (M,R,P(M). Es obvio que en ambos marcos, el usual y el 
general, son válidas exactamente las. mismas fórmulas. 

Dada una lógica modal normal L, decimos que un marco gene­
ral (M,R,P) es un L-marco general si y sólo si todo teorema de L es 
válido en (M,R,P). 

Hemos demostrado hace un momento el siguiente teorema: 

TEOREMA 12.2 (de completitud para marcos generales):Para 
toda lógica modal normal L y toda fórmula modal B: . 

B es un teorema de L si y sólo si B es válida en todo L-marco 
general. . 

A cada lógica L podemos asociarle el marco general canónico, 
el marco que obtenemos a partir del modelo canónico (ML,RL,eL) 
considerando el álgebra determinada por eL' eL' Es el marco general 
(ML,RL,eL)' El Corolario 5.6 nos dice que la teoría modal del mode­
lo canónico de L es L. Por tanto la lógica del marco general cánoni­
co de L es también L. Ello nos proporciona otra prueba del teorema 
de completitud para marcos generales. 

El marco general canónico de una lógica tiene, como veremos 
más adelante, estrecha relación con el álgebra de Lindenbaum­
Tarski de la misma. Por otra parte, es evidente que existe una estre­
cha relación entre marcos generales y álgebras modales .. 

2. Para marcos general~s tenemos. también las nociones de 
subm~co general generado, p-morfismo, y unión disjunta. Definá­
moslas. 

(M,R,P) es un submarco general generado de (M',R',P') si'y 
sólo si (M,R) es un submarco generado de (M' ,R') Y además P = 
{XnM:XE P'}. 

Una función h: M ~ M' es un p-morfismo del marco general 
(M,R,P) en el marco general (M' ,R' ,P') si y sólo si es un p-morfismo 
de (M,R) en (M',R') y además {h-1[X]: XE P'} eP. 

Una función h: M ~ M' es una inmersión del marco general 
(M,R,P) en el marco general (M';R',P') si y sólo si es un p-morfismo 
inyectivo, tal que para cada X E P, existe Y E P' tal que h[X] = 
=h[M] n Y. 

Una función h: M ~ M' es un isomorfismo entre el marco ge-
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neral(M,R,P)y el marco geIieral(M',R',P') si y sólo si es una in­
mersión de (M,R,P) sobre (M',R',P'). 

Es fácil comprobar que una función h: M --7 M' es un isomor­
fismo entre el maro general (M,R,P) y el marco general (M',R',P') si 
y sólo si es una biyección entre M y M' tal que: 

i) Para cada u, v E M, uRv si y sólo si h(u)R' h(v) 
ii) P' = {h[X]: X E P}. 

La unión disjunta de una familia «M¡,R¡,P¡): i E 1) no vacía de 
marcos generales es el marco general (M$' R$' p$), donde 

(La notación que usamos es la introducida en el capítulo 8 al definir 
la noción de unión disjunta de marcos.) 

Para submarcos generales generados vale el enunciado cOrres­
pondiente al del corolario 8.9, lo que puede demostrar el lector. Por 
tanto las fórmulas modales se preservan bajo submarcos generales 
generados. 

Para p-morfismos de marcos generales sobre marcos generales 
vale el enunciado correspondiente al del corolario 8.3. Por tanto las 
fórmulas modales se preservan bajo imágenes p-mórficas de mar­
cos generales. 

Por último, para uniones disjuntas de familias de marcos gene­
rales vale el enunciado correspondiente al del teorema 8.12. Por 
tanto las fórmulas modales se preservan bajo uniones disjuntas . 

. 1 

3. Estudiemos ahora la relación que existe entre marcos gene­
rales y álgebras modales. 

A cada marco general (M,R,P) le corresponde un álgebra 
modal, el álgebra (P, n, u, -, 0, M, 1); Y puesto que las asignacioc 

nes en el marco son asignaciones en el álgebra, y viceversa, ocurre 
que en el marco general y en el álgebra asociada son válidas exacta­
mente las mismas fórmulas modales .. 

A menudo, si M = (M,R), para referimos al marco genera) 
(M,R,P), escribiremos (M,P).AI álgebra asociada a (M,P) nos refe­
riremos con A«M,P», o con A«M,R,P» según convenga. 

Como en el caso de los marcos y sus álgebras modales asocia­
das, para los marcos generales y sus álgebras tenemos una corres-



SEMANTICA DE MARCOS GENERALES 189 

pondencia entre las nociones de submarco general generado, p­
morfismo, y unión disjunta, por un lado, y las de imagen 
homomorfa, subálgebra y producto directo, por otro. La correspon­
dencia es la siguiente: " 

12.3. Si (M¡,P¡) es un submarco general generado de (M2,P2), 

el álgebra A«M¡,P¡» es una imagen homomorfa del álgebra 
A«M2,P2»· 

12.4. Si (M2,P2) es una imagen p-morfica de (M¡;P¡), el álge­
bra A«M2,P2» es isomorfa a una subálgebra del álgebra 
A«M¡,P¡». 

'12.5. Si «M¡,P¡): i E 1) es una familia no vacía de marcos ge­
nerales, el álgebra correspondiente a la unión disjunta de la familia 
de marcos es isomorfa al producto directo de las álgebras 
A«M¡,P¡»,con iE 1. 

Además, es interesante señalar que: 

12.6. Si (M¡,P¡) es isom~rfo a (M2,P2) y f es un isom~rfismo 
entre estos marcos, la función h: p¡ -7 P2 definida para cada X E PI 
por 

h(X) =f[X], 

es un isomorfismo entre las' álgebras asociadas A«M¡,PI» y 
A«M2,P2»· 

Por otra parte, a cada álgebra modal A podemos asociarle un 
marco general, el marco (St(A), Re, W), dondeW queremos que sea 
una colección de subconjuntos de St(Á) tal que el álgebra (W, ti, U, 

-,0, St(A), 1) sea un álgebra isomorfa a A. El candidato a Wnos lo 
proporciona el teorema de representación de Stone .para álgebras de 
Boole. W será la colección de los conjuntos de la forma 

0a = {U E St(A):aE U}. 

El teorema de representación de Stone nos dice que la función 
f: A-7 W tal que para cada. a E A, fea) = Oa' es un isomorfismo entre 

. d 
1 : 
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el álgebra de Boole de A y el álgebra de conjuntos (W, n, u, -, 0, 
St(A». Esta función es además un isomorfismo entre A y (W, n, 
u, -, 0, St(A), 1). La razón es la siguiente: f( 't'a) = {U E St(A): 't'a E 
U} Y l(f(a» = 1({U E St(A): a E UD, pero los conjuntos {U E 
St(A): 't'a E U} Y 1({U E St(A): a E U}) son iguales. Veámoslo: Si 
't'aE U;tenemos que VVE St(A) (U Re V -'-7 a E V), Y por tanto que 
el ultrafiltro U E l( {U E St(A): a E U D. Por otra parte, si U E l( {U 
E St(A): a E Un tenemos que VVESt(A) (U Rt V ~ a E V). Su­
pongamos que 't'a é U. Entonces el conjunto E = {b E A: 't'b E. U} U 

{a*} tiene la propiedad de las intersecciones finitas, puesto que, si 
't'b E U Y b 1\ a* = O, b:S; a, y por tanto 't'b:S; 't'a, de modo que 't'a E U, 
pero habíamos supuesto lo contrario. Sea, pues, V un ultrafiltro en 
A que incluye a E, que existe por el teorema del ultrafiltro. Enton­
ces U Re ,V, y por tanto a E V, 10 que es absurdo. Concluimos pues 
que 't'aE U.I . 

. Al marco general asociado a un álgebra modal A nos referire­
mos con MG(A). Así, acabamos de demostrar la proposición: 

PROPOSICIÓN 12.7: Para cada álgebra modal A, 

A es isomoifa al álgebraA(MG(A». 

Esta última proposición nos da un teorema de representación 
para las álgebras modales: toda álgebra modal es isomorfa a un ál­
gebra modal de conjuntos. 

Para marcos ocurría que en el marco asociado a un álgebra no 
siempre eran válidas todas las fórmulas válidas en el álgebra. Al 
considerar marcos generales tenemos que esto no sucede. 

PROPOSICIÓN 12.8: Para toda álgebra modal A, enA yen 
MG(A) son válidas exactamente las mismasfórmulas modales .. 

Prueba: Cada elemento de W está determinado por un único 
elemento de A, ya que para cada dos elementos distintos y no nulos 
de un álgebra de Boole siempre exjste un ultrafiltro al que pertene­
ce uno pero no el otro. Por tanto .existe la siguiente correspondencia 
uno a uno entre las asignaciones en el álgebra A y las asignaciones 
en el marco general MG(A), la que a una asignación s en A le asig­
na la asignación e en MG(A) tal que para cada letra sentencial p y 
cada a E A, s(p) = a si y sólo si e(p) = Ca. Es fácil demostrar, obser~ 
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vado lo anterior, que en A y en MG(A) son válidas exactamente las 
mismas fórmulas modales. 

Si partimos de un marco general. (M,P1 y .consideramos el 
marco general MG(A«M,P») asociado a su álgebra, no siempre 
obtenemos un marco isomorfo, aunque sí un marco modalmente 
equivalente. Pensemos en el marco general (W, >, P) con P = P(W). 
La cardinalidad del conjunto de ultrafiltros en el álgebra asociada 
(P(W» es mayor que la de W.Portanto·la·del marco general 
MG(A«W, >, P» es mayor que la de W. 

Más adelante veremos qué condiciones debe cumplir un 
marco general para ser isomorfo al marco general de su . álgebra 
modal. Ahora veamos la correspondencia que hay entre las nocio­
nes, para álgebras, de subálgebra, imagen homomorfa"y producto 
directo, y las nociones, para marcos generales, de p-morfismo, sub­
marco general generado, y unión disjunta. 

12.9. Si Al es unasubálgebra de A2, el marco general MG(AI) 

es una imagen p-mórfica del marco general MG(A2). 

12.ío. Si A2 es una imagen homomorfa de Al, el marco gene­
ral MG(A2) es isomorfo a un submarco general generado de 
MG(A I )· 

12.11. La unión disjunta de los marcos generales asociados a 
las álgebras de una familia (A¡: i El) de álgebras modales es iso­
morfa a un submarco general generado del marco general asociado 
al producto directo de las álg~bras de la familia (A¡: i El). 

, 12.12. Si Al Y A2 son isomorfas, lo son los marcos generales 
asociados. 

4. En este apartado vamos a estudiar las condiciones que debe 
satisfacer un marco general para ser isomorfo al marco de su álge­
bra asociada. Para llegara formular dichas condiciones, estudiemos 
primero la relación entre el marco general canónico de una lógica y 
su álgebra de Lindenbailm-Tarski. 

Dada una lógica modal L, consideremos su marco general ca­
nónico (ML,RL,PL) y su álgebra de Lindenbaum-Tarski, Av Tene­
mos la siguiente proposición: 

PROPOSICIÓN 12.13: Para toda lógica modal L, el marco ge-
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neral MG(Ad es isomO/fo al marco general canónico (ML,RL,PL) 
deL. 

Prueba: La función f: St(Ad -7 ML definida para cada V E 
St(Ad por 

f(V) = U V 

es el isomorfismo buscado. Ello es así puesto que: 
a) Para cada V E St(AL), f(V) es un conjunto maximal L-con­

sistente. Ello se sigue de las propiedades de los ultrafiltros. 
b) fes inyectiva: Si V, V' son ultrafiltros en AL, existe fórmula 

modal B tal que [B] E V Y [-,B] E V'. 
e) f es sobre ML: Para cada conjunto maximal y L-consistente 

2:, el conjunto {[B]: B E 2:} es un ultrafiltro en AL' 
d) VR,; V' si y sólo si f(V)Rd(V'): Supongamos que VRtV'. Si 

B es una fórmula modal tal que OB E f(V), entonces [OB] E V. Por 
tanto'C [B] E V. Puesto queVRtV', [B] E V' Y BE f(V'). Por otra 
parte, si f(V)Rd(V') y B es una fórmula modal tal que 'C [B] E V, 
[OB] E V Y OB E f(V). Por consiguiente BE f(V'). Por tanto [B] E 
V'. . 

f) PL = {f[X]: X E . W}: Los elementos de PL son de la forma 
eL(B), donde, recordemos, eL(B) = {2: E ML: B E 2:}.Demostre­
mos que PL e {f[X]: X E W}. Dado edB), consideremos el con­
junto O[B] = fU E St(AL): [B] E U}. Entonces para cada U E O[B], 
B E. f(U), y por tanto f(U) E eL(B). Así f[O[B]] e eL(B). Por otro 
lado, si 2: E eL(B) tenemos que [B] pertenece al ultrafiltro determi­
nado por 2:, UI: = {[C]: C E 2:}, y por tanto dicho ultrafiltro pertene­
ce a O[B]' Pero f(UI:) = 2:. Popanto f[O[B]] es eL(B). Por otro lado, 
es fácil ver que el conjunto {f[X]: X E W} está incluido en Pi., pues 
f[O[B]] = {f(U): [B] E U} Y este último conjunto es eL(B).1 

COROLARIO 12.14: Para toda lógica modal L, su marco gene­
ral canónico (ML,RL,PL) es isomorfo al marco general MG(A 
«ML, RL, PL») correspondiente al álgebra modal asociada. 

Prueba: Por la proposición anterior tenemos que MG(AL) es 
isomorfo al marco general canónico de L, (ML,PL). Además, AL es 
isomorfa a A(MG(AL)). Por tanto, AL es isomorfa a A«ML,PL»).1 

T~l como dice Van Benthem, la proposición anterior nos 
muestra que el teorema de completitud para marcos generales, cuya 
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prueba directa es una prueba a la Henkin, es esencialmente el teore-
ma de Lindenbaum-Tarski más el teorema de representación de 
Stone (que permite obtener marcos generales a partir de álgebras). 

El marco general canónico de una lógica modal L tiene las si­
guientes propiedades: 

i) Disting!le elementos (o es l-refinado), es decir, 

'v' u,v E Md'v' X E Pdu E X H V E X) -7 U = v). 

ii) Caracteriza su relación (o es 2-refinado), es decir, 

'v' u,v E ML ('v' X E PL (u E I(X) -7 V E X) -7 uRL v). 

iii) Todo subconjunto de PL con la propiedad de las intersec­
ciones finitas (tal que cualquier intersección finita de elementos del 
mismo no es vacía) tiene intersección no vacía. ; , 

i) Y ii) se siguen inmediatamente de las definiciones de PURL' 
y de la operación 1. iii) se sigue del hecho siguiente: Si E e PL tiene 
la propiedad de las intersecciones finitas, el conjunto (B: eL(B) E 
E} es L-consistente. Por tanto puede extenderse a un conjunto :E 
maximal L-consistente, y este conjunto pertenece a la intersección 
deE. 

Las condiciones i), ii) Y iii) son necesarias y suficientes para 
que un marco general sea isomorfo al marco general de su álgebra 
asociada. 

Diremos que un marco general (M,R,P) es descriptivo si y' 
sólo si 

i) Distingue elementos (o es 1-refinado), es decir, 

'v'U,VE ML('v'XE P(UE XHVE X)-7u=v). 

ii) Caracteriza su relación (o es 2-refinado), es decir, 

'v' U,V E ML ('v' X E P (ti E I(X) -7 V E X) -7 U Rv). 

iii) Todo subconjunto de P eón la propiedad de las interseccio-, 
nes finitas tiene intersecdón no vacía. ' @ 
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PROPOSICIÓN 12.15: Para toda álgebra modal A, el marco ge-
neral MG(A) es descriptivo. . 

Prueba: i) Si U, V son ultrafiltros en A que verifican, para 
MG(A), el antecédente del condicional de i), son iguales. En caso 
contrario, existiría a E A tal que a E U Y a*E V, pero entonces U E 
0a y Ve 0a' y esto es imposible. . 

ii) Por la definición de R't. 
iii) Si E e W (W es el álgebra del marco MG(A» tiene la pro­

piedad de las intersecciones finitas, el conjunto E' = I a E A: 0a E 
E} también tiene dicha propied~d. Sea U un ultrafiltro en el álgebra 
A que extiende a E'. Entonces U pertenece a la intersección de EJ 

COROLARIO 12.16: Para todo marco general (M,P), el marco 
general MG(A«M,P» es descriptivo. 

TEOREMA 12.17: j Para todo marco general (M,P), el marco 
general MG(A«M,P») es isom01fo a (M,P) si y sólo si (M,P) es 
descriptivo. 

¡ Prueba: Un sentido del bicondicional se sigue del último coro­
lario.Parademostrar el otro sentido, definamos la función f: M -7 

St(A«M,P») por 

f(u) = I X E P: u E X}. 

La definición es buena puesto que f(u) es un ultrafiltro en 
A«M,P». Además: 

i) fes inyectiva, puestÓ que (M,P) distingue elementos. 
ii) f es sobre St(A«M,P»): Si U es un ultrafiltro en A«M,P», 

tiene la propiedad de las intersecciones finitas. Por tanto, por la 
condición iii) de la definición de marco general descriptivo, tiene 
intersección no vacía. Sea u un elemento de la intersec~ión de U .. 
Entonces f(u) = U. 

iii) Para cualesquiera u, v E M, uRv si y sólo si f(u) R'tf(v). En 
efecto, si uRv, y X E P es tal que I(X) E f(u), u E I(X) y por tanto 
v E X, con lo cual tenemos que X E f(v). Por otra parte, si f(u) 
R'tf(v), veamos que para cada X E P, si u E I(X), v E X. Entonces 
por la condición ii) de la definición de marco general d~scriptivo 
tendremos que uRv. Si X E P Y u E I(X), entonces I(X) E f(u). Por 
tanto, puesto que f(u)R,.f(v), X E f(v) y V E X.I . 
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Hay marcos tales que ningún marco general sobre ellos es des­
criptivo. Por ejemplo, el marco (M, ». Para todo marco general 
sobre él, (M, > ,P), dada una asignación en él e, tenemos que para 
cada n;::: 1, 

e(on-,.l) = {m: m;::: n+ 1 }. 

Por tanto, para cada n ;::: 1, el conjunto Xn ={ m: m;::: n+ 1 } pertenece 
a P. Ahora bien, el conjunto {Xn: ri ;::: 1 } tiene la propiedad de las in­
tersecciones finitas, pero su intersección es vacía. 

5. En la terminología de marcos generales, la noción de lógica 
canónica que hemos estudiado en capítulos anteriores es la siguien­
te: una lógica es canónica si el marco de su marco general canónico 
es un marco de la lógica. En el capítulo anterior hemos estudiado 
condiciones necesarias y suficientes para que una clase de marcos 
cerrada bajo equivalencia elemental fuese la clase de marcos de una 
lógica modal. Existe una caracterización de las clases de marcos 
que son la clase de marcos de una lógica modal debida a Goldblatt y 
a Thomason pero utiliza nociones muy ad hoc y no vamos a estu­
diarla aquí. Podemos, sin embargo, preguntamos por una caracteri­
zación de las clases de marcos que son la clase de marcos de una ló­
gica modal canónica. 

Si reflexionamos un poco vemos que en los modelos hay un 
parámetro implícito que no está, en principio, ni en los marcos ni en 
los marcos generales: la cardinalidad del lenguaje. Este parámetro, 
sin embargo, sí que está implícito en los marcos canónicos, genera­
les o no, de una lógica. La cardinalidad del lenguaje condiciona la 
cardinalidad del marco. Este hecho hace pensar que la noción de 
modelo (marco, marco general) canónico no es la adecuada para un' 
tratamiento abstracto del problema que acabamos de plantear. 

La generalización adecuada de la noción de marco general ca­
nónico es la de marco general descriptivo. La noción correspon­
diente a la de lógica canónica es la de lógica d-persistente. Una 
lógica L es d-persistente si y sólo si el marco de todo L-marco ge­
neral descriptivo es un L-marco1• 

I Van Benthem llama cánónicas a las lógicas que nosotros, y Goldblatt, lla­
mámos d-persistentes. El concepto de lógica canónica de K. Fine ha resultado ser 
equivalente al de Van Benthem (G. Sambin y V. Vaccarol [1988]). 

I 
I 
'1 

:Ii 

~¡ 
l' 
I1 

,1 
li 
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Evidentemente toda lógica d-persistente es canónica. Y, pues­
to que hay lógicas que no son canónicas, hay lógicas que no son d­
persistentes. 

Vamos a caracterizar las clases de marcos que son la clase de 
marcos de una lógica d-persistente. Primero necesitamos el si­
guiente lema: 

LEMA 12.18: La clase de marcos de una lógica d-persistente 
está cárada bajo laformación de extensiones por ultrafiltros. 

Prueba: Supongamos que L es una lógica d-persistente, y que 
(M,R) es un L-marco. Consideremos el marco general MG(A 
«M;R)}. Este marco generales el marco (eu«M,R»), W), y, al ser el 
marco general asociado a un álgebra modal, es descriptivo. Por 
tanto, puesto que L es d-persistente, eu( (M,R») es un L-marco.l 

TEOREMA 12.19 (Van Ben~hem): Una clase de marcos es la 
clase de marcos de una lógica modal d-persistente si y sólo si está 
cerrada bajo supmarcos generados, uniones disjuntas e imágenes 
p-mórficas, y tatUo ella como su complemento están cerrados bajo 
laformación de extensiones por ultrafiltros. 

Prueba: i) Si e es la clase de marcos de una lógica d-persisten­
te, está cerrada bajo submarcos generados, uniones disjuntas e imá­
genes p-mórficas. Además, por el lema anterior, está cerrada bajo 
extensiones por ultrafiltros. Por otra parte, el argumento usual nos 
muestra que su complemento está cerrado bajo extensiones por ul­
trafiltros .. 

ii) Si e es una clase de marcos cerrada bajo submarcos genera­
dos, uniones disjuntas e imágenes p-mórficas, y tanto e como su 
complemento están cerrados' bajo extensiones por ultrafiltros, por 
el lema 11.13 tenemos que e es la clase de marcos de una lógica 
modal, digamos L. Veamos que L es d-persistente. Supongamos 
que (M,P) es un L-marco general descriptivo. Entonces, por el teo­
rema 12.17, MG(A«M,P»)) es isomorfo a (M,P). Por otra parte, el 
álgebra asociada a (M,P), A( (M,P»), es un modelo de la teoría ecua­
cional de la clase de álgebras {A( (M,R,P(M)): (M,R) E e}, puesto 
que la lógica de e es L. Por tanto, por el teorema de Birkhoff, 
A( (M,P») es una imagen homomorfa de una sub álgebra de un pro­
ducto directo de álgebras pertenecientes a la clase n ie lA 
«Mi,Ri,P(Mi)). Utilicemos ahora las correspondencias de 12.3-5 y 
12.9-11. Tenemos pues que el producto directo nielA 
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«M¡,R¡,P(M¡») es isomorfo al álgebra A(E9¡eI(M¡,R¡,P(M¡»). Por 
tanto tenemos que A( (M,P» es una imagen homomorfa de una su­
bálgebra A del álgebra A(E9¡e¡(M¡,R¡,P(M¡»). Por tanto MO(A 
«M,P») es isomorfo a un submarco general generado de MO(A), y 
MO(A) es una imagen p-mórfica del marco general MO(A(EB¡eI > 

(M¡,R¡,P(M¡»». Ahora bien, este último marco general es el marco 
general (M(A(E9¡e¡('M¡,R¡»), P(MGl», cuyo marco es la extensión 
por ultrafiltros de E9¡e ¡(M¡,R¡). Puesto que O está cerrada bajo unio­
nes disjuntas y extensiones por ultrafiltros, dicha extensión por ul­
trafiltros pertenece a C. Por tanto, al estar e cerrada bajo imagenes 
p-mórficas, el marco de MO(A) pertenece a C. Por tanto el marco 
de MO(A«M,P»), al ser isomorfo a un submarco generado de 
MO(A), pertenece también a e (e está cerrado bajo submarcos ge­
nerados). Ahora bien, dicho marco es isomorfo a M.Por tanto, M 
pertenece a e , y es pues un L-marco.l 

COROLARIO 12.20: i) Una lógica modal L se preserva bajo ex­
tensiones por ultrafiltros si y sólo si la menor lógica completa que 
extiende a L es d-persistente. 

ii) Una lógica modal completa L es d-persistente si y sólo si 
se preserva bajo extensiones por ultrafiltros. 

Prueba: i) Si una lógica L se preserva bajo extensiones por ul­
trafiltros, su clase de marcos está cerrada bajo extensiones por ul~ 
trafiltros. Por tanto, puesto que además se cumplen las demás con­
diciones del teorema anterior, es la clase de marcos de una lógica 
modal d-persistente. Pero tal lógica es la menor lógica completa 
que extiende a la inicial. 

El otro sentido del bicondicionál se. sigue de la d-persistencia: 
si M es un L-marco, es un marco de su menor extensión complefa. 
Por tanto el marco general MO(A«M,P(M»» es un marco general 
de dicha extensión, y al ser esta d-persistente, el marco de este 
marco general, que es eu(M), es un marco de la misma y por tanto 
deL. 

ii) Se sigue de i).1 

Tenemos otro corolario al teorema anterior, corolario que es 
una generalización del teorema de K. Fine, que afirma que toda ló­
gica completa, y cuya clase de marcos está cerrada bajo equivalen­
cia elemental es canónica, es el siguiente: 

¡ (1 
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COROLARIO 12.21: Toda lógica modal completa cuya clase 
de marcos está cerrada bajo equivalencia elemental es d-persis­
tente. 

Prueba: Si L cumple las condiciones del antecedente del enun­
ciado entonces su clase de marcos está cerrada bajo extensiones por 
ultrafiltros: Por el lema 11.12, para cada marco (M,R) existe un 
marco elementalmente equivalente (M',R') tal que la extensión por 
ultrafiltros de (M,R) es una imagen p-mórfica de (M',R'). Por tanto, 
puesto que la clase de marcos de una lógica está cerrada bajo imá­
genes p-mórficas, L está cerrada bajo extensiones por ultrafiltros. 
Por el corolario anterior concluimos que L es d-persistenteJ 

EJERCICIOS 

12.1. Completar la prueba de la proposición 12.1. 
12.2. Demostrar que h es un isomorfismo entre (M¡,P¡) y 

(M2,P2) si y sólo si h es una inmersión de (M¡,P¡) sobre (M2,P2) y 
h- l es una inmersión de (M2,P2) sobre (M¡,P¡). . 

12.3. Demostrar el teorema para submarcos generales genera­
dos correspondiente al teorema 8.9. 

12.4. Demostrar el teorema para p-morfismos de marcos gene­
rales en marcos generales correspondiente al corolario 8.3. 

12.5. Demostrar el teorema para uniones disjuntas de marcos 
generales correspondiente al teorema 8.12. 

12.6. Demostrar 12.3, 12.4, 12.5 Y 12.6. 
12.7. Demostrar 12.9, 1~.1O, 12.11 yI2.12. 
12.8. Completar la prueba de la proposición 12.13. 
12.9. Completar la prueba de la proposición 12.15. 
12.10. Completar la prueba de 12.17. 
12.11. Demostrar que las siguientes condiciones son equiva­

lentes para todo marco general (M,R,P): 
i) Todo ultrafiltro en P tiene intersección no vacía. 
ii) Todo ultrafiltro en P es de la forma {X E P: u E X} para 

algún u E M . 
. iii) Todo subconjunto de P con la propiedad de las interseccio­

nes finitas tiene intersección no vacía. 
iv) Para todo Q e P tal que UQ = M, existe Q' e Q, Q' finito, y 

tal que UQ' = M. 
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12.12. Demostrar que, si (M,R,P) es un marco general para el 
que todo ultrafiltro en P tiene intersección no vacía, entonces las 
condiciones siguientes son equivalentes: 

i) Para todo ultrafiltro U en P, n (m(X): X E U} k. m(n U). 
ii) Para cada u,v E M, si (m(X): X E P Y v E X} esta incluido 

en {X E P: u E X}, entonces existe W E M tal que uRw y 
{X E P: w E X} = {X E P: v E X}, . 

donde para cada X e M, m(X) = {u E M: :3 v E M (uRv /\ v E X)}. 
12.13. Demostrar que para cada marco (M,R,P) que distingue 

elementos, las siguientes condiciones son equivalentes: 
i) El marco caracteriza su relación. 
ii) Para cada u,v E M, si (m(X): X E P Y v E X} &;;; {X E P: 

u E X}, existe W E M tal que uR W y {X E P: W E X} = {X E P: 
v E X}. 

12.14. Considérense un marco (M,R) y el marco general 
MG(A«M,R»). ¿Cuál es el álgebra W de este marco general? 

12.15. Demostrar el teorema 11.13 de Goldblatt y Thomason a 
partir del teorema 12.19 de Van Benthem. 





APÉNDICE 1 

LÓGICA DE PRIMER ORDEN 

El vocabulario de un lenguaje de primet: orden está formado por 
los siguientes símbolos: 

1. Paréntesis: ), (. 
2. Conectores: -7 (condicional) y 7-l(negación). '. 
3. Variables: los elementos de un conjunto infinito numerable 

4. Símbolo de igualdad: :::::. 
5. Cuantificadores: V (universal) y 3 (existencial). 
6. Relatores: Para cada número natural n,~l, un conjupto -P9~ 

siblemente vacío- de símbolos llamados relatores n,-ádicÓs. " , 
7. Símbolos funcionales: Para cada número natural n ~ 1, un 

conjunto .:...posiblemente vacío- de símbolos llamados símbolos 
funcionaÍes n-ádicos. ' ,;d 

8. Constantes: Un 'conjunto -posiblementevacío-de símbolós 
llamados constantes. " . 

Los conjuntos de símbolos de 1-8 deben ser todos disjuntos dos 
a dos. ' . 

Un tipo de semejáliza es simplemente un conjunto de relatóres, 
símbolos funcionales y constantes. El tipo de semejanza de'.un len..; 
guaje de primer orden es el conjunto formado: por todos los relato­
res; símbolos fuhcionalesy constantes dellehguaje.' Esprecisainen­
te' el tipo de semejanza lo que distingue a unos lenguajes, dé otros., 
Para referimos a tIpos de semejanza utilizaremos la' letra' griega·.p 
coil posibles subíndiées. ' .' 

, Un tipo desemejanza sin símbolos funcionales' y;sin constantes 
es untipO de semejanza relacional, y un tipo desemejanza si'il:relal 

tores es un tipo de seinejanzaalgebraico. :. , . : 
" Dado un lenguaje de primer orden de'tipo desemejanzap,et 

conjunto' de los términosidelmisrho es el menor'conjunto Xde su-
cesiones finitas de símbolos del lenguaje tal que: . : ; l' 

[201] 
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i) Toda variable pertenece aX. 
ii) Toda constante perteneciente a p pertenece a X~ 

iii) Sifes un símbolo funcional n-ádico (n;;?: 1) Y tI' ... ' tn E X, 
ft 1 ••• tn pertenece a X. 

y el conjunto de las fórmulas es el menor conjunto X de suce­
siones finitas de símbólos del lenguaje talque: 

,. i)Si R es un relator n':ádieo perteneciente a p y tI, ... , tn son tér-
minos, Rt 1 ••• tn E X. ., . 

ii)Si t1Y t2 son términos tI:::; t1,'E X. 
iii) Si a E X, entonces -,0. E X. 
iv) Si a,p E X, entonces.(a~p) E X. 
v~ Si a E X yx'es una variable, entonces Vx a, 3xa.E :{( . 

. Las fórmulas de la forma Rt 1 ••• tn, donde R es un relator n-ádico 
y t1, ... ~ tn son términos, y las de la forma tI"" t2, con tI y t2 términos, 
son las fórmulas atómicas. Las fórmulas de la última forma son las 
ecuaciones. 

PRINCIPIOS DE INDUCCIÓN 

i) Todo conjunto de sucesiones finitas ,de símbolos de un len­
guaje de primer orden que cumple las condiciones i)-iii) de la defi­
nición de término contiene todos los términos del lenguaje. 

ii) Para cada lenguaje de primer orden, si <1> es una propiedad tal 
que: a) todas,las variables y todas las constantes dellenguaje tienen 
<1>, yb) para todo n ;;?: 1 Y todo símbolo funcional n-ádico f del len­
guaje ocurre que para cuales,quiera términos t¡, .... , tn con la propie­
dad <I>,/t1 ... tn también tiene la propiedad <I>,.entonces.todo término 
del lenguaje tiene la propiedad <1>., " . . 

iii) Todo conjunto de sucesiones finitas de símbolos de unlen­
guaje de primer orden que cumple las condiciones i),.v) de la defini­
ción de fórmula contiene todas las fórmulas del lenguaje. 

iv) Para cada lenguaje de primer orden, si <I>·es una propiedad, 
tal que: a) toda fórmula atón;lÍcatiene la propiedad <1>" b) para cada 
fórmula a con la propiedad <1>, ~a ,tiene la propiedad <I>,.c) para 
cualesquiera fórmulas a, p con la propiedad <l>i (a-tp)tiene la pro­
piedad <1>, y d) para cada fórmula a con la propiedad <1>, y cada va­
riable x, Vx a y 3xa tienen la propiedad <1>, entonces toda fórmula 
tiene la propiedad <1>. 
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PRINCIPIOS DE DEFINICIÓN POR RECURSIÓN 

Fijemos un lenguaje de primer orden. Entonces: 
A) Si D es un conjunto no vacío, y para cada símbolo funcional 

n-:ádico J, F¡ es una funció~ de Dn en D, entonces, para toda función 
h del conjunto de las variables y las constantes ~n D, existe una 
única función h* del conjunto de los términos en D que verifica: 

1) h*(t) = h(t), si t es una variable o una constante 
2) h*(ft¡ ... to) = ~f( h*(t¡), ... , h*(to)) 

·B) Si D es un conjunto no vací6, F es una operación diádica en 
D, N una función de D en D,y para cada n, G20 y G2o+¡ son funcio­
nes de Den D, entonces para toda 'función hdel conjunto de fórmu­
las atómicas de un lenguaje de primer orden en D, existe una única. 
función h* del conjunto de todas las fórmulas en D que verifica: 

i) h*(a) = h(a) para cada fórmula atómica a 
. ii) h*(-,a) = N(h(a» 
iii) .h*«a-7~» = F(h*(a),h*(~» 
iv) h*(Vvoa) =G2o(h*(a» '. 
v) h*(3voa) = G2o+¡(h*(a». 

A cada fórmula a podemos asociarle el conjuto de sus subfór-
mulas, definido por recursión como sigue: 

i) Si a es atómica, a es su única subfórmula. 
ii) Las subfórmulas de -, ~ son las subfórmulas de ~ y --,~. 
iii) Las subfórmulas de (~-70) son las subfórmulas de ~, las 

subfórmulas de O, y (~~o). 
iv) Las subfórmulas de Vx ~ son las subfórmulas de ~y Vx~. 
v) Las subfórmulas de 3x ~ son las subfórmulas de ~ y 3x~ . 

. Una misma variable puede ocurrir en ·distintas posiciones en ' 
una misma fórmula. Una ocurrencia de una variable x en una fór­
mula a es ligada si y s6lo si es una ocurrencia de x en una subfór­
mula de a de la forma V x ~ o de la forma 3x ~. Una ocurrencia de la 
variable x en la fórmula a es una,ocurrencia'libre si y sólo si no es 
una ocurrencia ligada. 
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Una sentencia es, una fÓrmulaen:la que ninguna varié),ble ocurre 
libre. 

Si a es una fórmula,x es una variable y t es un término, a(x/t) 
, ..• .' , ' ) ( , , ~. , .J \ ' . " , , , 'j ," :: • 

es la fórmula que se obtiene al sustituir en, a todas las ocurrencias 
librés'dexpor',t.,',·¡:· ,,, " '":,, ," ,,'!, ' 

, " . Dado un tipo de semejari:tap~ una ,'p~est¡'uctuia es un tuplo or-
: • , " '"1' ,'1' t ' ~ '" I ' ' " ; t ' denado. . ' , , ' 

'. "c' 

A = (A, (R A(R ep' ifA)fep, (e A)cep) 
i ; c','." ' ;';' ,,' • '.:' , 

donde A es un conjunto no vacío, y para cada relator n.,.ádico(n;:::l) 
RE p, R A es una relación n-ádica en A, es decir, R A :::>An, y para 
,cíldap?r¡,stat:J;te,c, e¡.,p, c,~ es un,elem~n~o d,e/\, y para cada,sím.bolo 
(un<;:~onaln-:ádicofE p,¡A el).unafunción dé A? en A. El dominio 
de ~a 'p-~~tructura, Ae~ eiq<?njll.nt() .j\.'; , . ..': . 
f, .. p<l~a una p-:esiructura.A" ,unaO;~i8naci~n el); 1\ es una funci9n s 
que ,a cada.variable l~asign~,un elemento d~ A., Dadas un~ ~signa­
cióris en A, uria vanable x, y un eiemento a de A, s(x/a) es la asig­
nación en A que en todo es idéntica a la asignación s exceptp en que 
a la variable x le asigna a.: " . 1 ..' : i( ': : 

¡ ~. 

DEFINICIONES DE DENOTACIÓN Y DE SATISFACCIÓN! 

Fijemos un tipo de semejanza p. Definamos primero la noción 
de,9-~n9tac:iónde un·término ten una p.,.estructura A bajo,una asig­
nación s en la misma, t A,s. L-adefipición ,es por recursión como 
sigue: 

¡ • 

,1 ~ A,~ =~(X:) di ; 'i 

cA,s=c A .,' 
,¡+'t· t ')A,s -¡A(t A,s' , t· ,/l.,S) , 

.,' , .,,1 "v.' 1 .. • .. n' ':-" 1 ,., .. '.' . n . • 

'. . ,_::1 (',¡." ¡ •••. • 

Definamos ahora lo que significa que una fórmula a del len­
gtlaj~ .;te primer orden de tipo p Sea satisfecha en una p-estructura A 
p91,'.u,na ,asignación en la plismas. Definimos la relación A 1=, a [s] 
P9r r~c:ursión,comoi 1¡igue: ,l ". 

~" 1=:=, ¡t ¡ :::::t2.[ s] i 

A 1= Rt¡ ... tn [s] 

. ,: ¡ . " 1 1, , : ~ • ¡ 

, si y sólp, si,:· ,ti A,s = t2A,~ i 
si y sólo si (t¡A,s, ... , tnA,s)E ,RA' 
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A I=.,.,a [s] 
A 1= (a~~) [s] 
AI= \;;Ix.a [s] 
AI= 3xa[sJ 

siy sólo. si 
si y sólo. si 
si y sólo. si 

. .. siy sólo. si 

no.A I=a,[sl 
no. A 1= a [s] o. A:I=.~[s] "", 
para cada a E A, A 1= a [s(x la)] 
existe a E A,A I=a [s(x la)] . 

LEMA DE COINCIDENCIA: Para toda p-estructura A, todafármu­
la a cuyas variables libres están entre las XI , ••• , Xn , y cuales­
quiera asignaciones en A, SI Y Sl ' que coinciden en el valor que 
asignan a las variables x¡, ... , Xn' ocurre que: 

'í' 

A. 1= a [s1] si y sólo si A 1= a [s2]' 

Puesto. que po.r el lema de, co.inCidencia 10. único. que impo.rta de 
una asignación para que sea satisfecha una fórmula so.n lo.s valo.res 
que asigna a las variables libres de la fórmula, si XJ, ••• , Xn so.n las 
variables libres de a escribiremo.s:A 1=. a [al>"" an] para indicar 
que para to.da asignación s en A tal.que s(x 1) = al;' .. , :s(xn) = an,' A 1= 
a [s]. 

Diremo.s que una sentencia a ·es verdadera en la p-estructura A 
si para alguna (to.da) asignaciqn sen A, A 1= a [s]. En tal caso. tam­
bién diremo.s que A es un modelo de a. 

Una sentencia aes lógicamente válida si ysólo.,si es ·verdadera 
en to.da p-estructura:' . ,.,. _ . . 

Una sentencia a es cOltsecuetícia, de un co.njunto. de sentencias 
L si y sólo.sia es verdadera enJ9da,p-estn,lcturaien la ,que so.n ver­
daderas to.das .las sentencias pertenecientes a L. Para ~ndicar que a 
es co.nsecuencia de L escribiremo.s: Z 1= 0'. " ),.1., 

Unap-estructura A,es un:modelode .. un co.njunto. de sentencias 
L si y sólo. si A es un mo.delo. de to.da senteJ?cia elemento. de 1':. . : 

A veces, hablando. laxamente, llamaremo.s ;p1o.delo.s' a.las p-es~ 
tructuras. 

Do.s p.,estructuras Al Y Al. so.n elem~ntalfl1:ef¡te equivalentes si y 
sólo. si en ellas so.n verdaderas exactamente las mismas sentencias. 
En tal caso. esrcibiremo.sA I :;: A2. ,'.: ,,'.' .,' " 

Dadasdo.s;p-estructuras .. A ¡y:Al , un: isomorfismo entre A l y Al 

es una biyección h:, Al --7 A:2\tal que·:·'. .1,·. \;. \. ,( '. \ 

,\,' i) para .cada relat9rR·.E,·p, si R eSI1~é;Ídico ento.nces'para cada 
abo .. , an elementos de Al '<", ',,,,:" 

, 
e 
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. ii) para cada símbolo funcional fE p, sif es n-ádico entonces 
para cada a¡, ... , an E A¡ 

iii) para cada constante c E p; 

h(c Al) =c Az 

Dos p-estructuras son isomorfas si existe un isomorfismo entre 
ambas. 

TEOREMA: Dos p-cstructuras isomorfas son elementalmente 
equivalentes. 

.. D~remos que un conjunto de sentencias es finitamente satisfac­
tibIe si todo subconjunto finito del mismo tiene un modelo. 

TEOREMA DE COMPACIDAD: Todo conjunto de sentencias finita­
mente. satisfactibletiene un modelo. 

Una p-estructuraA¡ es una subestructura de una p-estructura 
A2 si.y sólo si i) A¡ ~A2, ii) para cada constante c E p CAl = C A2, 

iii) para cada símbolo funcionalf E p, sif es n-ádico,f Al es la fun­
ciónfAuestringida a:(A¡)n; iv) para cada relator n-ádico R E p, 
RAI= RA2 (l (A2)n. . 

Una,p-estructuraA¡ es una subestructura elemental de una p­
estructura A2 si y sólo si es unfl subestructura y además ocurre que 
para cada fórmula a. cuyas variables libres están entre las X¡, • •• , Xn' 

y para cadaa¡, ... , an E A¡, 

" . A¡ 1= a. [a¡, ... ,~] si Y sólo si A2 1= a. [a¡, ... , ~]. 

TEOREMA .DE LOWENHEIM SKOLEM DESCENDENTE: Para todo 
tipo de semejanza numerable p, toda p-estructura A con dominio 
infinito, y todo subconjunto numerable Cde A, existe una subes­
tructura elemental de A, B, con dominio infinito numerable que 
incluyeaC. 

COROLARIO (Teorema de Lowenheim-Skolem): Para todo tipo 
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de semejanza numerable, todo corijunto 'de sentencias que tiene un 
modelo tiene un modelo numerable. ' ',' , 

LÓGICA DE SEGUNDO ORDEN 

El vocabulario de un lenguaje de segundo orden está formado 
por los siguientes símbolos: . 

1. Paréntesis: ), (. 
2. Conectores: -7 (condicional) y -¡(negación). 
3. Variables de individuo: los elementos de un conjunto infinito 

numerable V = {VO,V¡,V2," .,vn,,; ¡:. ' 
4. Variables de relación: Para cada n ~ 1, un conjunto infinito 

numerable V n =' {vo, ... ,vrn ,. .. ¡ de variables de relación (n-ádica). 
Las variables de relación 1-ádica se llaman también variables de 
conjunto. 

5. Símbolo de igualdad: "". 
6. Cuantificadores: '\f(universal) y :3 (existencial). 
7. Relatores: Para cada número natural n ~ 1, un conjunto -po­

siblemente vacío-- de símbolos llamados relatores n-ádicos. 
8. Símbolos funcionales: Para cada número natural n~ 1, un 

conjunto -posiblemente vacío- de símbolos llamados símbolos. 
funcionales, n-ádicos. ' 

9. Constantes: Un conjunto -posiblemente vacío-- de símbolos 
llamados constantes. 

Los conjuntos de símbolos de 1-9 deben ser todos disjuntos dos 
a dos. 

El tipo de semejanza de un lenguaje de segundo orden es el 
conjunto formado por todos los relatores; símbolos funcionales y 
constantes del lenguaje. Así, la noción de tipo de semejanza es la 
misma que para primer orden. Usaremos la misma notación y las 
mismas nociones que en tal caso. 

Dado un lenguaje de 'segundo orden de tipo de semejanza 'p, el 
conjunto de los, términos del mismo es el menor conjunto Zde su­
cesiones finitas ,de símbolos de lenguaje tal que: 

i) Toda variable de individuo pertenece a Z. 
ii) Toda constante perteneciente a p pertenece a Z.'· 
iii) Sil es un símbolo funcional n-ádico (n ~ 1) Y t¡,'"., tn E Z, 

¡t¡". tnpertenece a Z. ' ", 



208 UNA INTRODUCCION A:LA LOGICA MODAL 

Yel conjunto de las fórmulas es el menor conjunto Z desuce-
siones finitas de símbolos del lenguaje talque: ' " . 

i) Si R es un relator n-ádico perteneciente a p y ti,"" tn son 
términos, Rtl'" tn E Z. 

ii) Si Xes una variable de relación n-ádicá ytl, ... ,tn son térmi-
nos,Xtl, ... ,tn E Z. 

iii) Si ti Y t2 son términos ti'" t2 E Z. 
iv) Sia E Z;entónces -¡a E Z.' 
v) Si a,~ E Z, entonces (a-7~) E Z: 
vi) Si a E Z y x es una variable individual; entonces'Vx a¡ :3x a 

E z. " '1 ',>,', 

,. ¡'vii) Si ex. É':Z!y Xes una variable de relación, eritóhces VXa, 
:3 Xa E Z. ", 

,)1 , 'J 

.: :Ús fóríritiHis' dé Taforina;RI¡ ... ' tn, donde R es un relator n':'ádico 
yt¡; ... , in 'son tétrii.inos;y hlS de hl forma ti'" t2,'cón ti y t2 términos, 
y las de la forma Xt l , ••• , tn, donde X es una variable de relaéión'n­
ádica y tl, ... ,tn son los términos, son las jó';'ríulas atómicas. " 

Corno en el cas'o de lálógidi.de prirtierOrdert'tenemos'los prin­
cipios dé inducción y de :defirtitión 'pbr~récursi6ri'cuya forinúláción 
es análoga alade'aquellos." ;,"" ,'; , ,j' :;, ' ,; '," ,~.t, 

Las nociones dé'subfórmula,' ocurrencia: libre 'de 'una V'arfable 
(de individuo, de relación o'de''funeión), ocurrenéialigada' detina 
variable, y sentencia se definen de modo análogo 'al caso de la'~ógil 
ca de primer orden. ' :' ' ': " .; '" ", : ,1, ;, 

La noción de p-estructura no varía. Las definieibnes de denota~ 
ción y 'satisf~ceión deben amptlarsepara olir cuenta 'de las fórrriulas 
con nuevos signos. Para ello debernos ampliar la noción de asig'n'a-
ción en una p~estructura.' ¡ ,) ", :' .. '. , ' • 

Dada una p-estructUra '*;'üii.a as'ignq,éióli'ert A.esuna funCion' 
s 'que a cada variable de ihdividúo le asigna Un 'elemento de'A:; y 'a: 
cada váriable h:"ádicá: de relación le asigná una -rdádóhri.':'ádiéa en 
A. Dadas una asignación s en A, una váriáble'de individudX, 'y'tiri 
elemento 'a de A, s(x/a) es la asignaCión en A que en todo es idéntica 
a la ásignacións 'excepto 'en' qué' a la: variable ,il~ asigna a: nadas 
una asignación s en A; una variable de relaCión n..:á¡jica: X, yuriate-' 
lación n-ádica R en A,'s(X/R) es la 'asignaci6n en A-que' en todo es 
idéntica a la asignaéións ~xcepto en que a la variableXle' as(gna R. 
, Fijemos un tipo de semejanza p: Defimitnqs primero la: hóción 

de denotación de un término t en una p-estructuát A"bajo unci 
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asignación s en la misma, t A,s. La definición es por recursión como 
sigue: 

xA,s =s(x) 
cA,s=c A 

(jit t )A;.\' '-:"¡'¡:A( t A,s' ,t A S) ¡ ... n' -J ' ¡ , ... , n ' , • 

Definamos ahora lo que signific:a que unafórmula a del len­
guaje de primer orden de tipo p sea sátlsfecha enuri'a p-estrudura A 
por una asignación en la misma s. Definimos la relación A 1= a[s] 
por recursión como sigue: 

, " I ' , 
A 1= t¡'",,'t2 [s] , si y sólo si trA:,~ = t2A,s 
A 1= Rt¡ ... tn [iL si y 'sólo. si (t¡A;s, ... ,inA~s)ERA " ,:,', 
A' =Xn t¡,~ .. , tn [s]si y sólo si (hA~s,.,., tnA,.I,) E s'(xn) ,:' ,', 
A'I=:"'a [~1' , si y sólo si no Al: a[s] , ' 
A I=(a~~)[sf si y sólo si no Á 1= eX [s] nA'j= ~[s]; , 
A 1= 'í/x a [s] si y sólo si para cada a E A, A 1= a [s(x/a)] 

,'. 

A 1= 3x a [s] si y sólo si existe aE A,tal que A 1= a [s(x/a»). 
A 1= 'í/X n a [s] si y sólo si' para cada,R e An,.A I=a [s(xn/R») 
A 1= 3X na [s) si y sólo si existe Rg; An tal que AI= a [s(Xn/R») 

En el caso de la lógica de segundo orden tenemos también el 
análogo al lema 'de coincidencia para la lógic:a de primer orden. 

Los conceptos de sentencia verdadera en una estructura, mode­
lo de una sentencia, sentencia lógicamente válida, y consecuencia 
son los análogos a los correspondientes para primer orden. 

Para la lógica de segundo orden no valen ni el teorema de com­
pacidad ni los teoremas de Lowenheim-Skolem. ' 
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APÉNDICEII 

ÁLGEBRAS DE BOOLE 

. Unálgebr~ de Boole es un. tuplo 

B = (B, Á, v, *, O, 1) 

donde B es un conjunto no vaCÍo, /\ y v. son operaciones diádicas 
en B, llamadas, respectivamente, ínfimo y supremo, * es una ope­
ración monádica en B llamada complemento, y O Y 1 son elemen­
tos de B llamados, respectivamente, el cero del álgebra y el uno 
del álgebra, que verifica para cada a,b,~ E B las siguientes condi-
ciones: 

i)a /\ b ='b /\ a 
ii) a/\(b/\c)=(a/\b)/\c 

iii) a /\ 1 = a , 
iv), a/\ a* =0 
v) a /\ a = a 

vi) a/\(bvc)=(a/\b)v(a/\c) 
vii) avb.=bva 

viii) a v (b v c) = (a v b) v c 
,ix) a v O =a 

x) a v a*::!: 1 
xi) a Va = a 

xii) a v{b /\ c) = (a v b) /\ (a V c) 

En toda álgebra de Boole B tenemos que para cada a,b,c E B 

i) 
ii) 

iii) 
iv) 
v) 
vi) 
vii) 

aVl=1 
a/\O=O 
a v (a /\ b) = a 
a /\ (a v b) = a 
a v b = b si y sólo si a i\ b = a. 
av b = a v (a* /\ b) 
a /\ b = a./\ (a* v b) 

litO] 
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viii) a = (a 1\ b) v (a 1\ b*) 
ix) a v b = 1 Y a 1\ b = O si y sólo si a = b* 
x) 1* = O 

xi) 0* = 1 
xii) (a*)* = a 

xiii) (a v b)* = a* 1\ b* 
xiv) (a 1\ b)* = a* v b* 

211 

Dada un álgebra de Boole B, podemos definir una relación :::; 
en B mediante: Para cada a,b E B 

a :::; b si y só~o si a 1\ b = a. 

Entre las propiedades de esta relación caben, destacar las 
siguientes: . 

i) a :::; b si y sólo si a v b = b. 
ii) para todo a E B, a:::; 1 

iii) para todo a'E B, O :::; a 
iv) a:::; a 
v). Si a:::;b y b:::; c, a:::; c 

vi) Si a:::; b Y b:::; a, a = b 
vii) a:::; b si y sólo sib*:::; a* . 

. Unfiltro en un álgebra de BooleB es un subconjunto no vacío 
F de B tal que: 

i) está cerrado bajo la operación ínfimo, es decir, si a,b E F 
. t'ntonces (a 1\ b) E F. 

ii) Si a E Fy a:::; b, entonces. b E F. 
Unfiltro F es propio si el cero no pertenece a F. 
Obsérvese que {1} es un filtro propio, y que está incluido en 

todo filtro. Es el menor filtro propio. 
Un ultrafiltro en un álgebra de Boole B es un filtro propio en 

B maximal, es decir, que no está incluido estrictamente en ningún 
filtro propio. 

PROPOSICIÓN 1: Dada un álgebra de Boole B,un subconjunto 
de B, U, es un ultra filtro en B si y sólo si U es un filtro y para 
cada a E B, uno y sólo uno de los siguientes casos se da: a E U 
o a* E U. 
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Dada un álgebra de":Boole B, un subconjunto x: de B tiene la 
propiedad 'de las intersecciones finitas, (p.iJ.}, 'si y sólo si para 
cada n y cada aJ, ... , <lo E X, al /\ ... /\' a¡(;i!: O. . 

PROPOSICIÓN 2: En toda álgebra de)30ole B; todo subconjun­
to X de B con la p.if. pueq,eextendúse a iui filtiá propio en B. 

Prueba: {b E B: hay ti y al,::;, ~'E X tales que (al/\ ... /\ an) 

::; b } es un filtro .• 
, ,,;.:; ~,,'; ; ,_ :', . ¡ j~" ~ ", I~ ',Ó, ,. 

l' , (,.' :f\ : 
. '. 

TEOREMA DEL ULTRAFILTRO: Todo filtro propio en un álgebra 
de Boole B puede extenderse a Uli.ultrafiltro en B. 

Prueba: Utilizando el lema de Zom.1 
i' - ~ , , ! . , .. 

CO~OLA~IO 3: Todo subconjunto con la p.if. de un álgebra de· 
Boole B puede extenderse a un ultrafiltro en B. 

I 1: '. 

Dado un conjunto X:, consideremos 'su conjunto potencia P(X). 
Este conjunto con las operaCiones de 'inters,ección, unión y com­
plementario, y los conjuntos 0 y X, constituye un álgebra de 
Boole, el álgebra de los subconjuntos' de X; Cualquier subconjunto 
de P(X) cerrado bajo las operaciones de intersección, unión y 
complementario, y al que pertenecen 0 y X, constituye también, 
junto con las operaciones y conjuntos indicados, un álgebra de 
Boole, un álgebra de subconjuntos de X .. 

Un álgebra (de Boole) de conjuntos es un álgebra de subcon~' 
jUntos'de algún conjunto X.:· . .. . 

Dos álgebras de Boole BI y B2 son isomorfas si y'sólo si 
existe una biyección f de BIen B2, tal que para cada a;b E B: 

., 

. ,~' 

i) 
ii) 

. iii) 
iv) 
v) 

f(a /\lb) = f(a)~A2 f(b) \ 
f(a VI b) = f(a) V2 f(b) 

.f(a*l) = f(a)*2 . 
f(OI) = O2 
fOI) = 12 

.1· 

Dada.un álgebra deBooleB,.consideremos el conjunto de 
todos losultrafiltros en B, " 

St(B) = {U: U es ultrafiltro en B } . 
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Para dldaa~ 'B, sea Oá~ {UE'St(B):a e'U),)Es fácil comprobar 
que el conjunto {Oa: a E B) es un álgebra de subconjunfosde 
St(B). Además, la función f: B ~ {Oa: a E B) definida, para cada 
a:E B, p6r:"'::,-", ,1 i,l' ;:" "1: ' ",;::, ""l';' '"o;, .. :' , 

.ti' ;', ',; . ,: 'r " '. \. 

"o'-

f(a) = 0a 

es un isomorfismo entre el álgebra de Boole B y el álgebra de sub­
conjuntos de St(B), ({ 0a: a E B), n, u, -, 0, St(B». Este hecho 
nos permite afirmar que: 

I ' 

TEOREMA DE REPRESENTACIÓN DE STONE: Toda álgebra de 
Boole B es isomoifa a un álgebra de subconjuntos de algún con­
junto. 

Un ultrafiltro U, en un álgebra de Boole B es un ultrafUtro 
principal si y sólo si es de la forma U = {b E B: a ~ b) para algún 
a E B. Un ultrafiltro que no es de esta forma es un ultrafUtro no­
principal. 

En el álgebra de los subconjuntos de un conjunto X, los ultra­
filtros principales son los de la forma {Y ~ X: x E Y) para algún 
x E X. y los ultrafiltros no-principales son aquellos que contienen 
a todos los subconjuntos finitos de X y a todos los subconjuntos 
de X con complemento finito (los subconjuntos cofinitos de X). 

Los ultrafiltros en el álgebra de los subconjuntos de un con­
junto X se llaman ultra filtros sobre X. Es fácil ver que un ultrafil­
tro sobre X es principal si y sólo si contiene un subconjunto finito 
de X, y es no-principal si y sólo si todos sus elementos son infini-
tos. , 

Resumamos las propiedades más útiles de los ultrafiltros sobre 
un conjunto X. Para todo ultrafiltro U sobre X ocurre que: 

i)ParacadaYcX, YE UoX-YE U. 
ii) 0 ~ U, lE U. 

iii) Para cada Y, Z e X, Y n Z E U si y sólo si Y E U Y Z E 
U. 

Iv) Para cada Y, Z e X, Y u Z E U si y sólo si Y ~ U o Z E 
U. 

v) Para cada Y, Z e X, si Y ~ Z y Y E U entonces Z E U. 
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vi) Si Y e X entonces para todo Z e D, Z (l y '* 0 si y s610 si 
Ye D. 

Evidentemente todo ultrafiltro en un álgebra de Boole B veri­
fica las condiciones correspondientes aJas i)-vi). 

l·. 



,',' 

BIBLIOGRAFÍA 

BELL, J. L., Y SLOMSON, A. [1969], Models and Ultraproducts, North-HolIand, 
Amsterdam. 

Block, W. J. [1980], «The lattice of modal algebras: An algebraic investigation», 
. J. Symbolic Logic 45,221-236. 

BOOLOS, G. [1979], The Unprovability olConsistency: An essay in Modal Logic. 
CambridgeUniversity Press, Cambridge. 

BULL, R. A., [1982], Review, J. Symbolic Logic 47,440-445. 
-[1983], Review, J.·Symbolic Logic48, 448-495 .. 
BULL, R. A., Y SEGERBERG, K. [1984], «Basic Modal Logic», en D. Gabay y F. 

Guenthner (eds.), Handbook 01 Philosophical Logic , vol. 1I, 1-88. 
BURRIS, S., y SANKAPPANAVAR [1981], A course in universal algebra, Springer­

Verlag, Berlín. 
CARNAP, R. [1947], Meaning and Necessity: A Study in Semantics and Modal 

Logic; The University of ChicagoPress, Chicago. . 
CR!"SWELL, M. J. [1987], «Magari's the9rem via the recession frame», Joumal 01 

Philosophical Logic 16,13-15. 
CHANG, C. C., y KEISLER, H. J. [1973]. Model Theory, North-Holland, 

Amsterdam. . . 
CHELLAS, B. F. [1980], Modal Logic: An introduction, Cambridge University 

Press, Cambridge. 
ENDERTON, H. B. [1972], A Mathematicallntroduction to Logic, Academic Press, 

Nueva York. 
FINE, K. [1975], «Sorne connections between elementary and modallogic», en S. 

Kanger (eds.), Proccedings 01 the Third Scandinavian Symposium, North­
Holland, Amsterdam. 

GOLDBLATI, R. l. [1975], «First order definability in modallogic», J, Symbolic 
Logic 40, 35~40. 

-[1976], «Metamathematics of modallogic», Reports on Mathematical Logic 
6,41-78; 7, 21-52.· 

GOLDBLATI, R. l., Y THOMASON, S. K. [1975], «AxiomaticcJasses in propositio-. 
nal modallogic», en J. N. Crossley (ed.), Algebra and Logic, LectureNotes 
in Mathematics 450, Springer~Verlag, Berlín,163-173. 

HALMOS, [1960], Naive Set Theory, Van Nostrand Reinhold, Nueva York. Hay 
traducci6n castellana en C.E.C.S.A:, Méjico, ·1965. 

HUGUES, G. E., Y CRESWELL, M. J. [1968]: An· Introductionto Modal Logic, 
Methuen, Londres. Segunda edici6n de 1972. Hay traducci6n castellana en 
Ed. Tecnos, 1973. . ... 

-[1984], A Companion to Modal Logic, Methuen, Londres. 
JANÉ, 1. [1989], Algebras de Boole y lQgica, Publicacions de la Universitat de 

Barcelona, Barcelona. . . 

.[215] 



216 UNA INTRODUCCION A LA LOGICA MODAL 

JONSSON, B., Y TARSKI, A. [1951], «Boolean algebras with operators 1», 
American Journal 01 Mathematics 73,891-939. 

KRIPKE, S. [1959], «A completeness theorem in modal logic», J. Symbolic Logic 
24,1-14. 

-[1963], «Semantical considerations on modal logic», Acta Philosophica 
, F ennica 6, 83-94. ". 

-[1963a], «Semantical analisis of modal logic 1: normal propositional calculi», 
Zeit. Math. Logik. Grund. 9, 67-96. 

UEWIS,C. I. [19121, «Implication and the algebra ofJogic», Mind21, 522-531. 
LEMMON, E. J. [1966], «AIgebraic semantics for modal logics», J. Symbolic 

Logic '31,191-218. ' ,1 

LEMMON, E. J., Y SCOTI, D. [1977], An Introductionito' Modal Logic" Blackwell, 
Oxford. ' 

MAKINSON, D. [1966], «On sorne completeness theorems in modallogic», Zeit. 
Math. Logik. Grund. 12, 379~384. 

-[1971], «Sorne embedding theorems for,modallogic», Notre Dame Journal 01 
o,, Formal Logic .12,252-254. 

McKINSEY, J;'C.'C,; yTARSKI, A. [1944]; «The algebfli of topology», Annals 01 
Mathematics 45, 141-191. '. ' 

-[1948], «Sorne theorems about the sentential calculi of Lewisand Heyting», 
1. Symbolic Logicl3, 1-15: 

MONTAGUE, R. [1974], Formal Philosophy, Yale Vniversity'Press, New Haven. 
RASIOWA, H. [1974], An algebraic study 01 non~classicai IÓgics, North~Holland; 

Amsterdam. ' \ 
RASIOWA, H:, y SIKORSKI, R. [1963], The Mathematics 01 Metamathematics, 

Panstwowe Wydawnictwo Naukowe. ' 

SAMBIN, d., y VA~éARO, V. [1988], «Topology and duality in ~odal logic», 
A~nals,ol Pureand Applied Logic 37, 24~-296. ,. ' • , o 

SCOTI, D. [i971], <;On engendering an íllusin ofunderstanding», J. PhÚosophy 
68,787-807. ' "',, i 

SEGERBERG, K, [197Ij,An Essayin Classical ModaiLogic, Philosophical studies 
published by the Philosophical !~ociety ~nd the' Department or' Philosophy, 

, University of Uppsala, vol. 13, Uppsala. 
SAHLQVIST, H. [1975], «Completeness and correspondence in the first and second 

order semantics formodal logic», ,en S. Kanger (ed.),froccedings, 01 the' 
Third Scandinavian Symposium, North-Holland, Amsterdam. , 

SOLOVAY, ,R. [1976], ,«Provability interpretations of modal logics», Israel 
Jow'nal 01 Mathematics 25,287-304. 

THOMASON, S. K. [1972]: «Seman,tic analysis of tense logic», J, Symbolic Logic 
37,150"158. o' , '",' ,,', ,,: 

-[1974], «An incompleteness thec:>rem in modallogic»¡ Theor,ia 40,30-34. 
-[1975J, «Categories of frames for modallogic»,J. Symbolic Logic 40, 439-

442., 
URQUHART, A. [1981], «Decidability and the finite model property», Journal 01 

Philosophical Logic 10, 367-370. , '" , .. 
VANBE~THEM, J.. F. A.K. [1.976], «Modal formulas are eitherelementary or,not 

:EA-elementary», J. Symbolic Logic 41,436-438. 



BIBLIOGRAFIA 217 

-[1978], «1\vo simple incomplete modallogics», Theoria 44, 25-37. 
-[1979], «Canonical modal logics and ultrafilter extensions», J. Symbolic 

Logic 44, 1-8. . 
-[1983], Modal Logic and classical Logic, Bibliopolis, Nápoles. 
-[1984], «Correspondance theory», en D. Gabay y F. Guenthner·(eds.), 

Handbook 01 Philosophical Logic, vol.lI, 167-247. 



i j 

. i 



TABLA DE LÓGICAS 

KT 
KT4:S4 
KD : Deóntica T 
KTB : Sistema Brower 
KT4B : KT4E : S5 
KD4E : DeóntÍca S5 
K4 
KT4M: S4.1 
KT4D1: S4.3 
KT4G :S4.2 
KT4Dumm : D : Lógica 

diodoreana de Prior 
KT4Grz : Sistema Grzegorczyk 
KL : K4L : GL : L : KW : 

Lógica de la demostrabilidad 

KTr : Sistema Trivial 
KV : Sistema Verum 
K4M 
KT4M + (Op 1\ O(p--np»~p: VB 
KH 
K + O(OOp~Oq)~(Op~q) . 
K4Dl oL : K4.3W 
KT +'O(OOp~Oq)~(Op~q) : MK3 
KF: K + OOp~(OO(p 1\ q) v OO(p 1\ -q» 
K + {onO.l~on+l.l: n ~ 11 

LÓGICAS TRATADAS ESPECIALMENTE: 

GL : KL, KW, K4L, K + O(Op~p)~Op 

Ej. 8.13 
Ej; 8.15. 
Cap. 4 
Cap. 5 

Ej. 8.12 
Ej. 4.9 
Ej. 5.3 
Ej. 5.4 

Ej. 4.4 

Prop. 4.10, Teor. 7.6, Coro 7.8, 
Coro 7.11, Ej. 8.16, Ej. 7.8 
Ej. 5.8, Ej. 4.2 
Ej. 5.7, Ej. 4.3 
Ej. 4.1 
Prop. 7.17, Prop. 7.19 
Prop. 7.12, Prop. 7.15 
Ej. 7.4 
Ej. 7.9, Prop. 4.9, Ej. 7.10 
Ej. 7.4, Ej. 7.5, Ej. 7.6, Ej. 7.7 
Cap. 9 §3. 
Cap. 9 después de Cor .. 9.16. 

Completa, no canónica, tiene prop. marcos finitos, finito axiomatizable, no 
de primer orden, decidible. 

KH : K + O(OpHp)~Op 
Incompleta, no canónica, no tiene p. ma. f., finito axiomatizable, no de pri­
merorden. 

[219] 
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Urqhuart : Para cada X f: N recursivamente enumerable pero no recursivo y al 
que pertenece el 1, la lógica asociada a X es 
K + O(Op~Op) + 0(01. /\ p)~O(O..L~p) + 
O(OT /\ p)~O(OT~p) + (001. /\ OOT)~OnOT (n E X) 
Completa, canónica, tiene:p, ma, f;, no Jinit axiomatizable, de primer orden 
indecidible. 

VB : de Van Benthem : KTM ,.¡. (Op /\ O(p~Op »~p 
Incompleta, no canónica,;po tiene p. ma. f., finit. axiomatizable, de primer 
orden. ; .' i: '.', ",: 

KF : de Kit Fine: K + OOp~(OO(p /\ q) v OO(p /\ -.q» '. .... .:. 
Completa, canónica, finit.axiomatizable, no de primer oI:dep.·, .' 

MK3 : KT + O(ODp~Oq)~(¡jp~q) , . 
Completa, canónica, no tie":e;p. ma. f., finit. axiomatizable, de primer:ordel ... 

,",: 

1 \ 1 ~., ." 



D 
T 
4 
5,E' 
B 
Tr 
Vr 
M 
.G 
Grz 
L,W,GL 

TABLA DE FÓRMULAS 

Dp-70p 
Dp-7p 
Dp-7DDp 
Op-7DOp 
p-7DOp 
pHDp 
Dp 
DOp-70Dp 
ODp-7DOp 
D(D(p-7Dp )-7p )-7p 
D(Dp-7p)-7Dp 

Prop.4.3 
Cap.3, § 6 
Prop.4.1 
Prop.4.4· 
Prop.4.2 
Ej. 4.2, Ej. 5.8 

. Ej. 4.3, Ej. 5.7 

Prop.4.8 
Ej. 4.4 

H D(DpHp )-7Dp 

Prop. 4.10, Teor. 7.6, Coro 7.8, 
Coro 7.11, Ej. 8.16, Ej. 7.8 
Prop. 7.12, Prop. 7.15 

Dumm D(D(p-7Dp)-7p)-7(ODp-7p) 
Dl,Lem D(Dp-7q) V D(Dq-7p) Ej. 4.15 
Dlo,LemoD«Dpl\p)-7q) V D«Dql\q)-7p) Prop.4.9 

D(Dp-7Dq) V D(Dq-7Dp) Ej. 4.5 
p-7Dp Ej. 4.2 
D(Dp-7p) Ej. 4.13, Ej. 5.10 
Op-7Dp Prop. 4.5 
OpHDp Prop. 4.6 
DDp-7p Prop.4.7 
DODDp-70DDOp Ej. 4.7 
D(Op-7Dp) Ej. 4.8 
O(OT 1\ p)-7D(OT-7p) Ej. 4.9 
O(D .L 1\ p)-7D(D .L -7p) Ej. 4.10 
(OD.L 1\ OOT)-7[::JnOT' Ej. 4.11 
OT-7(Dp-7p) Ej. 4.14, Ej. 5.11 
(Op 1\ D(p-7Dp))-7p Prop.7.16 
D(DDp-7Da)-7(Dp-7q) Ej. 7.4, Ej. 7.5, Ej. 7.6, Ej. 7.7 
onD.L-7Dn+T.L (n~ 1) Después de Cor. 9.16 

KF ODp-7(OD(pl\q) V OD(pl\-q» Apt. 3 del Cap. 9. 

[22U 
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· , '- ,íNDIOE 'DE SÍMBOLOS 

Los símbolos de la lista que viene a continuaciéu son los símbolos 
específicos de la lógica modal y de este libro: El número de página que 
acompaña a cada uno de ellos indica el primer lugar en que aparece y en el que 
se especifica su significado. 

lP: 15. 
~: 15. 
.1: 15. 
(: 15. 
): 15. 
O: 15. 
For (lP): 16. 
..,: 17 .. 
Á: 17. 
v: 17. 
H: 17. 
T: 17. 
O: 17. 
19(.): 18. 
Sub(.): 18. 
A(p,/B" .... Pn/Bn): 19. 
A(p/B): 19. 
Taut (lP): 23. 
L(:E): 24. 
I-L : 27. 
I=t: 29. 

DedL(:E): 30. 
(M.R): 36. 
(M.R.e): 37. 
1=.: 37. 
1=: 37. 

L(C): 42. 
C(L): 42. 
Rn:44. 
I=r: 46. 
I=d: 46. 

on:50. 
on: 50. 
0:E:50. 
&(.): 51. 
I=d(L): 50. 
l='d(L): 50. 
(.)*: 61. 
(M. R. (e(pJ: ex< le»: 62 . 
(A. RA. (P IX A: ex < le»: 63. 
MOL: 63. 
ESL : 63. 
ML:70. 
RL:70. 
eL: 70. 
(ML• RL• eL: 70. 
ML :72. 
-};: 81. 
[xlI:: 81. 
[xJ: 81. 
e};: 82. 
MIL: 82. 
R};:82. 
R};': 82. 
R#: 83. 
ffi¡e'I(M¡. R¡): 118. 
TI¡elM¡: 120. 
TIu(M¡, R¡): 120. 
EC; 129. 
ECá : 129. 
EC};: 129. 
ECu : 129. 

[223J 

Tm«M.R.e»: 142. 
Tm(M): 142. 
OOÁ:E: 144 . 
(A.Á. v. *. 0.1. 't): 151. 
~: 122. 
*L. VL. ÁL. 0L, l L, 'tL: 153. 
For(lP)/-L:153. 
L(A): 155. 
AL: 155. 
(A)#: 158. 
(tt: 160. 
I:!.+: 161. ' 
H(X): 165. 
S(X):'165. 
P(X): 165. 
HSP(X):.165. 
A(M): 168. 
St(A): 171. 
M(A): 172. 
eu(M): 178. 
Reu: 178. 
m(X): 178. 
eu«M,R»: 178. 
e: 153.185. 
I(X): 186. 
(M,R.P): 187. 
Pe: 188. 
A«M, P»: 188. 
MG(A): 190. 
(ML, RL• PL): 191. 
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ÍNDICE DE TERMINOLOGÍA CONJUNTISTA 

" Acontinuación presentamos una ,serie, de expresiones simbólicas dellenguaje 
deJa teoría de conjuntos empleadas en el libro junto, cOn, para cad~ una de ellas; 
la especificación de su significado. , ; 

X n Y: la intersección del conjunto X con el Y. 
X U Y: la unión del conjunto X con el Y. 
X - Y; la; diferencia entre el conjunto X y el y; 
P(X): el co~junto potencia del conjunto X. 
f: A ~B: fes una función de A en B. 
x E A: ,~ pertenece a A. 
A ~ B: A es un subconjunto de B, A está incluido en B. 
A x,B: el p,rOducto cartesiano de A con B. 
"Ix: para todo x. 
3x: existe un x,: hay un x. 
N: el conjunto de los números naturales. 
0: el conjunto :vacío. ! 

UA: la unión del conjunto A. 
nA: la intersección del conjunto A. 
n¡e IA¡: la intersección de la familia de conjuntos IA¡: i E 1 l. 
UieIA¡: la unión de la familia de conjuntos IA¡:.i E 1 l. 
Die IA¡: el producto cartesiano de la familia de, conjunto I Ai: i E 1 l. 
h[X]: el conjunto de imágenes de los elementos de X por la función h. : 
h(x): la imágen de x por la función h. 

[:2:24] 
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, ÍNDICE DE AUTORES y MATERIAS ,,' 
/1 

Este índice se ha elaborado siguiendo el siguiente criterio. At ¡¡i.do :de cada 
entrada de una materia aparece 'el número, de página en qtÍeel concepto es intro­
ducido y definido, y si una misma entrada tiene más de una acepción, aparecen 
los números de página correspondierites. Al lado de cada"'ntmibré(de autor, de 
lógica o de teorema) aparecen'los números de página'enquf: figuran: . 

..... : Álgebra e: 153. 
Álgebra eL: 17l. 
Álgebra de Boole: 210., i, ' 
Álgebradeconjuntos:!212;; ,;" ,',¡" 
Álgebra de Lindenbaum-Tarski: ,153: 
Álgebra modal (normal): 151:' ,,;:, 
Ancestro (de una'i:elaclión): 44;', ,', " 
Árbol: 125. J·l' ' .,¡ 

-reflexivo: 125. .,ji ' ,',; 

-transitivo: 125. " 'o, .:" ',' 

-reflexivo y transitivo: 126.;' , ... 
Asignación en un álgebra: 1'53. ¡. 
Asignación en una p-estructúra A: '204; 
Asign~ción. en un marco M: 36:' , 
Axioma de McKinsey: 149. 
Axioma distributivo: 23.' " , 

Benthem; J,: van: 11,'13, '104;:0\35,,1,36, 
138,196. "," 

Birkoff, G.: i65, 166. ! 'J' ':lL, 

¡Blok; W; ];:¡ 157;" ", (!' d" 

Boolos,G.: 12. ',:,I.'!,' 

l' 1': ." d :. r : ' ,", i.'; 

Camap, R.: 9. 
Clase ecuacional: 160. 
-elemental: 129. 
-d-elemental: 129. 
-EC::192¡"¡;;";"" 
-EC"t:'129::" " 
-EC}:: 129. :~! 

-L-elémental: 129;· 
-ECu : 129. 
-:ELl-elemental: 129. 
Clausura booleana: 91. ' 
Clausura modal: 92.' ' 

',/,' . 

, ~ , 

Completitud de K para marcos: 71 . 
Conexión zig-zag: 124; , 'o 

Conjunto de fórmulas satisfactible: 
206. 

-finitamente siítisfactible: 141. 
Conjunto de fó'rmulas modales: 
~L-consistente: 127. 
-L-consistente y maximal:.68. 
-L-inconsistente: 127. 
-infinitamente satisfactible: 14E 
-'-satisfactible: 141. 
-satisfecho en un índice: 141. 
Consecuencia: 
-débil:46. 
-débil módulo L:50: 
":"""local débil: 50. ' 
-local débil módulo L: 50. 
-fuerte: 46. 
-tautológica: 29. 
<:onstantes: 201,207. 
Constante sentencial..L: 15., 
Creswell, M. J.: 99, 1l. 
Cuantificador: 201,207. 

Deducible de :E: 27. 
Denotación de un término: 204, 209. 
Desenmarañamiento: 127. 

Ecuación: 202. 
-válida en un álgebra modal: 158. 
Elementalmente'equivalentes: ' 
-p-estructuras: 205. 
-marcos: 129. 
Estructura ro-saturada: 140. 

[225] 
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Extensión por'ultrafiltros: 178; 
Extensiones seguras: 46. 

Fefennan, S.: 116. 
Filtrado: 83. 
-a través de: 83. 
Filtro: 211. 
-:propio: 211. 
Fine, K.: 10, 129, 140, 143, 144, 179, 

197. " 

Finitamente axiomatizable: 25. 
Finitamente satisfactible: 141. 
Fónnula (modal): 16. 
-longitud de: 18. 
-<leducible del:: 27. 
-grado de: 51. 
-verdadera en un índice: 37. 
-válida en un modelo: 37: 
-válida en un marco: 37: 
-válida en una clase de modelos: 37. 
-válida en una clase de marcos: 37. 
-válida en un marco general:' 1'86. ' 
-válida en un álgebra: 154; 
-verdadera en una asignación en un 

álgebra: 154. 
-satisfactible en un modelo: 141. 
Fónnula (de primer orden): 202. 
-<le segundo orden: 208. 
-atómica: 202, 208. 

GL: 27, 93 Y ss. 
GOdel, K.: 12. 
Goldblatt, R. l.: 10, 123, 124,1 135, 

136, 137, 182. , I " , 

Hintikka, J.:.9. 
Homomorfismo: 114. 
-entre álgebras: 164. 
Hugues; G. E.: 110. 

Imagen p-mórfica: 114., 
Índice final: 39. 
Inducción (principio de): 17. ' 
Inmersión entre marcos generales: 

187~ 
Ínfimo: 35. 
Instancia del axioma distributivo: 23. 

Instancia de sustitución de una tauto· 
logía: 22. 

Isomorfismo: 114'. 
-entre marcos generales: 187. 
-entre p-estructuras: 205. 

Jonsson, B.: 9. 

Kanger, S.: 9. 
Keisler, J~ M.: 133. 
KF: 144. 
KH: 99 y ss. 
KH-marco: 99. 
Kripke, S.: 9, 11, 12. 

L-álgebra: 157. 
Lemmon, EJ.: 10,27,67. 
Lewis: eJ.: 9. 
L-marco: 42. 
L-marco general: 187. 
L-modelo: 42. 
Lema de Goldblatt: 123. 
Lenguaje modal: 15. 
-vocabulario de: 15. 
Letras sentenciales: 15. 
Lógica: 22. 
-algebraicamente completa: 157., 
-completa: 42. 

¡, 

-completa respecto a,sus, modelos: 
43. 

-caracterizada por una, clase de mar­
cos: 43. 

-canónica: 72. 
-con la propiedad de los modelos 

finitos: 79. 
-con la propiedad de los marcos fini-

tos: 79. 
-clásica: 22. 
-regular: 22. 
-nonnal: 22. 
-finitamente axiomatizablé: 25. 
-recursivamente axiomatizable: 25. 
-<jue extiende a: 25. 
-<le una clase de marcos C: 42. 
-C-correcta: 42. ' 
-C-completa: 42. 
-':'incompleta: 42. 
-<I-persistente: 195. 
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Lógica E: 23. 
Lógica K: 23. 
Lógicamente finito: 91.. 
Lógicas deUrquhart: 108 y.ss. 
-E-os: 120, 121. 

Mackinson, D.: 67, 115. 
Marco: 36. 
-canónico: 70. 
-generado por in índice: 126. 
-general: 186. 
-general descriptivo: 193. 
-fuertemente generado: 98. 

. Marcos modalmente equivalentes: ·129; 
McKinsey, J. C. C.: 9, 143. 
Menor lógica clásica: 23. 
Menor lógica normal: 23. 
Modalidad: 92. 
Modelo: 37. 
-canónico: 70. 
-de un conjunto de ecuaciones: 159.' 
-de un conjunto de sentencias: 204. 
-irreflexivo: 47, 48. 
-modalmente l-saturado: 141. 
-modalmente 2-saturado: 141. 
-modalmente saturado: 141. 
Modelos modalmente ·equivalentes: 

81. 
Modus ponens: 22. 

.operador modal: 15;· 

.orden parcial: 35. 

p-morflsmo: 112. 
-teorema del: 112. 
~inyectivo: 114. 
-sobre: 112. 
--entre marcos generales: 187 .. 
Principio de inducción: 17. . 
Principio de definición por re~ursión: 

17. 
Producto directo de álgebras: 163. 
Propiedad de la disyunciqn: 98. 
Propiedad de la intersección finita 

(p.i.f.): 212. 
Propiedad de los modelos finitos 

(p.m.f.): 79 . 

-...... . 

Propiedad de los marcos fi~itos 
(p.ma.f.): 79 . . 

Punto final: 39. 

Quine, w..o.: 12. 

Rama finita: 125. 
-infinita: 125. 
Rasiowa, H.: 9. 
R-cadena: 104. 
R-predecesor: 125. 
R-sucesor: 104. 
Recessionframe: 107,110. 
Recursión (principio de): 17 . 
Regla de necesidad: 23. 
Relación: 
-apropiada: 82. 
--euclídea: 53, 54. 
-función: 53, 55. 
-función de M en M: 53, 55 .. 
-débilmente conectada: 53, 56. 
-débilmente dirigida: 53, 56. 
-débilmente densa: 53,55. 
-inversamente bien fundada: 53, 57. 
-reflexiva: 47. 
-serial: 53, 54. 
-simétrica: 54. 
-transitiva: 54. 
Relator: 201, 207 
Retículo: 35. . 
p-estructura: 204 . 

Scott, D.: 10,27,67. 
Segerberg, K.: 10,112,116. 
Sentencia: 203. 
-verdadera de una p-estructura:. 205. 
-lógicamente válida: 205. . 
Sahlqvist, H.: 10,127. 
Satisfacción: 204,209.· 
Shelah, S.: 133. 
Símbolo de igualdad: 201. 
Símbolo funcional: 201. 
Sikorski, R.: 9. 
Smorinsky, C.:·12. 
Solovay, R.: 11. 
Subálgebra: 162. 
Subestructura: 206. 
--elemental: 206. 
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Subfónnulas: 18. 
Subienguaje sentencial:'15.' , 
Submarco: 116. ,,', 
Submarco generado: 116. 
-generado por x: 44. 
-general generado: 187. 
Submodelo generado: 116. 
-generado por x: 44. 
Supremo: 35. 
Sustitución de letras sentenciales por 

fónnulas: 19. 
Sustitución: 22. 

Tarski, S.: 9. 
Tautología: 22,29, 
-instancia de sustitución de: 22. 
Teorema de. una lógica: 27., 

, Teorema de: 
-Van Benthem: 136,196. 
-Birkhoff: 165. 
-Craig: 26. 
-K. Fine: 143." 
-Goldblatt: 136, 137, 138. 
-Goldblatt-Thomason:' 182. 
-Keisler: 133. 
-Keisler-Shelah: 133. 
-J::.os: 120, 121. 
-Lowenheim-Skolem: 206, ' 
-Lowenheim-Skolem descendente: 

206. 
Teorema: 
-de compacidad: 206. 
-de completitud algebraica para K: 

157., '" ,1 

-de completitud algebraica para las 
lógicas nonnales: 157. ' 

-de completitud de K para marcos: 
71. 

-de completitud para marcos genera­
les: 187. 

. '.' 

-de completitud para modelos: 71. 
-de representación de Stone:213. 
-del ultrafiltro: 212. 
Teoría modal (de un modelo): 142: 
Teoría de la completitud: 9, 
Teoría de la correspondencia: 10. 
Teoría de la dualidad: 11. i 

Ténnino: 201,207. 
Thomason, S. K.: 10,182,185,., , 
Tipo de semejanza:,201., '", 
Traducción' del ienguaje modal ~llen-

guaje de primer orden: 61., 
Traducción de fóiinulas modales a tér-

minos: 158. " " 
Traducción de términos a 'fórm'ulas 

modales: 160. 

Unión disjunta: 
-de una familia de marcos: 118: 
-de una familia de marcos generales: 

188. 
Ultrafiltro:211. 
-principal: 213. 
-no-principal: 213. 
-sobre un conjunto: 213. 
Ultrapotencia de marcos: 121. 
Ultraproducto de marcos: 120: 
Urquhart, A.: 108. 

Van Benthem, J.: véase Benthem, J. 
van. l' 

Variable: 201. 
-de individuo: 207. 
-de relación: 207. 
-ocurrencia libre de: 203j208. 
-ocurrencia ligada de: 203, '208. ' 
Variedad: 166. 
VB: 104" ; , ';¡'. ' 

VB-marco: 104. "". " .' ,': 
',' 1 :'. 
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