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INTRODUCCION

El nacimiento de la 16gica modal moderna se sitia en 1912 en
un articulo de C. I. Lewis en la revista Mind en el que se ocupa de
las llamadas paradojas de la implicacién material. Los cdlculos
deductivos que desarrollé6 Lewis son célculos para la implicacién
estricta en los que, en algunos, ésta se define a partir de un opera-
dor para la imposibilidad y, en otros, a partir de un operador para
la posibilidad.

Histéricamente la 16gica modal moderna, tal como sefiala
Segerberg en Bull y Segerberg [1984], se alimenta de tres tradi-
ciones: la tradicién sintictica, la algebraica y la seméntica. La pri-
mera tradicién es la inaugurada por Lewis. Los autores que traba-
jaron en ella se dedicaron principalmente a la elaboracién de
diversos cdlculos en los que recoger las diferentes intuiciones
acerca de la nocién de necesidad y otras modalidades. La segunda
tradicién puede remontarse a la introduccién de l6gicas trivalentes
por Eukasiewicz y al nacimiento con ellas de la nocién de matriz
légica, nocién que dio lugar a la de dlgebra légica y a la conside-
racién de clases de este tipo de dlgebras. Una de ellas es la clase
de las 4lgebras modales. En los inicios de esta tradicién caben
destacar las obras de A. Tarski, J. C. C. McKinsey, B. Jonsson,
y la de H. Rasiowa y R. Sikorski. Por iltimo, puede considerar-
se que la tercera tradici6n se inicia con la obra de R. Carnap, en
la que por primera vez se da una semadntica para la lgica
modal, de hecho para el sistema S5 de Lewis. Pero es con la
obra de S. Kripke con la que se introduce la seméntica conocida
como semdntica de mundos posibles, semantica que parece haber
sido también. formulada independientem¥nte por S. Kanger y por
J. Hintikka. Es la semdntica estdndar para la 16gica modal en sus
dos variantes de seméntica de modelos de Kripke y seméntica de
marcos de Kripke, semdnticas estrechamente relacmnadas, de tal
modo que es imposible desarrollar la segunda gm desarrollar la
primera.

Desde un punto de vista sistemético, en la 16gica modal
moderna pueden diferenciarse tres partes. La primera, llamada
teoria de la completitud, se dedica al estudio de diversas 16gicas

91



10 UNA INTRODUCCION A LA LOGICA MODAL

modales caracterizadas tanto sintdctica como semanticamente. La
. pregunta fundamental es la pregunta por la completitud. Si la res-
puesta es afirmativa, para demostrarlo existen basicamente dos
métodos de prueba: los modelos canénicos y la propiedad de los
marcos finitos. En esta parte cabe también incluir la pregunta por
la caracterlzamén Una-16gica es completa, en la semantica de
marcos, si toda férmula vélida en todo marco de la 16gica es un
teorema de la’ 16gica.. Pero-pueden existir clases especiales de
marcos:cuyas formulas vilidas sean precisamente los teoremas
de una légica dada. Cuando estd ocurre decimos que la clase de
marcos caracteriza la 16gica dada. Buscar clases interesantes de
marcos que caractericen una légica es también una tarea impor-
tante. La obra fundamental en teoria de la completitud es la de
K. Segerberg (Segerberg [1971]). Y también la de E. J. Lemmon y
D. Scott (Lemmon, Scott [1977]). S

La segunda parte, .inaugurada por H. Sahlqvist y K. Fine, y
desarrollada fundamentalmente por R. L. Goldblatt, S. K. Thomason
y J. Van Benthem, es la llamada teorfa de la correspondencia. En la
semdntica de marcos la nocién fundamental es la de marco de
Kripke. Un marco de Kripke es un par (M,R) donde M es un con-
junto no vacio y R es una relacién en M. Una asignacién en un
marco (M,R) es una funcién e que a cada letra sentencial asigna
un subconjunto de M. Un modelo de Kripke es un triplo (M,R,e)
" donde {M,R) es un marco y € es una asignacién en (M,R). Ocurre
que para algunas légicas modales la clase de sus marcos de Kripke
es una clase definible por un conjunto de sentencias de primer
orden en el lenguaje con un tnico relator diddico. Por ejemplo,
para el sistema S5, la clase de sus marcos es la clase de los marcos
cuya relacion es de-equivalencia. Pero para otras légicas esto no es
asi. Una de las preguntas fundamentales de la teoria de la corres-
pondencia es la pregunta por condiciones necesarias y suficientes
para que la clase de los marcos de una légica sea definible en pri-
mer ordeén. Por otra parte, dada una clase de marcos definible en
primer orden, se plantea la cuestién de saber si es 0 no la clase de
marcos de una 16gica modal. Este tipo de preguntas son las carac-
teristicas de la teoria de la correspondencia. Para responder a ellas
se usan técnicas prOporc:lonadas tanto por la tradicién algebraica y
por el dlgebra universal, como por la tradicién de 14 seméntica de
mundos posibles y la teorfa de modelos cldsica de la 16gica de pn-
mer orden
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En teoria de la correspondencia las obras bdsicas son Van
Benthem [1983] y Goldblatt [1976]

Por iiltimo, la: tercera parte consiste en la llamada teoria de
la dualidad. Para la 16gica modal no sélo existe la semd4ntica de
marcos y la de modelos de Kripke, sino que también existe la
semdntica algebraica, cuyos objetos son las dlgebras modales. La
" teorfa de la dualidad se ocupa de estudiar las conexiones entre
estos dos enfoques. En este estudio aparece una nueva nocién, la
de marco general, que es intermedia entre la de 4lgebra modal yla
de marco de Kripke. La teoria de la dualidad hace uso fundamen-
tal del teorema de representacién de Stone para 4lgebras de Boole
y también utiliza y explora el punto de vista topoldgico.

El libro que tiene el lector en las manos es una introduccion a
las tres partes de la l6gica modal contemporédnea. En la primera
parte del libro, los capitulos 1 a 8 pueden verse como una intro-
duccién a la teoria de la completitud y, ademds, a algunos aspectos
de la decidibilidad de l6gicas modales. Los capitulos 9, 10 y 11
exponen lo fundamental de la teoria de la correspondencia. El
capitulo 12 puede considerarse una introduccién a la teoria de la
dualidad, aunque contiene también algunos resultados de teoria de
la correspondencia. La parte topolégica de la teoria de la dualidad
no se desarrolla en este libro, puesto que el tipo de lector en el que
pensamos al escribirlo no tiene por qué tener los prerrequisitos
necesarios. - ‘

Este libro ha surgido de mis cursos en el Departamento de
Légica. de la Historia y Filosofia de la Ciencia de la Universidad
de Barcelona, cursos de segundo ciclo en la licenciatura de
Filosofia y de doctorado en el programa de Légica Matematica. Es
un libro de légica modal sentencial, y el proposito al escribirlo ha
sido brindar al lector de habla espafiola una introduccién actual ‘a
la 16gica modal, disciplina que con el desarrollo de las teorias de
la correspondencia y de la dualidad ha alcanzado su madurez
matematica, y que, con sus aplicaciones a las ciencias de la.com-
putacién a.través de la l6gica dindmica, las 16gicas temporales y
las l6gicas epistémicas, ha alcanzado, lo cual no es muy frecuente,
su etapa de aplicacién a esferas tecnolégicas. Ademas la l16gica
modal ha encontrado aplicaciones a través del sistema GL, o siste-
ma de la demostrabilidad, en el estudio de la aritmética de Peano y
de sus extensiones. Ello se debe fundamentalmente al importante
teorema de Solovay (Solovay [1976]), a los trabajos de la escuela
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de Siena, de G. Boolos y'de C. Smorinsky, entre otros. La idea de
esta aplicacion consiste en interpretar el operador modal, [, como
el' predicado de demostrabilidad en una teoria aritmética, que
Godel introdujo en su célebre prueba de la inconipletitud de la
aritmética. Estas aplicaciones: son’las ‘que, en boca de algunos,
redimen a la l6gica modal del supuesto pecado original de confun-
dir uso 'y mencién que le atribuye Quine. Por iltimo, la'légica
modal tiene aplicaciones en lingiiistica, fundamentalmente en la
seméntica de las lenguas naturales. I'a'semdntica de mundos posi-
bles es la semdntica tipica de las l6gicas intensionales y- es el para-
digma seméntico que nace con la introduccién por S. Kripke de su
semdntica para las l6gicas modales en «A. Completeness Theorem
in Modal Logic» (Kripke [1959]), y que ha dominado y atin domi-
na las investigaciones semdnticas llevadas a cabo por fildsofos: y,'a
raiz de la introducci6n de las graméticas de Montague, tamblen las
llevadas a cabo por lingiiistas.

Evidentemente éste rio es: un libro para cualquier tipo de 'lector.
Se presupone un conocimiento de la l6gica sentencial y de la légica
de primer orden equivalente, por ejemplo, al contenido de la prime-
ra parte del manual, actualmente- ya un cldsico, de H. Enderton A :
Mathematical Introduction to Logic. Como-cabe esperar, se pre-
supone también un conocimiento del lenguaje de la teoria de con-
juntos, y-un conocimiento de esta teorfa equivalente, por ejemplo,-
al contenido del libro de Halmos Intuitive Set Theory.
Finalmente, en los tltimos tres capitulos se presupone cierto cono-
cimiento de la teoria.de las dlgebras de Boole. El lector interesado
en este tema puede consultar Jané [1989]. El presente’libro, sin
embargo, lleva dos apéndices, uno sobre légica de primer orden y
l6gica de segundo orden y otro sobre dlgebras de Boole, con el
fin; fundamentalmente, de fijar terminologia y para que el lector
pueda informarse de aquello que es imprescindible conocer para
poder seguir con provecho el libro.

‘Puesto que éste es un libro'de introduccién a la 16gica modal,
no debe esperarse encontrar en €l resultados originales del autor.
Si alguno hay, es la prueba de que toda légica posee marcos. La
originalidad de este libro debe buscarse, en todo caso, en la distri-
bucién y presentacién del material y en el énfasis en ciertas cues-
tiones. Cabe destacar el punto de vista que ha guiado el libro: la
semdéntica fundamental para la 16gica modal es la de marcos. Me
gustaria justificar este punto de vista algiin dia mediante un argu-
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mento filoséfico;-pero por. €l momento es plenamente justificable
desde un punto de' vista ' matematico. Es esta' semantica la:que ‘hace
interesante a-la 16gica modal, pues con ella no-queda reducida
como con la semantica de modelos a 16gica de primer orden, hecho

que ya pusieron de manifiesto, en la obra citada, J. E. Lemmon y

D. Scott. Se puede ver la 16gica modal con la seméntica de marcos
como una parte de la 16gica de segundo orden, pero, puesto que

ésta no tiene una buena teoria de modelos, pocos resultados gene-
rales le son aplicables. Més bien ocurre lo contrario: Van Benthem

y K. Doets han generalizado resultados para la l6gica modal a ( ( {
fragmentos de la l6gica de segundo orden, y de la teoria de tipos,|® "
fragmentos més amplios que el que corresponde estrictamente a la
16gica modal.

Desde un punto de vista pedagdgico, este libro puede servir
como texto para distintos tipos de curso. Un curso, o parte de un
curso, de licenciatura en el que se presente una introduccién a la
l6gica modal para estudiantes de filosofia o de informética puede
basarse en los siete u ocho pnmeros capitulos y el capitulo 10. Un
curso de doctorado puede organizarse de muchos modos depen-
diendo de la duracién, del tipo de programa al que pertenezca y de
los conocimientos que se presupongan.

Debo dar las gracias a varias personas gque han contribuido
con su estimulo unas, con sus comentarios otras, y con ambas
cosas la mayoria, a que este libro sea posible. En primer lugar
debo dar las gracias a mis alumnos, en especial a Begofia
Navarrete y Manuel Campos. Después a mis colegas que asistie-
ron a mi curso de doctorado: Manuel Garcia-Carpintero, Enrique
. Casanovas e Ignacio Jané. Y en espec1al debo agradecer a los dos
iiltimos sus preguntas y comentarios, asi como el trabajo de haber
leido y comentado los sucesivos manuscritos, sin el cual el libro
no seria lo que es. También debo dar las gracias, a Josep M.* Font
por sus comentarios a una primera versién de los nueve pnmeros
capitulos. Por iltimo debo dar las gracias a J. Van Benthem, sin
cuyos escritos mi concepcién y conocimiento de la 16gica modal,
asi como mi interés por ella, serian muy distintos.

Si antiguamente se daban las gracias a quienes habian meca-
nografiado el texto, hoy es de justicia darselas al ordenador y pro-
cesador de textos que lo ha hecho posible, en mi caso a mi casi
siempre décil Macintosh y a MacWrite.

Espero que este libro despierte el interés intrinseco por la
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légica modal en algunos y sea de utilidad a los que hoy en dia la
necesitan en sus trabajos en inteligencia artificial y, en general, en

ciencias de la computacién. Si asi es, habra mereCIdo la pena el
esfuerzo de escribirlo. -



CAPITULO 1

EL LENGUAIJE DE LA LOGICA MODAL
SENTENCIAL

Un lenguaje modal sentencial consta de un vocabulario forma-
do por un conjunto infinito P de letras sentenciales, un conector
diddico, —, una constante sentencial, 1, un paréntesis derecho, ),
un paréntesis izquierdo, (, y un operador modal, []. Todos estos
simbolos deben ser distintos entre si; en particular ninguna letra
sentencial debe ser un conector ni una constante sentencial ni el
operador modal ni un paréntesis.

Consideraremos que todos los lenguajes modales tienen el
mismo conector diadico, la misma constante sentencial, los mis-
mos paréntesis y el mismo operador modal. Lo que distinguird un
lenguaje de otro serd el conjunto de sus letras sentenciales. De
todos modos, podemos identificar dos lenguajes si sus conjuntos
de letras sentenciales tienen la misma cardinalidad (son biyecta-
bles). Al lenguaje modal sentencial cuyo conjunto. de letras senten-
ciales es P lo llamaremos el lenguaje modal sentencial de P, o sim-
plemente, el lenguaje modal sentencial P. Asi, el vocabulario del
lenguaje modal sentencial P es el conjunto P U {—, L, [, (,)}. Al
conector diddico lo llamaremos condicional, y él y la constante
sentencial son los vinicos signos 16gicos de los lenguajes modales
sentenciales. Del operador modal diremos que es el signo modal.

Debemos observar que todo lenguaje modal sentencial P
puede verse como un lenguaje sentencial (de la légica sentencial)
extendido mediante el operador modal. El lenguaje sentencial de
P tiene como vocabulario el conjunto formado por las letras sen-
tenciales de P, los signos 16gicos y los paréntesis. A este lenguaje
lo llamaremos el sublenguaje sentencial del lenguaje modal sen-
tencial P.

Utilizamos un 1inico conector diddico y una constante senten-
cial —que se interpretard como lo falso— por al menos tres motivos.
En primer lugar, tal prictica es habitual en los trabajos de 16gica
modal. En segundo lugar, poseer una constante sentencial para lo

[15]
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falso es titil a la hora de introducir las dlgebras modales. Por qilti-
mo, este recurso permite que las pruebas por induccién sobre la
estructura de las férmulas sean breves. Debe observarse que tni-
camente con el condicional y una constante sentencial para lo
falso es suficiente para poder representar todas las funciones boo-
leanas. Si esto no fuese asi, habriamos realizado una mala elec-
cién de nuestro vocabulario.:

DEFINICION DE FORMULA

El conjunto de las fo’}mulas de un lenguaje modal sentencial
P, For(P), es el menor.conjunto X de sucesiones finitas de ele-
mentos del vocabulario de P tal que:

i) PcX

i leX
iii) Si{;, & € X, entonces (C1—>C2) e X
iv) Sile X, entonces [ (e X,

donde (§;—C,) es la sucesién que se obtiene al concatenar las
sucesiones { (), {1, (= ), &, y () ) eneste orden, y ] { esla
sucesién que se obtiene al concatenar las.sucesiones ((J) y { en
este orden.

Los elementos de For(P) son las férmulas del lenguaje P (o P-
férmulas).

A partir de ahora utilizaremos las letras mayusculas A, B, C,
D con posibles subindices como metavariables para férmulas.
Supondremos que los conjuntos de letras sentenciales de los len-
guajes modales estdn enumerados con sus cardinales. Cuando
escribamos férmulas concretas utilizaremos la letra p para referir-
nos a la primera letra sentencial del lenguaje que consideremos, la
letra q para referirnos a la segunda, y la letra r para la tercera.
Ademads, si el conjunto de letras sentenciales tiene cardinal x, con
p; - i€ X- nos referiremos a la i-ésima letra sentencial en la enume-
racién supuesta.

Es de observar que, dado un lenguaje sentencial P, los conjun-
tos P, {1}, {(A—B):A,B € For(P)}, y {{JA:Ae For(P)} son dis-
juntos dos a dos. Ademds si (A,B) es.distinto de (C,D), entonces
(A—B) es una férmula distinta de la férmula (C—D), y,si Ay B
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son férmulas distintas, también lo son las fé6rmulas [JA y [B.
Para demostrarlo basta tener en cuenta las propledades de’las
secuencias finitas. :

Abreviaciones

. —A abreviard (A—l)
(AAB) abreviara —(A— —B)
(AvB) abreviard (—~A—B)
(A-B) abreviard ((A—B) A (B—A)).
0A  abreviard —[J—A
T abreviard (L—1)

PRINCIPIO DE INDUCCION

1) Si' S es un conjunto de sucesiones finitas de elementos del
vocabulario de P para el que se cumplen las condiciones i)- iv)
de la definicién de férmula, entonces toda férmula de P pertene-
ceas.

2) S§i @ es una propiedad tal que i) toda letra sentencial de P
tiene @, ii) L tiene @, iii) si A y B tienen ®, entonces (A—B)
tiene @, y iv) si A tiene @, entonces LA tiene ®, entonces toda
formula de P -tiene la propiedad ®.

Prueba: 1) se sigue inmediatainente de la definicién de férmu-
la. 2) Consideremos el conjunto S = {AeFor (P): A tiene ®}.
Entonces S cumple las condiciones i)-iv) de la definici6n de f6r-
mula, y por tanto For(P) c S Concluimos pues que toda férmula
de P tiene ®.B

}”‘PRINCIPIO DE DEFINICION POR RECURSION

SiDesun conjunto no vacio, F una operacion diddica en D,
G una operacion monddica en D y a un elemento-de D, entonces
para cada funcién h: P — D existe una tinica funcién h*: For (P)
— D que extiende a h (h < h*) y ademds verifica:

i) h*(L)=a

i) h*(A—B) = F(h*(A), h*(B))
iii) h*(JA) = G (h*(A))

]



18 UNA INTRODUCCION' A LA LOGICA MODAL

Prueba: Sean D, G, F, a como se indica en las condiciones del
enunciado. Digamos que un conjunto de férmulas T est4 sint4cti-
camente cerrado si y s6lo si 1) P U {L} c T, 2) siempre que una
férmula de tipo []A pertenezca a I', A pertenece a I'', y 3) siempre
que una férmula de tipo (A—B) pertenezcaaI', A y B pertenecen
también a I". Digamos que una funcién g es adecuada si es una
funcién de un conjunto I sinticticamente cerrado de férmulas de
P en D que extiende a h (h < g) .y para la que-se cumplen 1) ii) y
iii) (cambiando h* por g) . Definamos

h*=U{g: g es una funcién adecuada}:

Entonces h* es la funcién buscada La unicidad se prueba por
induccién.d

LONGITUD DE UNA FORMULA

La longitud de una férmula va a ser el niimero de ocurrencias
del condicional y del operador modal en la férmula. Por ejemplo,
la longitud de la férmula Cl(p—0q)—Cp es 5. Definimos la lon-
gitud de una férmula por recursién como sigue:

1) 1g(p)=0 (paracada letra sentencial p)
2) IgL)=0

“3) Ilg(A-B)=1g(A)+1g(B)+1
4) 1g (JA)=1g (A) + 1.

I

SUBFORMULAS

A cada férmula A'le podemos asociar el conjunto de todas
aquellas férmulas que han sido necesarias para la «construccion»
de A, mCluyendo la propia férmula A. A tales férmulas se les da
el nombre de subférmulas de A. Por ejemplo, las subférmulas de
la férmula C(p—Ciq)-Or son: p, q, r,.(Ir, g, (p—q),
Li(p—Uq), y Li(p—»Ug)—Cr. -

El conjum‘o de subformulas de A, Sub(A), puede definirse
como sigue:
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1) Sub(p) = {p} (paracada letra sentencial p )
2) Sub(l)= {1}

3) Sub(A—B) = Sub(A) w Sub(B) U {(A—>B))
4) Sub(L1A) = Sub(A) U {DA} .

Debe observarse que, tal como ha sido formulada, la definicién no
puede justificarse por el principio de definicién por recursién,
pues por ejemplo Sub(LlA) no depende tinicamente de Sub(A)
sino también de []A. Sin embargo puede modificarse ligeramente
la definicién de modo que si sea justificable por tal principio.
Buscar la modificacién se deja como ejercicio para el lector.

SUSTITUCION DE LETRAS SENTENCIALES
POR FORMULAS EN UNA FORMULA

Para cada nimero natural n vamos a definir una funcién
A(pI/BI, -Pp/Bp) que a cada férmula A, letras sentenciales dis-
tintas py,...,pp, y férmulas B,,...,B,, les asigna el resultado de reem-
plazar las ocurrencias de p; en A por B; (1 <1i < n). La definicién,
fijado un mimero natural n, 'es una deﬁnicién por recursién, y es
como sigue:

1) Si A es una letra sentencial, entonces A(p;/B1s....0y/By,) €5
B;si Aesp;,paral <i<n,y es A en caso contrario.

2) L(p1/Bjype/By) €8 L

3) (A—B)(p1/B1,----Pn/Bp) €5
(A(p1/B1,--.Pn/Bn)=B(p1/B1....:Py/Bp))

4) (@A)(P1/B1,-r-Pu/By) €5 CIAP1/B1yespy/By).

PROPOSICION 1.1: Si B es una subférmula de A, entonces exis-
te-una férmula C de la que B no es subférmula y una letra sen-
tencial p que no ocurre en A tal que A es C(p/B).

Prueba: Por induccién. i) Si A es una letra sentencial, diga-
mos q, elijamos una letra sentencial distinta p, entonces™A es
p(p/q). ii) Si A es L, elijamos una letra sentencial cualquiera p,
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entonces A es p(p/Ll). iii) Si la proposicion vale para A; y para
A,, entonces B es (A;—A5) o0 es una subférmula de A; o de.A,.
Consideremos el caso en que B'es una subférmula de A, y de A,.
Sean p, q, C;, C, tales que cumplen las condiciones de la proposi-
cién. EhJamos una letra sentencial p; distinta de p, de q, y que no
ocurre ni en A1, ni en A,. Entonces R

i Cl(p/plxpl/B) s cl<p/B) y Cz(Q/P1)(P1/B) es Cz(q/B)

con lor cual tenemos que. oo A . ;-’
(Aj—>Ag) es CI(P/PI)(PI/B)_‘)CZ(Q/PI)(PI/B)

que es (Cl(p/pl)—>C2(q/p1))(p1/B) Los demads casos se tratan de
modo similar. iv) ‘Si la proposicién vale para-A, mediante un
argumento parecido al empleado en iii) puede concluirse que vale
para [JA.l

[ i

EJERCICIOS: |, |

1. Cor.npletr:.l.r la 'pruéba del princiﬁio ‘de definicién pof recur-
sig
@ Demostrar que si las letras sentenciales py,...,p, no ocurren
en las férmulas By ,,B entonces la férmula

(- (A(P1/B1)(P2/B2))---)(Pn/Bp) €s A(P1/By,....pn/Bp).

3. Demostrar que para cualquier férmula A, cualesquiera
letras sentenciales distintas py,..., pp, ¥ cualesquiera férmulas
Bj,..., By, existen letras sentenciales qj,..., g, tales que la férmula

(--‘((---((A(PIIQI))---)(pn/qn))(qI/B1))---)(qn/Bn)

€S

A(p]/B17-°" pn/Bﬂ)'

4, Obtener todas las subférmulas de las siguientes férmulas y
calcular su longitud:



EL LENGUAJE DE LA LOGICA MODAL SENTENCIAL 21
i)y OCp-Ug)—0L
i) O0Op—O-0O-1
iii) Dﬁ(Dp —>q)—>(Dq—>ﬂp)
iv) DDD(—xpe—:DﬁD—.q)

5. Justificar la deﬁmclon de longitud de una formula defimen-
do las funciones necesarias para aplicar el principio de definici6n
ursién. e

odificar la deﬁmcmn del con_]unto de subformulas de una

form a de modo que pueda justificarse mediante el prmmplo de
deﬁmcmn por recursion.

. Computar en termmos de lg(A) y 1g(B), lg(AAB) lg(AVB)

ylgAeB).

i . .1



CAPITULO 2
LOGICAS Y LOGICAS NORMALES

1. Dado un lehguaje modal sentencial P, .una légica L es un
conjunto de férmulas de P tal que

i) Toda tautologia del sublenguaje sentencial de P pertenece
- aL.
il) L estd cerrado bajo modus ponens, es decir, si (A—>B)y A
pertenecen a L, entonces B pertenece también a L. -
iii) L estd cerrado bajo sustitucién, lo que significa, que si A
pertenece a L , entonces para toda letra sentencial p y toda
férmula B, A(p/B) pertenece a L.

Debe observarse que, en virtud de la condicién iii), toda f6r-
mula que tenga la forma de una tautologia pertenece a L. Y tam-
bién, en virtud del ejercicio 3 del capitulo 1, que para toda férmu-
la A elemento de L, cualesquiera letras sentenciales distintas
P1».--sPp» Y cualesquiera férmulas By,...,B,, la férmula
A(py/B1,....pn/Bp) pertenece a L.

. Ejemplos triviales de 16gicas son los sxgulentes 1) el conjunto
de todas las.férmulas de un lenguaje modal sentencial. 2) El con-
junto de todas las férmulas que se obtienen por sustitucion a partir
de las tautologias del sublenguaje sentencial de un lenguaje modal
sentencial dado. A tales férmulas las llamaremos instancias de
sustitucion de tautologias. La 16gica de 2) es la menor l6gica (estd
incluida en todas las l6gicas). La l6gica de 1) es la mayor l6gica
(incluye a todas las 16gicas).

Una 16gica L es una légica cldsica si estd cerrada bajo la
regla: si A<~>B € L, entonces [JA<[IB € L.

Una légica L es una Ildgica regular si estd cerrada bajo la
regla: si A—B € L, entonces [JA—[IB € L.

Una légica L es una légica normal si contiene todas las for-
mulas de la forma

U(A-B)—»JA—-LIB)

(22]
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férmulas a las que llamaremos instancias del axioma distributivo,
y ademds estd cerrada bajo la regla de necesidad: si A € L,
entonces JA € L.

OBSERVACION: Toda légica regular es claszca y toda légica.
normal es regular.

Prueba: Si (A<B) pertenece a L entonces (A—)B) pertenece
a L, lo que se justifica por razones de 16gica sentencial, de modo
que, si L es regular, (J(A—B) pertenece a L y por tanto LJA—[IB
pertenece a L. De igual modo puede verse que LJB—[IA pertene-
ce a L, y por tanto se obtiene que [1A<>[ B pertenece también a
L (la razén es, de nuevo, de légica sentencial). Asi, toda 16gica
regular es clasica. El mismo tipo de razonamiento muestra que
toda légica normal es regular.l

PROPOSICION 2.1: La interseccion de una coleccion no vacia
de légicas cldsicas (regulares, normales) de un lenguaje modal
sentencial P es una logica cldsica (regular, normal)..

Prueba: Se deja como ejercicio para el lector.i

Obsérvese que el conjunto de todas las férmulas de un lengua-
je modal sentencial fijado es una 16gica normal, y por tanto clasica
y regular. Asi, por 2.1; existe una menor légica clésica, una menor
l6gica regular y una menor légica normal. A la menor léglca nor-
mal se la conoce como la [dgica K. A la menor légica cldsica se la
conoce como la logica E. Evidentemente cada lenguaje modal
sentencial tiene su menor 16gica normal (clésica, regular). A partir
de ahora vamos a suponer que tenemos un lenguaje modal senten-
cial fijado, digamos P, respecto al cual consideraremos légicas.”
Sin embargo, todo lo que digamos, a menos-que impongamos’
alguna restriccién al lenguaje (por ejemplo, que sea numerable),
valdra para ldgicas de cualquier lenguaje.

Escribamos Taut (P) para referirnos al conjunto de ‘todas las
tautologias del sublenguaje sentencial del lenguaje modal P.
Entonces la 16gica normal K es el conjunto de férmulas generado:
a partir del conjunto

Taut (P) v {O(p—g)—»Cp-Lq))
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por las reglas de modus ponens, necesidad y sustitucién. Dicho
todo ello mds.precisamente, es el conjunto ~ = U{X: n n° natural }
donde

‘2o = Taut(P) L {O(p-q)—>Clp—Uq)}

Tor1=ZqU {0OA: Ae I} U {A: existe B € I tal que
B-oA)e L} U{A@B):Ae X, re P yB e For(P)}

Es ficil comprobar que X es una légica normal, con lo cual K < Z.
Por otra parte, por induccién en n, también es facil comprobar que
para cada nimero natural n, Z, < K. Por tanto K = Z.

Mis adelante, en el proximo capitulo, veremos que K no es el
conjunto de todas las férmulas, es decir, que K es una légica con-
sistente.

PROPOSICION 2.2: Si X es un conjunto de formulas de un len-
guaje sentencial modal P, existe una menor légica normal que
contiene a X, a saber: la légica normal generada a partir del
conjunto

Taut (P) v {U(p—»>q)—»Up-Uq)} u X

mediante las reglas de modus ponens, necesidad, y sustitucién.

Prueba: El conjunto de todas las férmulas es una légica nor-
mal que contiene a X. Por tanto la interseccién de la coleccién de
todas las l6gicas normales que contienen a X serd una ldgica nor-
mal que contiene a Z.y serd la menor con tal propiedad. Un razo-
namiento andlogo al realizado para el caso de la 16gica K muestra
que tal l6gica es la generada a partir del conjunto considerado
mediante las reglas mencionadas.|

Dado un conjunto X de férmulas.modales, L(X) serd la menor
l6gica normal que contiene a X.

OBSERVACIONES:
i) Si X)€%, entonces L(Z) € L(Zy).
i) Si X es una légica normal, entonces L(Z) = Z.
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'PROPOSICION 2.3: Si X es un conjunto numerable de férmulas
modales'y (Ay: n € ) una enumeracion del mismo, entonces si.
consideramos el conjunto Z¥= {Ag A ... AAjiDE 0)} resulta que
LE)=L&E*).

Prueba: i) L(Z) < L(Z*). Dada A, € X, consideremos la fér:
mula Ay A ... A A, que pertenece a Z* Puesto que la férmula
(Ag A o A A,,)——)An es una-tautologfa, pertenece a L(Z*), con lo
cual, por modus ponens, concluimos-que A, € L(Z*). Asi, L(¥) c
L(L(Z*)) = L(Z¥). ii) L(Z*) < L(X). Para cada nimero natural n
la férmula Ag—(A1—=( ... (Ap—(Ap A ... A Ap)) ...) es una instan-
cia de una tautologia, y por tanto pertenece a L(Z). Por tanto, por
modus ponens, la férmula Ag A ... A A, pertenece a L(X) ya que
las férmulas Ay, .., , Ay pertenecen a X. Por tanto X* L(Z),
asi L(Z*) cL(L(Z)J LEZ).k

Diremos que una 16gica normal L extiende a una 16gica nor-
mal L' si- y s6lo si L'C L. Asi, toda 16gica normal extiende a la
16gica K.

Si L es la menor loglca normal que mcluye a un conjunto de
férmulas Z, diremos que X es un conjunto de axiomas para L.

Una l6gica normal L es finitamente axiomatizable si existe un
conjunto finito de axiomas para L.

Una l6gica normal L, en un lenguaje numerable, es recursiva-
mente axiomatizable si existe un conjunto recursivo de axiomas
para L.

Evidentemente, toda l6gica finitamente axiomatizable en.un \

lenguaje numerable es recursivamente axiomatizable. La légica K
es finitamente axiomatizable al ser el conjunto vacio un conjunto //
de axiomas para K.

Es de observar que toda l6gica normal L, en un lenguaje
modal sentencial numerable, que sea recursivamente axiomatiza-
ble, es un conjunto de férmulas recursivamente enumerable. La
razoén es la siguiente: Si L es recursivamente axiomatizable, y Z es
un conjunto recursivo de axiomas para L, entonces el conjunto
Taut (P) U 2 U {O(p—>q)—Up—Llq)} es un conjunto recursivo,
y por tanto L, que es ]a 16gica generada a partir del mismo por las
reglas de modus ponens, necesidad y sustitucién, es un conjunto
recursivamente- enumerable.’ (Debe recordarse que-el conjunto de
las tautologias de un lenguaje sehtencial numerable es recursivo.)

LY
S
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TEOREMA 2.4 (de Craig): Una légica normal L, en un lengua-
Jje numerable, es recursivamente- axiomatizable si y solo si existe
un conjunto recursivamente enumerable de axiomas para L.

Prueba: Por la proposicién 2.3 tenemos que, si X es un con-
' junto recursivamente enumerable de axiomas para L, entonces
fijada una enumeracién recursiva (A, : n € ) de las férmulas ele-
mentos de %, el conjunto {Ag A ... A-A; : n € ®} es también un
conjunto de axiomas para L, y este conjunto es un conjunto recur-
sivo.l B :

El lector debe observar que todas las definiciones y proposi-
ciones de este apartado tienen sus andlogas para las 16gicas clési-
cas-y las 16gicas regulares. Se le invita a que las formule y
demuestre.

2. Vamos a dar a continuacién una lista de férmulas modales
que son-las utilizadas con mayor frecuencia para definir axiomati-
camente 16gicas normales. Acompafiaremos a cada una de ellas de
uno o mds. nombres, los que con mayor frecuencia se encuentran
en la literatura, y que serdn generalmente una letra mayuscula.

D Op—dp ‘Tr pelp
T Op-p v Up
4 tlp—aDDp M [Op—0Cp
5,E 0p—00p ' .G 0Op-00p
B p—0p Grz  OO(p—-Up)—p)—p

H OOpep)-Up GL,L O p-p)-Lp
Dum OO (p-Up)—p)—(0Tp-p)
Lem, D1 [(Op—q) v.Oq—p)

A continuacién vamos a dar un catélogo (no exhaustivo) de las
l6gicas modales normales més conocidas. Para ello seguiremos la
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siguiente convencién notacional debida a E. J. Lemmon y D. Scott
[1977] Escribiremos K y a continuaci6n la. inicial, 0 nombre, de
los axiomas de la 16gica. Indicaremos también algin otro nombre
con el que se conoce a'las l6gicas de la lista.en la literatura, y
modos equivalentes de axiomatizarlas. .

KT: T | KD: deéntica T KTB: sistema Brouwer
KT4: 34 KD4: deéntica S4 | K:I'4M: S4.1
KT4B: KT4E: S5 KDA4E: deéntica S5. KT4G: S4. 2

KT4D1: S4. 3

KT4Dum: D: Légica diodoreana dé Prior

KT4. Grz: KGrz: sistema de Grzegorczyk

K4L: GL: L: KL: Légica de la demostrabilidad

KTr: KT4BM sistoma Trivial

KV: sistema Verum

3. Dada una légica L, a las férmulas pertenecientes a L las
llamaremos teoremas de L. Escribiremos |—LA para indicar que
A es un teorema de L. -

Si X es un conjunto de férmulas de P y L es una légica, dlre-
mos que una férmula A es deducible de T (en L), y escribiremos
Z |-LA, si y s6lo si existe algiin n y férmulas Ay,..., A€ X tales
que |- AgA ... AAp—A oA -

Observemos que si X ¢ L entonces toda férmula deducible de
X es un teorema de L Por otro lado, @ |- A 31 y s6lo si A es un
teorema de L.

Dado un conjunto X de férmulas de P y una lé6gica L, decimos
que X es L-consistente siy s6lo si L no es.deducible de Z(enL).
Si £ no es L-consistente diremos que es L- inconsistente. Una
légica L es consistente si y s6lo si | no es-un teorema de L. '
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PRGPOSICION 2.5:

1) X es L-consistente si y sélo-si existe una fo;mula no
..deducible de 2 (en L).

2) X es L-consistente siy solo si no hay ninguna for mula
A tal que (A A —A) sea deducible de % (en L).

Prueba: 1) Si Z es L-consistente, L no es un teorema de X. Por
otra parte, si X |-y L, puesto que para toda férmula A la fé6rmula
(L—A) es un teorema de L, al ser una instancia de sustitucién de
una tautologia, tenemos que toda férmula A es deducible de . 2)
Puesto que para toda férmula A, (A A —A)—.L es un teorema de
L (al ser instancia de sustitucién de una tautologia), si £ es L-con-
sistente no puede existir ninguna férmula A tal que (A A —A) sea
deducible de X. Por otra parte, si no existe ninguna férmula A tal
que la férmula (A A — A) sea deducible de X, entonces existe al
menos una férmula no deducible de Z, con lo que, por 1), tenemos
que X es L-consistente.l

LEMA 2.6:

1) §i 2| AyZ|1(A—B), entonces % |- B.

2) Z[-LA y Z|—B siysélosi Z|-(AAB).

Prueba: 1) Supongamos: el antecedente. Si X es vacio estd
claro el resultado al estar toda 16gica cerrada bajo modus ponens.
Si X no es vacio, puesto que para todo teorema de L, D, y toda
férmula C, (C—D) es un teorema de L, basta el siguiente razona-
miento: Sean A, ..., Ap, By, ... , By, férmulas pertenecientes a =

tales que ' )

(A, A...AAn)-—>,A y (B /\.../\Bm‘)—e(A—aB) '

[N
v

son teoremas de L. Ahora blen la formula

((Ag A.. /\An)—-)A)-—)(((B A /\Bm)—>
(A—-B))—=((Ag AeA A A By AL.A B )—B))

¢s una instancia de sustitticién de una tautologia, y por tanto perte-
nece a L. Por sucesivas aplicaciones de modus ponens obtenemos
que la férmula

(IR T (A AL /\A /\B A /\Bm)——>B

s un teorema de L y por tanto que B es dedumble (en L) de X.
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2) Si A y B son deducibles de % (en L), entonces si X es vacio
son teoremas de L, y puesto que (A—(B—(A A B))) es una ins-
tancia de sustitucién de una tautologia, y. por tanto un teorema de
L, por modus ponens tenemos que (A A B).es un teorema de L.
Si X no es vacio, por la misma razon que en 1), basta el siguiente
razonamiento: Sean Agiiy Ap, By, By, férmulas de X tales que
(Ag Aven Ap)—A Ty (B CAGLGA Bm)—->B'~ son .teoremas de L.
Puesto que la férmula

(A Aveh AD)—=A)=(((Bg Avr Bm)-eB§—>= o
(Ag A Ap A By AA Bpy)—>(A'AB)))

es una instancia de sustitucién de una tautologia, tenemos que es
un teorema de L;:y por tanto, usando modus ponens, podemos
concluir que: (A'A B) es deducible de X (en L).

Para demostrar el otro sentido del blCOIldlClOl‘lal puede razo-
narse de modo parecido.l

4. Dado un lenguaje modal sentencial P consideremos el len-
guaje sentencial cuyas férmulas atémicas son las letras sentencia-
les pertenecientes a P y las, férmulas de la forma [JA y-cuyas
conectivas y constante sentencial son las del lenguaje P. .Las f6r-
mulas de este lenguaje sentencial son esencialmente las férmulas
del lenguaje modal sentencial P..Por tanto, lo que proponemos es
«mirar» nuestro lengua_]e sentencial modal de otro modo, verlo
como un lenguaje sentencial. En él las formulas de la forma: DA
se consideran como un' bloque sin analizar.-

Diremos que una férmula A es una consecuencia tautologzca
de un conjunto de férmulas X si no existe ninguna asignacién v
para el lenguaje modal considerado sentencialmente del modo en
que se ha indicado, es decir ninguna funcién v que asigna un ele-
mento de {0,1} a cada fonnula atémica, y cuya exten516n v a
todas las férmulas ‘es tal que para toda formula B €ex v*(B)—l y
‘v*(A)— 0. En tal caso escribiremos & |=AL -

Toda férmula A que sea instancia de sustitucién de una tauto-
logla (del sublenguaje sentencial de P) es una tautologia del len-
guaje sentencial que estamos considerando, €s decir, es tal que
para toda asignaci6n para éste, v, v¥(A)=1. Y a la inversa.



30 UNA INTRODUCCION A LA LOGICA MODAL

.PROPOSICION 2.7: Si para cada A € A, X |- Ay A|=B
entonces X |-, B.

Prueba: Supongamos el antecedente. Si B es instancia de susti-
tucién de una tautologia, entonces es deducible de Z. En otro caso,
sean A,,..., A, € A tales que ((Ay—A1(...(Ap.1—>(A—~B))...) es
una instancia de sustitucién de una tautologia, y por tanto deduci-
ble de Z. Por el lema 2.6 tenemos que B es deducible de Z.1

La proposicién anterior nos permite afirmar que cualquier
razonamiento sentencial aplicado a férmulas deducibles de X nos
lleva a férmulas deducibles de X. En particular, cualquier razona-
miento proposicional aplicado a teoremas de una légica nos lleva
a teoremas de la l6gica. Asi, toda légica esta cerrada bajo conse-
cuencia tautoldgica, y el conjunto de férmulas deducibles, en una
. l6gica, de un conjunio de férmulas dado también lo esta.

Escribamos Ded; (Z) = {A : X |- A}. Resulta que este con-
junto es el menor conjunto que contiene a L, a Z, y estd cerrado
bajo modus ponens, lo que puede comprobar ficilmente el lector.

PROPOSICION 2.8: Ded; (Z) = {A: LU X [=A}.

Prueba: El conjunto {A: L U X |=A} contiene aL, a X, y estd
cerrado bajo modus ponens. Por tanto el conjunto Dedj () estd
incluido en el mismo. Por otro lado, si L U Z |=A, entonces 0 A
es una instancia de sustituciéon de una tautologia, en cuyo caso .
pertenece a L y es deducible de X, o existen B,,,..., B, pertenecien-
tesaLy C,,.., Cpy, pertenecientes a Z tales que la férmula ((B,
A..A By A Cy A.A Cp)—A) [es una instancia de sustitucién de
una tautologia y por tanto ((C, A...A.C;)—>A) es un teorema de
L, con lo que A es deducible de X. Obtenemos pues la inclusién
en el otro sentido.l

. La proposicién anterior es espemalmente significativa, nos
muestra que las férmulas deducibles de un conjunto de férmulas
(en una légica L) son premsamente las consecuencnas tautolégicas
de X médulo L. :

5. En este 'apartado vamos a demostrar que ﬁna'_serie'de for-
mulas’ son teoremas de toda légica normal. Serdn férmulas para
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las que el -hecho- de ser teoremas depende de razones esencxalmen-
te modales.

PROPOSICION 2.9-: Si L es una légica normal, entonces para
toda férmula A y toda formula B las siguientes formulas son
teoremas de L

1) O(A AB)e (A A0B)
'2) (VAVIB) & b(A 13:)

3) (OAvVOB)-AVB)

4) 6(A A B)>(0A A OB)

5) 0;-1A & —0A.

. Prueba: 1) (A AB)->A y (A AB)—B pertenecen a L al ser
instancias de sustitucién de tautologias. Por tanto, por la regla de
necesidad, el axioma distributivo, y modus ponens, tenemos que
tanto la féormula [J(A A B)—[A, como la férmula [CI(A A
B)—[ B son teoremas de L. Por tanto, por un razonamiento sen-
tencial, tenemos que [1(A A B)—(LJA A [JB) es un teorema de
L. Por.otra parte, (A—(B—(A A B)) es instancia de sust. de una
tautologia. Por tanto, por la regla de necesidad, el axioma distribu-
tivo y modus ponens tenemos que JA—-TI(B—(A A B)) perte-
nece a L, pero entonces por el axioma distributivo y razonamien-
tos sentenciales tenemos que la férmula (JA A OB)-LI(A A B)
es un.teorema de L. Para concluir, por razones ‘sentenciales tene-
mos lo deseado.

2) Por 1) (O—A A 0=B) <> J(—~A A =B) es un teorema
de L. Por tanto, por. razones sentenmales, —(O-A AO-B) & —
OJ(—=A A -B) e L,y asi la férmula (-[CO—A v =0=B) & —
CI(—A A —-B) € L. Puesto que (A A-B)<>—~(AVB)e L
tenemos que —.D (=A A=B) & —=[0—-(A v B) € L. Por tanto la

. siguiente férmula es un teorema de'L: (—[J—A v —-1EI—| B) & -
|:|-(A v B). Con lo cual tenémos lo.deseado.

3) Ao(AvB)e L y B—(A vB)e L. Por tanto, por la
regla de necesidad, el axioma distributivo, y modus ponens tene-
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mos que [JA—[I(A v.B) € L y que (IB—[LI(A v B) € L. Por
tanto (LJA v[IB)—{I](A v B) es un teorema de L.
Las pruebas de 4) y de 5) se dejan como ejercicio.

PROPOSICION 2.10 : Si L es una légica normal, entonces para
toda férmula A y toda férmula B, si A—>B € L, entonces 0A—0B
e L.

Prueba: Supongamos el antecedente. Entonces - B——A €
L, con lo cual por la regla de necesidad tenemos que LI(—=B——A)
€ L. Entonces, por el axioma distributivo y modus ponens, tene-
mos que [I-B—[ = A e L. Por tanto por légica sentencial tene-
mos que -[1-A—>—=[]—-B e L.

PROPOSICION 2.11: Si L es una légica normal y A,..., A,, y B
son formulas 'y (Ag A ... A Ap)>B € L, entonces (LAG A...A
CA,)—B € L.

Prueba: Por induccién en n. Se deja como ejercicio para el
" lector.d

PROPOSICION 2.12 : Para todd légica normal L y cualesquiera
formulas A, B, C y letra sentencial p, si A&>B € L, entonces
C(p/A) <> C(p/B) € L. |

Prueba: Por induccién. a) Si C es una letra sentencial y C es
p, entonces C(p/A)es A y C(p/B) es B. Si C no es p, tanto C(p/A)
como C(p/B) son C. En ambos casos el bicondicional pertenece a
L. b) Si C es L, entonces tanto C(p/A) como C(p/B) son L, con lo
cual el bicondicional pertenece a L. ¢) Supongamos que vale para
C; y para C,. Veamos que vale para C;—C,. Tenemos que
(C1—>Cy)(p/A) es Cy(p/A)—>Cy(p/A), ¥ (C1—Cp)(p/B) es
Cl(p/B)—>C2(p/B) Por tanto si A<>B € L tenemos por la hipéte-
sis inductiva que Cl(p/h) © Cl(p/B) e L y también que C,(p/A)
© Cz(p/B) € L. Portanto ... .

(Cl(p/A)—>Cz(p/A)) > (CI(P/B)"’CZ(P/B)) €L

con lo cual tenemos lo deseado d) Supongamos que vale para C.
Veamos que vale para [1C. (EIC)(p/A)-es LIC(p/A) y (LIC)(p/B)
es [IC(p/B). Asi, si A«>B es un teorema de L, tenemos, por la
hipétesis inductiva, que C(p/A)«>C(p/B) es un teorema de L. Por
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tanto L1C(p/A) <> [JC(p/B) e L, y tenemos por tanto lo desea-
do.l

COROLARIO 2.13 : Si L es una légica normaly A<>Be L yC
es una formula cualquiera, y sustituimos en C alguna ocurrencia
de A por B, entonces, si llamamos C' al resultado, tenemos que
CoC e L

Prueba: Sea C una férmula cualquiera. Consideremos una
ocurrencia de A en C. Podemos ver a C como obtenida a partir de
una férmula E tal que E(p/A) es C, donde p es una letra sentencial
que cumple con las condiciones necesarias para que lo anterior
tenga sentido. Entonces E(p/B) es C'. Por tanto por la proposicion
2.12 E(p/A) & E(p/B) € L, con lo cual tenemos lo deseado.l

EJERCICIOS

2.1. Demostrar la proposicién 2.1.

2.2. Demostrar que la 16gica K es la l6gica normal generada
a partir del conjunto Taut (P) U {{J(p—~q)—(p—Llq)} por las
reglas de modus ponens, necesidad y sustitucién.

2.3. Demostrar completamente la proposicién 2.2.

2.4. Demostrar en detalle el teorema 2.4. Basta demostrar que
si X es un conjunto recursivamente enumerable de férmulas en un
lenguaje numerable, y (A,: n € ®) es una enumeracién efectiva de
% entonces el conjunto {Aj'A ... A A n € ®} es un conjunto
recursivo que determina la misma légica normal que 2.

2.5. Demostrar que, si L es una légica normal, entonces una
férmula A es un teorema de L si y s6lo siexistene @y A,,...,
A, € L tales que la férmula (A, A ... A Aj)—A es un teorema
de K.

2.6. Diremos que un conjunto de férmulas X estd cerrado bajo
necesidad si, para cada férmula A € X, (JA € X. Demostrar que si
Z estd cerrado bajo necesidad, entonces {A: X |-gA} estd cerrado
bajo necesidad.

2.7. Diremos que un conjunto de férmulas X esté cerrado bajo
sustitucién si, para cada férmula A € X, toda instancia de sustitu-
cién de A pertenece a X. Demostrar que, si X estd cerrado bajo
sustitucion, entonces {A: X |- A} estd cerrado bajo sustitucion.
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2.8. Demostrar que, si'Z es un conjunto de férmulas cerrado
bajo necesidad y sustitucién, entonces L(Z) = {A : T |-gA}. Asi,
si Z es un conjunto de axiomas para una légica normal L y consi-
deramos la clausura de X bajo necesidad y sustitucién, digamos
v, entonces L es el conjunto de férmulas deducibles en K a partir
de Z

2.9. Demostrar que, si T es un conjunto arbitrario de férmulas
y L es una l6gica, entonces {A Z |- A} no tiene por qué ser una
l16gica.

2.10. Demostrar que, si L es una légica y X un conjunto de
férmulas L-consistente, entonces para toda férmula A, X U {A}
es L-consistente o bien £ U {— A} es L-consistente.

2.11. Demostrar que, si L es una ldgica, entonces L es normal
si y sélo si

i HOT
ii) |-LCA AOB)-C(A AB)
iii) Si |-, A—B entonces |- [JA—[IB.

emostrar que, si L es una légica, entonces L es normal
si y56lo si paracadan :

i) Sil|-L(Ag A ... A Ap)—A , entonces |- (LA, A ... A
OA)—-OA
ii) Si |—LA entonces |- [CJA.

2.13. Demostrar que, si L es una légica, entonces L es normal
si y sélo si i

l) |—LDT
i) Si |—L(A A B)—C, entonces |- ((JA A OB)—LC.

2.14. Demostrar que, si L es una légica, entonces L es normal
si y sélo si

) -OT.
ii) |[-LJA AUB)<LI(A A B).
iii) Si |- (A©B), entonces |- [JA-IB.

2.15. Demostrar que hay 16gicas que no son ni clasicas, ni nor-
males, ni regulares. Por ejemplo, la menor l6gica. Para ello debe
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4

buscarse una propiedad que tengan todas las tautologias, se trans-
mita por modus ponens y sustitucién pero no mediante las reglas
que caracterizan a las 16gicas clésicas, regulares y normales, y sea
tal que no la posean las instancias del axioma distributivo.

2.16. Demostrar que hay légicas cldsicas que no son regulares
y légicas regulares que no son normales. La idea a seguir es la

misma que en el ejercicio anterior.
2.17) Sea A un conjunto no vacio, y < una relacién en A.

(A;Z) es un reticulo si y s6lo si < es un orden parcial en A (es
decir, es una relacién reflexiva, antisimétrica y transitiva) tal que
para cada para cada dos elementos x e y de A existe un supremo y
un infimo. Unelemento z de A se dice que es un supremo de x e
y si x<zy y<z yparatodo ue Atalquex<uy y<u, z<
u. Yunelemento ze€ A se dice que es un infimo de xey si z<
xyz<yyparacada ue Atalque u<x y u<yu<z.-

Demostrar que en un reticulo cada dos elementos tienen un
. tinico supremo y un unico infimo. Demostrar que la clase de las
l6gicas normales ordenadas parcialmente mediante la relacién de
inclusién forman un reticulo.

2.18. Demostrar que si L es una logica regular, entonces estd
cerrada bajo laregla: Si A—B e L, entonces 0A—0B € L.

2.19. Demostrar que toda légica normal estd cerrada bajo la
regla: Si 0C1(A AB) e L, entonces (0CJA A OCIB) e L.
2.20)Supongamos que una légica esta cerrada bajo cierta
regla; €s decir, ocurre que si una férmula de cierto tipo A pertene-
ce a la légica, entonces una nueva férmula A* que se obtiene a
partir de de la primera mediante ciertas transformaciones sinticti-
cas también es un teorema de la 16gica. ;Es necesariamente ver-
dad que el condicional A—A* es un teorema de la légica?
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1. Un marco modal es un par M = (M,R) donde M es un con-
junto no vacio y R es una relacién en M. A los elementos de M es
usual llamarlos mundos posibles. En este libro los llamaremos
indices para despojarlos de una metéfora apta para el caso en que
(] se interpreta como necesario pero poco apta cuando se interpre-
ta de otros modos.

Si M es un marco modal, una asignacién e en M es una fun-
cién e: P ->P(M).

Dado un marco modal M y una asignacién ¢ en M podemos,
gracias al teorema de definicién por recursidn, extender e a una
tinica funcién de For(P) en P(M), a la que seguiremos llamando e,
tal que:

1) -e(l)=02.
2) e((A—B)) = (M-e(A)) U e(B).

3) e(0A) = {xe M: Vy(xRy—yee(A))}.

De la definicion que acabamos de dar se sigue que para cada
marco modal M, cada a51gna016n e en M y cualesquiera férmulas
AyB,

4) e(T)=M.

5) e((A V B)) = e(A) U e(B).

6) e((A AB))=e(A) ne(B).

7) e(—=A) =M - e(A).

8) e(QA)={xe M:dye MRy Ay € e(A))}.

[36]
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Un modelo en un marco (M,R) es un triplo (M,R e} donde ees -
una asignacién en (M,R).

. Dado un modelo (M,R,e), podemos pensar en la amgnamén e
como si asignara valores de verdad, en cada elemento de M, a las
letras sentenciales, y en su extensién como si asignara valores de
verdad a cada férmula en cada elemento de M'. Asi, dado un
modelo (M,R,e) y un elemento x € M, decimos que una férmula A
es verdadera en X si xee(A). En tal caso podemos escribir
(MR.€) |=,A. (¥ ;

Decimos que una férmula A es vélida en el modelo (M R e) si
para cada xe M A es verdadera en x. En tal caso escribimos
(MRe) I=A :

Decxmos que una férmula A es valida en el marco (M,R) sies
vélida en cada modelo en el marco (M,R). En tal caso escribire-
mos (M,R) |= A

Dado un conjunto de férmulas X, escribiremos (M,R,e) |= £
para indicar que todas las férmulas pertenecientes a X son vélidas
en el modelo (M,R.e). Y escribiremos (M,R) |= X para indicar que
todas las férmulas pertenecientes a X son vélidas en el marco
(M,R).

Dada una clase C de marcos, decimos que una férmula A es
vdlida en la clase de marcos C si A es vilida en todo marco perte-
neciente a C. Obsérvese que una férmula A es vélida en una clase
de marcos si y s6lo si es vilida en todo modelo de todo marco
perteneciente a la clase.

EJEMPLOS: Veamos a contjnuacién cémo una serie de férmulas ‘
se interpretan en algunos modelos:

1) Consideremos la férmula [lp—[lq y el modelo de diagra-
ma '

. sigp
13'q ./ 4
ig« P \/12p
N\ o~ iig

Ip

! Podemos ser més precisos como sigue: Dada una letra sentencial p podemos
considerar la funcién caracteristica de e(p), Fp, que asigna a cada fndiceie M 16
0 segun si i pertenece o no a e(p). En tal caso la funcién g: P x M — (0,1} que
paracadaie Mycadare P, g(r,i) = f(i), puede verse como una funcién que asig-
na a cada letra sentencial un valor de verdad en un indice. ’

v
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Las lineas deben interpretarse representando la relacién R del
modelo en el sentido de las flechas; asi, por ejemplo, igRi; € igRis.
En principio ningin nudo o punto estd relacionado consigo
mismo. Para representar que un punto estd relacionado consigo
mismo lo haremos explicitamente trazando una flecha que salga
del punto y vuelva al punto. Los diagramas los interpretaremos, a
menos que se diga explicitamente que se considera a la relacién
transitiva, siempre representando relaciones no transitivas. Asi,
entenderemos que la relacién estd completamente representada
por las flechas del diagrama. Las letras sentenciales escritas junto
a los puntos deben entenderse indicando que son verdaderas en los
indices corespondientes. Si una letra sentencial no aparece en un
indice significa que es falsa en tal indice. Con estas convenciones
tenemos que la férmula que estamos considerando es verdadera en
el indice i3 al ser la férmula [q trivialmente verdadera en is.
También es verdadera en iy y en i; puesto que en estos indices es
falsa la férmula [Ip. Es falsa en i, pues en este indice es verdadera
la férmula [Ip pero es falsa la férmula [lq.

2) Consideremos ahora la férmula [Clp—0C]q, y el modelo de
diagrama

~4 ./
ORI
TN s
*0p

Entonces la férmula es verdadera en todo indice pues en los, indi-
ces 0, 2, 3, 5 es falsa la férmula Cp. En el indice 1 [p es verdade-
ra y ademds, puesto que en el indice 4 es verdadera [lq y tenemos
que 1R4, resulta que en 1 es verdadera 0[Jq. Por iltimo, en el
indice 4 son verdaderas tanto [lp como [lq y puesto que 4R4
tenemos que 9(]q es también verdadera en 4.

3) La férmula Op—[CJp es falsa en todo indice del modelo de

diagrama
e/
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4) La formula Opa0gq—90(pAq) es falsa en el mdlce 0 del
modelo de diagrama

a4 .
.pq -3pq

y es verdadera en el indice 1 (recordemos que consideramos a la
relacién no transitiva). ‘
5) La férmula Clp—0Op es falsa en el modelo de diagrama

*P

Si se observan bien los diagramas de los ejemplos, se ve que, en
los indices que no estdn relacionados con ningiin indice, toda fér-
mula de la forma [JA es trivialmente verdadera, y toda férmula de
la forma QA es trivialmente falsa. Asi, ninguna férmula de tipo 0A
puede ser vilida en todo modelo, ni puede ser vilida en todo
marco. A los indices de-un modelo con la propiedad descrita los
llamaremos indices (o puntos) finales.

6) La féormula (T es verdadera en todo indice de todo modelo,
por tanto es védlida en todo modelo y vilida en todo marco. De
igual modo, si una férmula A'es vélida en un modelo (o vilida en
un marco) lo es [1A, y si lo es en todo modelo (o todo marco) lo
es L1A.

7) Consideremos la férmula [Ip v Cl(p—q) v CI((p A q)—)r)
Esta férmula es vilida en el marco ({1, 2}, R) donde R es la rela-
cién total en {1, 2}, pero en cambio no es valida en el marco ({1
2,3}, S) donde S es la relacién total en {1, 2, 3}.

LEMA 3. 1

1) (A—)B) es vdlida en (M,R e) siy sélo sie(A) c e(B)

2) —A es vdlida en (M,R,e) si y sélo si e(A) =@.

3) (A A B) es vdlida en (M,R,e) si y sélo sie(A)=My e(B) =
=M.

4) (A v B) es vdlida en (M,R,e) si y sélo si e(A) U e(B) =M.
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5) OA es vdlida en (M,R,e) si y sélo si VxeM VyeM
(xRy—yee(A)).

6) 0A es vdlida en (M,R.e) si y sélo si VxeM Jye M (xRy A
yee(A)) .

Prueba: Se deja como ejercicio para el lector.l

2. Vamos a estudiar a continuacién cémo obtener l6gicas nor-
males a partir de clases de marcos cualesquiera. El resultado viene
expresado en la siguiente proposicion.

PROPOSICION 3.2: Para toda clase de marcos C, el conjunto
de todas las formulas vdlidas en todo marco perteneciente a C es
una légica normal.

Para demostrar esta proposicién, primero demostraremos una
serie de lemas que es bueno tener presentes independientemente.

LeMA 3.3: a) Toda tautologia del sublenguaje sentencial es
vdlida en todo modelo.

b) Toda tautologia del sublenguaje sentencial es vdlida en
todo marco.

Prueba: b) se sigue de a). Para probar a), dado un modelo
(M,R,e), y un indice xe M, sea v, la asignaci6n de valores de ver-
dad a las letras sentenciales definida por v4(p) = 1, si xee(p) y
vi(p) = 0, si x¢ e(p), para cada letra sentencial p. Por induccién se
pruebd que para cada férmula A del sublenguaje sentencial, v4(A)
=1 si y sélo si xee(A). Por tanto, si A es una tautologfa tenemos
que para todo xe M v,(A) = 1, con lo que e(A) M, y A es vélida
en el modelo.f

LEMA 3.4: a) Si (A—B) y A son vdlidas en un modelo, tam-
bién lo es B. _

b) Si (A—B) y A son vdlidas en un marco, también lo es B.

Prueba: b) se sigue de a). a) Si (A—B) y A son vilidas en
(M,R,e), entonces e(A) c e(B) y e(A) = M, .con lo que e(B)=My
- B es vilida en el modelo.l

LEMA 3.5: a) Si A es vdlida en un modelo, también lo es LIA..
b) Si A es vdlida en un marco, también lo es CIA.
Prueba: b) se sigue de a). a). Si A es vélida en (M,R,e), enton-
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ces e(A) = M, pero en tal caso e((JA) = M con lo quefllA es tam-
bién vilida en el modelo.f

LEMA 3.6: a) Toda férmula de tipo D(A—)B)—)(DA-—)DB)
es vdlida en todo modelo.

b) Toda férmula de tipo (J(A—B)—({CA—[IB) es vdlida en
todo marco.

Prueba: b) se sigue de a). a) Sea (M,R;e) un modelo. Veamos
que e(LJ(A—B)) estd incluido ene(((JA—-[IB)). Six €
e(CJ(A—B)), supongamos que x € e((JA). Entonces tenemos que
si xRy, y € e(A—B) ey € e(A), y por tanto y € e(B), con lo que
podemos concluir que x € e(LIB). Por tanto xe e((LlA—LIB).I

LEMA 3.7: Si (M,R) es un marco y e una asignacion en él,
entonces para toda férmula B y toda letra sentencial p, si consi-
deramos la asignacién e' en (M,R) definida por €'(q) = e(q)
para cada letra sentencial q distinta de p, y €'(p) = e(B), resulta
que para toda formula A

e'(A) = e(A(p/B))

Prueba: Por induccién sobre la complejidad de las férmulas.
Se deja como ejercicio para el lector.l

LEMA 3.8: Si A es vdlida en un marco, entonces para toda
letra sentencial p y toda formula B la formula A(p/B) es vdlida
en el marco. '

Prueba: Sea A vélida en el marco {M,R). Sea e una asignacién
cualquiera en tal marco. Veamos que, dadas p y B, e(A(p/B)) = M,
Consideremos la asignacién e' definida como en el lema 3.
Entonces e'(A) = e(A(p/B)), y al ser A vélida en el marco, e'(A) =
M. Por consiguiente, e(A(p/B)) = M. Por tanto A(p/B) es vilida en
(M,R).I

Los lemas 3.3 a 3.6 nos permiten concluir que la coleccién de
férmulas vilidas en un modelo incluye a toda tautologla del”
sublenguaje sentencial, estd cerrada bajo modus ponens bd_]O
necesidad e incluye ademds toda instancia de sustitucién del axio- -
ma distributivo. Todo ello ocurre también para el conjunto de fér-
mulas vélidas en todo modelo de una clase de modelos no vacia
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cualquiera. Los lemas 3.3 a 3.6 y 3.8 nos permiten concluir que el
conjunto de todas las férmulas validas en un marco es una légica
normal, y también que el conjunto de férmulas validas en todo
marco perteneciente a una clase no vacia dada de marcos es una
légica normal. Para el caso de los modelos la situacién es, sin
embargo, distinta: el conjunto de férmulas vilidas en un modelo
no tiene por qué estar cerrado bajo sustitucién Por ejemplo, en el
modelo (M,R,e) en el que M = {1,2}, R = {(1,2)} y e es tal que
e(p)=Mye(q) = {1}, laférmulapes vahda pero la g, que es ins-
tancia de sustitucién de p, no lo es. Asi, el conjunto de férmulas
vélidas en una clase de modelos no tiene por qué ser una logica.
Ahora bien, si la clase de modelos resulta ser tal que el conjunto
de las formulas vélidas en todos ellos estd cerrado bajo sustitu-
cion, entonces este conjunto s que es una légica.

Dada una clase de marcos C al conjunto de todas las férmu-
las vélidas en todo marco elemento de C la llamaremos la ldgica
de C, y nos referiremos a ella con L(C). Es de observar que si C;
y C, son clases de marcos tales que C; < C, , entonces L(Cy) <
L (Cy).

Si M es un marco, con L(M) nos referiremos a la 1égica

L({M}).

3. Dada una légica normal L, diremos que un marco-es un
L-marco si en él son vilidos todos los teoremas de L. Diremos
que un modelo es un L-modelo si en €l son vdlidos todos los teore-
mas de L. Asi, dado un L-marco, todo modelo en el mismo es un

L-modelo. Ahora bien, del hecho de que un modelo sea un L-mode-
lo no se sigue, como se verd més adelante, que su marco sea un
L-marco. Este hecho debe tenerse muy presente.

Dada una clase C de marcos diremos que una /dgica normal L
es C-correcta (o correcta respecto a C) si todo teorema de L es
vdlido en todo marco perteneciente a C, es decir, si L < L(C). Y
diremos que L es C-completa (0 completa respecto a C) si toda
férmula vilida en todo marco perteneciente a C es un teorema de
L, es decir, si L(C) c L. Esta nocién de completitud es una nocién
relativa a una clase de marcos. Existe una nocién absoluta de
completitud de una 16gica. Dada una l6gica L, consideremos la
clase de todos los L-marcos, C(L). Entonces, si la 16gica de C(L)
es precisamente L (L = L(C(L)) diremos que la ldgica L es com-
pleta, y en caso contrario que es incompleta. Asi, una légica es



SEMANTICA PARA LA LOGICA MODAL 43

completa si y s6lo si toda férmula vélida en todo L-marco es un
teorema de L.

Diremos que una logzca L es completa respecto a sus mode-
los si toda férmula vélida en todo modelo de la 16gica es un teore-
madelL.

OBSERVACIONES: 1) SiL; c Ly , entonces C(L, ) < C(L1).
2) L L(C(L)), y toda légica es C(L)-correcta.

Si una l6gica normal L y una clase de marcos C son tales que
" L =L(C), diremos que la lo’gica L estd caracterizada por la clase
de marcos C. Obsérvese que si una ldgica esté caracterizada por
una clase de marcos lo estd también por un conjunto de marcos,

pues para cada férmula que no sea un teorema de la légica pode- | .’
mos elegir (aceptamos el axioma de eleccién) un marco de la clase |

en el que no sea vilida, y puesto que la clase de teoremas de una f"(

légica es un conjunto, la coleccién de marcos asi elegidos es un |

conjunto de marcos que caracteriza a la légica. !

PROPOSICION 3.9: Una. légica normal L es completa si y sélo
Si estd caracterizada por alguna clase de marcos.

Prueba: Si L es completa estd caracterizada por C(L). Si L
esta caracterizada por una clase de marcos C, entonces todo marco
perteneciente a C es un L-marco, con.lo que C < C(L). Por tanto
L(C(L)) € L(C) = L. Concluimos pues que L = L(C(L)), es decir

.que L es completa.

PROPOSICION 3.10: Para toda légica normal L existe una
menor légica normal completa que extiende a L, a saber la l6gi-
ca L(C(L)).

Prueba: Sea L una légica normal. L ¢ L(C(L)) y L(C(L)) es
completa por 3.9. Si L' es una 16gica normal completa que extien-
de a L, entonces C(L") ¢ C(L), y por tanto L(C(L)) c L(C(L")) =
=L" Asi, L(C(L)) es 1a menor 16gica completa que extiende a L.{

"PROPOSICION 3.11: Todo teorema de la menor légica normal K
es valido en todo marco y en todo modelo. Asi, todo marco es un
K-marco y K es correcta respecto a la clase de todos los marcos.

Prueba: Sea C la clase de todos los marcos, entonces por la

§

7Y
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proposicién 3.2 L(C) es una légica normal, de modo que K <
L(C). Asi, todo teorema de K es vilido en todo marco.l

" 4. Si el lector ha. comprobado los ejemplos del apartado 1,
habr4 observado que, dado un modelo, para saber si una férmula
resulta verdadera o falsa en un indice, i, del modelo, lo tinico que
importa es el valor de verdad de la férmula en cuestién en el indi-
ce i y en aquellos indices con los que éste esta relacionado. Vamos
a formular este hecho adecuadamente.

Dada una relacién R en un conjunto M, definimos la relacion
ancestro de R, R*, mediante

xR*y si y sélo si existe n >0 tal que xR"y

donde R" se obtienc por composicién repetida de R consigo
misma de acuerdo con la definicién por recursion siguiente:

RI=R
R™I=RoR

Asi, si n > 0, xRy si y sélo si existen'zy,...,z, 1 tales que
xRzy,...z, Ry. Podemos decir que si xR"y, y es un nR-sucesor de
x. Resulta que: a) R* es la menor relacidn transitiva que incluye a
R, b) R*)* =R*, y ¢) R es transitiva si y s6lo si R = R*.

Dado un marco (M,R) y un indice xe M, podemos definir el
marco (M,,R,) donde :

El marco (M,,R,) es el submarco generado por x. Si considera-
mos una asignacién e en el marco (M,R), definamos la asignacién
ey en (M,,R,) por

ex(p) = e(p) N My
El modelo (M, ,Ry,e,) es el submodelo de (M,R,e) generado por x.

TEOREMA 3.12: Para cada marco {M,R,), cada asignacién e
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en el mismo, y cada indice xe M ocurre que para cada ye MX y
cada formula A

(M,R,e) l=y A siysolosi (M, Ry ,ey) l=y A

Prueba: Por induccién veamos que para cada férmula A
ey(A) = e(A) N M. Para las letras sentenciales y la férmula L-es
obvio. El caso de las férmulas condicionales no presenta ninguna
dificultad. Probemos el caso de las férmulas de tipo [JA.
Supongamos que e,(A) =e(A) N M,. Entonces,

z€ e (A) syss (Yue M) (ZR,u — uee,(A))
syss (VueM,) zZRyu —-uee(A) N My)

Siz e ey (JA), z e M,. Veamos que z € e(L]A). Siue Mes
tal que zRu, entonces u € M, y por tanto zR,u, por consiguiente
ue e(A). Por tanto z € e(CJA). Por otro lado, si zee(CIA) y ze M,
y u € M, y zR,u, tenemos que zRu, y por tanto uce(A) N M, =

ex(A). Concluimos que z € e (L] A).l :

COROLARIO 3.13: (de preservacién bajo submarcos generados
por indices): Si (M,R) es un marcoy xeM, entonces toda for-
mula vdlida en (M,R) es vdlida en el submarco generado por x,
(My ,Ry).

COROLARIO 3.14: Si una logica normal estd caracterizada
por una clase de marcos, lo estd por la clase de los submarcos
generados por indices de los marcos de la clase: ..

Prueba: Se deja como ejercicio para el lector.

Los enunciados correspondientes a-los dos corolarios anterio-
res que se obtienen cambiando «marco(s)» por «modelo(s)» son
también verdaderos como puede comprobar el lector.:

Si dado un modelo (M,R,e) afiadimos indices al conjunto M y
ampliamos la relacion de modo que ninglin elemento de M resulte
relacionado con algin indice (huevo 0no) con el que no lo estaba
previamente, aunqie algin indice nuevo pueda estar relacionado
con uno viejo (el sentido en que estamos. usando «relacionado
con» no es simétrico), y no.cambiamos la asignaci6n, resulta que
las férmulas vélidas en el nuevo modelo son véalidas también en el

\
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inicial, y, lo que es mds interesante, las férmulas vélidas en el
nuevo marco eran ya vdlidas en el inicial. A tales extensiones de
marcos se las llama extensiones seguras. Mds precisamente, un
marco (M',R') es una extension segura de un marco (M,R) si

i) Mc M
iil) RER' :
iii) SiuR'v y ueM, entonces ve M y uRv..

Obsérvese que para cada u,v elementos de M, uRv si y sélo si
uR'v, y ademds que dado un elemento u de M no existe ningiin
ve M'-M tal que uR'v. Resulta que

1) Si (M' R'Y es una extension segura de (M, R) entonces
para toda asignacién e en (M,R), todo xe M y toda féormula A

(MR.e) |=A siysélosi (M R'e)|=A

2) Si (M',R") es una extensioén segura de (M,R), entonces para
toda férmula A, si A es vdlida en (M'\R'), también lo es en
(M,R).
" El lector puede demostrarlo como ejercicio.

5. Puesto que tenemos dos tipos de entidades, los marcos y los
modelos, podemos introducir, por el momento, dos nociones de
consecuencia modal. Dado un conjunto de formulas modales Z,
diremos que A es una consecuencia fuerte (o f-consecuencia) de
si y sélo si A es viélida en todo marco en el que son vélidas todas
las férmulas pertenecientes a X, y escribiremos en tal caso Z |=fA.
Diremos que A es una consecuencia débil (o d-consecuencia) de T
si y s6lo si A es vdlida en todo modelo en el que son vélidas todas
las férmulas pertenecientes a X, y escribiremos cuando éste sea el
caso X |=4A.

Resulta que, si A es un teorema de la 16gica normal que' tiene
como conjunto de axiomas a X, entonces X [=¢A. Ello es asi puesto
que, si M es un marco en el que son vélidas todas las férmulas de
Y, entonces X < L(M) (donde L(M) es la lgica determinada por
el marco M), y por tanto L(X) < L(M), de modo que todo teorema
de la légica normal que tiene a X por un conjunto de axiomas es
vélido en el marco M. Ahora bien, del hecho de que X |=¢A no se
sigue necesariamente que A sea un teorema de la l6gica axiomati-
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zada por Z. El conjunto {A: X |=¢A} es una légica completa, es.la
légica de la clase de marcos {M: T |= \1}’[’} y es la menor l6gica
completa que extiende a la 16gica L(X) puesto que C(L(X)) = {M:
M |=Z} y por tanto L(CL(Z))) = {A : Z|=¢A}). Afirmar que L(Z)
es completa equivale a afirmar que L(Z) = {A :  |=fA}. Puesto-
que, como veremos en el capitulo 6, existen logicas incompletas,
L(Z)y {A: Z |=;A} no son necesariamente iguales para todo X.

Enlos ejercicios de este capitulo se define la nocién de conse-
cuencia local débil. Se recomienda al lector interesado en las dis-
tintas nociones de consecuencia que realice los ejercicios 3.8 y 3.9
de este capitulo y, en su momento, los ejercicios 5.13, 5.14 y 5.15
del capitulo 5.

6. En un capitulo posterior estudiaremos con detenimiento las
relaciones que hay entre el hecho de que la relacién de un marco
tenga ciertas propiedades y el hecho de que en él sean vélidas cier-
to tipo de férmulas. Ahora, sin embargo, veremos qué ocurre en el
caso de que la relacién del marco sea reflexiva, y qué ocurre con
modelos irreflexivos. Todo ello nos servird para poner de mani-
fiesto diferencias esenciales entre dar una semaéntica en la que las
nociones fundamentales son las de validez en un marco, conse-
cuencia fuerte y completitud (respecto a marcos, que €s como
hemos definido esta nocién), y una semaéntica en la que las nocio-
nes fundamentales son las de validez en un modelo, consecuencia
débil, y completitud de una légica respecto a la clase de sus
modelos. Si el lector reflexiona, desde esta perspectiva, sobre los
parrafos anteriores puede darse cuenta ya de algunas de estas dife-
rencias.

Si (M,R) es un marco y R es reflexiva en M, entonces para
toda asignacién e en el mismo y toda férmula A, (M,R,e) |=
[LJA—A. La razén es la siguiente: Si x ee((JA), entonces para
todo ye M, si xRy tenemos que y €e(A). Puesto que xRx al ser R
reflexiva en M, resulta que x ee(A),y por tanto que [JA—A es
verdadera en x.

Por ofra parte, si para toda férmula A, (JA—A es vdlida en un
marco {(M,R), entonces la relacién R es reflexiva en A] De hecho
lo anterior ocurre si y sélo si la formula [lp—p es vilida en
(M,R). La razén es la siguiente: Supongamos que _Ip—p es valida
en el marco (M,R). Sea u un elemento de M. Para ver que uRu
consideremos el conjunto X = {ve M: uRv}. Sea e una asignacién
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cualquiera en el marco tal que e(p) = X. Entonces e(Clp—p) = M.
Ahora bien, uee((Jp), pues en caso contrario existiria ve M tal
que uRv y ve X, y esto es imposible. Por tanto ue e(p) = X, y uRu.

Evidentemente, si en un modelo la relacién es reflexiva, en él
es vélida toda férmula de tipo [JA—A. ;Es cierto que si en un
modelo es- vélida la férmula [lp—p, la relacién es reflexiva? La
respuesta es un rotundo no. Por ejemplo, si M = {1,2}, R = {(1,2),
(2,1)} y e es la asignaci6n que a cada letra sentencial le asigna el
conjunto de indices M, entonces en tal modelo es vdlida la férmu-
la, pero la relacién es irreflexiva. Pero hay més, de hecho en tal
modelo es vdlida toda férmula de tipo [L]JA—A pues ocurre que
para toda férmula A, e(A) o es M o es vacio (lo que puede com-
probar por induccién el lector), con lo cual tenemos que para cada
férmula A e((JA) < e(A). Sin embargo, la relacién del modelo es
irreflexiva. - :

De hecho, para cada modelo, posiblemente reflexivo, podemos
obtener otro modelo irreflexivo en el que son validas exactamente
las mismas férmulas.

La construcci6n es la siguiente: Sea (M,R,e) un modelo cual-

"quiera. Sea W un conjunto disjunto de M y de igual cardinalidad.
Sea f una biyeccién de M en W. Sea M* = M U W. Definamos la
asignacién e* mediante

e*(p) = e(p) U {f(u): uee(p))

para cada letra sentencial p. Y definamos la relacién R* en M*
como sigue

R* = (R-Idyp) U {'(f(u),f'(v)): uRv y u v} U ((u,f(u)):
uRu} U {{f(u),u): uRu}

Entonces se puede demostrar por induccién que para cada elemen-
toude M

(MRe) |=,A siys6losi (M*R¥e*)|=,A

(MR,e) [=,A siy s6losi (M*R%e*) =g,
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con lo que ambos modelos tienen exactamente las mismas fé6rmu-
las vélidas. '

De todo lo anterior podemos extraer algunas consecuencias
interesantes: ’

a) La logica K estd caracterizada por la clase de marcos irre-
flexivos.

Prueba: Si A es un teorema de K, A es vélida en todo marco.
Por otro lado, puesto que, como veremos en ¢l capitulo 5, la 16gica
K es completa respecto a sus modelos, si A no es un teorema de K
entonces no es valida en algiin modelo, pero en tal caso, por lo
anterior, no lo serd en un modelo irreflexivo y por tanto tampoco
en algin marco irreflexivo. Por tanto si A es vélida en todo marco
irreflexivo debe ser un teorema de K.£

b) No existe ninguna légica normal cuyos marcos sean preci-
samente los marcos irreflexivos.

Prueba: Si L es una légica cuyos marcos son unica y exclusi-
vamente los marcos irreflexivos, entonces, por a), L ¢ K. Pero al .
ser K la menor 16gica normal, L = K. En tal caso L tiene marcos
no irreflexivos al ser todo marco un K-marco.l

Recapitulando, hemos visto que un marco es reflexivo si y
solo si en €l es vélida la férmula Clp—p. Por tanto la 16gica con
esta férmula como tinico axioma caracteriza la propiedad de la
reflexividad. Sin embargo, no existe ninguna légica modal que
caracterice la propiedad de la irreflexividad. Asi, hay propiedades
de las relaciones que son caracterizables mediante 16gicas modales
y otras que no lo son. Hallar condiciones necesarias y suficientes
para que esto ocurra va a ser parte del contenido de capitulos pos-
teriores, y este tema y este tipo de consideraciones van a recurrir a
lo largo de todo el libro.

EJERCICIOS

3.1. Comprobar los ejemplos 1) - 5).
3.2. Demostrar el lema 3.1.

3.3. Demostrar el lema 3.7.

3.4. Demostrar el corolario 3.14.
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3.5. Demostrar los enunciados correspondientes a los corola-
rios 3.13 y 3.14 que se obtienen al cambiar la palabra «marco» por
«modelo. ' ‘

3.6. Demostrar los enunciados 1) y 2) de la pagina 46 referen-
tes a extensiones seguras.

Dada una férmula A, definamos (1A por recursién como
sigue:

[1°A es A
™A es CCPA.

'3.7. Demostrar que :

i) (M,R.e) |=; (I"A si y s6lo si Vy (xR"y = y € e(A))

ii) (M,R,e) |=, 0"A siy s6lo si Jy (xR"y Ay € e(A))
donde R™ se define como en la pagina 44 de este capitulo para n
mayor que cero y para n = 0, R esta relacién de identidad en M.
Y 0"A se define como —[J"— A, o recursivamente por: (°A es A,
y 0" 1A es OOPA.

Dado un conjunto X de férmulas, consideremos el conjunto

0 = {{O"A: A € X y n himero natural }

que es la clausura de ¥ bajo necesidad.

. @Dado un conjunto de férmulas X, digamos que una férmu-
la A es consecuencia local débil de %, y escribamos X |=14 A, si

para todo modelo (M,R,e) y todo x € M tales que paratoda B €

(M,R,e) |=,B, (M,R,e) |=,A. Demostrar que para cada férmula A,

TlgA siysolosi OF =g A

Sugerencia: Utilizar submodelos generados por indices.

3.9. Dada una légica L, diremos que una férmula modal A es
consecuencia débil médulo L de un conjunto de férmulas modales
Z (X [=qyA) si y solo si en todo modelo de L en el que sean vili-
das todas las férmulas de Z, es vélida A. Diremos que A es con-
secuencia local débil modulo L (X |=14q)A) si y s6lo si para todo
modelo de L (M,R,e) y cada u € M, si en u son verdaderas todas
las férmulas de X, en u es verdadera A. Demostrar que para toda
I6gica L, todo conjunto de férmulas £ y toda férmula A

Zl=gyA siysélosi [OX [=q,)A.
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3.10. Demostrar que el conjunto de consecuencias débiles de
un conjunto cualquiera de férmulas no tiene por qué ser una 16gi-
ca. Y tampoco el conjunto de sus consecuencias locales débiles.

3.11)Demostrar que, si £ es un conjunto de férmulas cerrado
bajo sustitucién, entonces el conjunto de todas las consecuencias
débiles de X es una 16gica normal. Y que, si X estd ademds cerra-
do bajo necesidad, el conjunto de todas sus consecuencias locales
débiles es una l6gica normal. Demostrar también que, si & no estd
cerrado bajo necesidad, el conjunto de sus consecuencias locales
débiles no tiene por qué ser una légica. Témese por ejemplo X =
{CJA—A: A es férmula}.

3.12. Completar los argumentos del apartado 6. :

3.13. Demostrar que no puede’existir una légica normal cuyos -
marcos sean los marcos con dnicamente dos elementos. Aplicar el
corolario 3.13.

3.14. Demostrar que no existe ninguna légica normal cuyos
marcas sean los marcos con su relacién no vacia.

(3 15(/) Demostrar que para toda férmula A del sublenguaje sen-
tencial (es decir, para toda férmula en la que no ocurre el operador
modal), todo modelo (M Re)ytodoue M,

r

(M,R,e) |=, A siy s6lo si ({u}, @, €) [=A

donde e' se define por e'(p) = e(p) N {u}, para cada letra senten-
cial p.

3.16. El grado de una formula es el niimero maximo de ocu-
rrencias encajadas del operador modal en la férmula. Por ejemplo
el grado de las férmulas (p, (p—Cq), Up—(Ulq v CIr) es 1, el
grado de la férmula CI(CIp v q) es 2, el grado de la férmula
OOOp v q)—Clp) es 3. El grado de una férmula se define por
recursién como sigue:

g(A)=0 si A es una letra sentencial
8(A—B) = max(g(A), g(B))
gA)=gA)+1

Obsérvese que las férmulas de grado 0 son precisamente las fér-
mulas del sublenguaje sentencial del lenguaje modal.
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Dado un modelo (M,R,e), sea para cada u € M y cada nimero
natural n, -

H,(u) = {x € M: para algin m < n uR™x},

donde R" se define'como en el ejercicio 3.7. Consideremos el
modelo.con dominio Hy(u); relacién, la relacién R restringida a
Hp(u); y asignacién e, definida por e,%(p) = e(p) N Hy(u).
Denotemos tal modelo por Hp(u). Demostrar que para cada n y
cada férmula A de grado menor o igual que n,

(M,R,e) =, A siy s6lo si-H(u) [=, A.

Para la prueba, que debe realizarse por induccién en el grado de
las férmulas, debe tenerse en cuenta lo siguiente: Si uRv, entonces
H,(v) es el submodelo de H,,,{(u) generado por v. Ademds,. debe
tenerse en cuenta el ejercicio 3.15.

3.17. Usando el ejercicio anterior, demostrar que para toda
féormula A, todo n 2 g(A), y todo u € M, si e; y e, son asignacio-
nes en (M,R) tales que para cada letra sentencial p e;(p) N H(u)
= e5(p) N H,(u), entonces

(MR.e1) =, A siys6losi (MR.ey) =, A.




CAPITULO 4

LOGICA MODAL Y CONDICIONES
DE PRIMER ORDEN

1. En el capitulo anterior vimos que Ia férmula Clp—p es vili-
da en un marco si y sélo si larelacién del marco es reflexiva. En
este capitulo vamos a demostrar e€n primer lugar hechos de este
tipo, hechos que relacionan el que cierta férmula sea vélida en un
marco con cierta propiedad de la relacién del marco. Definamos
primero algunas propiedades de relaciones que nos van a interesar
ademads de las de reflexividad, transitividad y simetria.

Una relacién R en un conjunto M es serial si y s6lo si para
todo x € M existe y € M tal que xRy, es decir, si su dominio es M.

Una relacién R en un conjunto M es euclidea si y s6lo si para
todo X, y, z elementos de M ocurre que, si xRy y xRz, entonces
yRz.

Una relacién R en un conjunto M es una funcion si y sélo si
para todo x, y, z elementos de M ocurre que, si xRy y xRz, enton-
cesy=z.

Una relacién R en un conjunto M es una funcién de M en M si
y s6lo si es una funcién y es serial.

Una relacién R en un conjunto M es débilmente conectada siy
s6lo si para todo x, y, z elementos de M, si xRy y xRz, entonces -
yRzozRyoy=z.

Una relacién R en un conjunto M esta débilmente dirigida si 'y
s6lo si para todo X, y, z elementos de M, si xRy y xRz, entonces
existe u € M tal que yRu y zRu.

Una relacién R en un conjunto M es débilmente densa si y
sélo si para cada x, y € M tales que xRy existe u € M tal que xRu
y uRy.

Una relacién R en un conjunto M es inversamente bien fun-
dada si y s6lo si todo subconjunto no vacio de M tiene un elemen-
to R-maximal, es decir, un elemento tal que no existe ningin ele-
mento del subconjunto con el que esté relacionado.

(53]
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PROPOSICION 4. 1 (M,R) |=p—UICp si y sdlo si R es transi-
tiva.

Prueba: a)} Supongamos que R es transitiva. Sea e una asigna-
cién en (M,R). Veamos que e(llp) < e(LIllp). Si x € e(lp),
entonces para todo y € M, si xRy entonces y € e(p). Para ver que
x ee((Jp) supongamos que xRu. Entonces, si uRv, tenemos, por
transitividad de R, que xRv. Asi, v € e(p). Por tanto tenemos que
para todo v € M, si uRv, entonces v € e(p). Con lo cual resulta
que u € e([p). Por tanto x € e(Ip).

b) Supongamos que la férmula [1p—[1[Jp es vdlida en el
marco. Supongamos que X, y, Z son elementos de M tales que xRy,
yRz, pero no xRz. Consideremos una asignacién e en (M,R) tal
que e(p) = {u € M: xRu}. Entonces x € e(lJp), pero x ¢ e(C]Ip)
p}les y & e(Llp) yaque z ¢ e(p). Esto es absurdo. Por tanto xRz, y
la relacién es transitiva.l

PROPOSICION 4.2: (M,R) |= p—[I0p si y sdlo si R es simétrica.

Prueba: a) Supongamos que R es simétrica. Sea e una asigna-
cién en (M,R). Veamos que e(p) c e(10p). Si x € e(p), entonces
si xRy tenemos que al ser R simétrica yRx; por tanto existe u € M
tal que yRu'y u € e(p); con lo cual tenemos que y € e(Op). Por
tanto x € e((0p).

b) Supongamos que la férmula p—[J0p es valida en (M,R):
Para ver que R es simétrica, supongamos que xRy pero no yRx.
Sea e una asignacién en (M,R) tal que e(p) = {u € M: no yRu}. -
Entonces x € e(p), y y € e(0p) con lo cual resulta que x ¢ e((C10p).
Esto contradice el supuesto. Por tanto yRx, y R es simétrica.l

ProposICION 4.3: (M,R) |= t]p-—-)()p si y solo si R es serial.

Prueba: a) SiR es serial y x € e(Ulp), entonces para todo u €
M tal que xRu, u € e(p). Sea u € M tal que xRu, que existe al ser
R serial. Entonces u € e(p) y por tanto x € e({0p).

b) Si Clp—0p es vdlida en (M,R), para ver que R es serial,
supongamos que X es un elemento de M sin R-sucesores. Sea e
una asignacién en (M,R) tal que e(p) = @. Entonces x € e(I:Ip)
pero x & e(Op).d

PROPOSICION 4.4: (M,R) |= Op—0p si y sdlo si R es eucli-
dea. )
Prueba: a) Supongamos que R es euclidea. Sea e una asigna-
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cién en (M,R). Supongamos que x € e(0p). Sea y un R-sucesor de
x en el que p es verdadera. Supongamos que xRu. Entonces, pues-
to que R es euclidea, uRy. Tenemos pues que u € e(Op). Y por
tanto x € e((I0p).

b) Supongamos que (M,R,) |= Op—10p. Para ver quc R es
euclidea, supongamos que X, y, z son eleméntos de M tales que
xRy y xRz pero no yRz. Sea e una asignacién en (M,R) tal que
e(p) = {u € M: no yRu}. Entonces z € e(p) y xRz. Por consi-
guiente x € e(0p), y por tanto x € e((JOp). Tenemos, pues, que
y € e(0p). Asi, existe u € M tal que yRu y u € e(p), lo cual es
imposible. Por tanto R es euclidea.l

PROPOSICION 4.5: {(M,R) |= Op—[1p si y s6lo si R es funcion.

Prueba: a) Si R es una funcién, y x € e(0p), entonces sea u un
R-sucesor de x en el que p es verdadera. Un tal u es tnico al ser R
una funcién. Por tanto se cumple que para todo v € M, si xRv
" entonces v € e(p). Por consiguiente, x € e((p).

b) Supongamos que (M,R) |= Op—{Jp. Para ver que R es-una
funcién, supongamos que X, y, z € M son tales que xRy y xRz.
Sea e una asignacién en (M,R) tal que e(p) = {y}. Entonces x €
e(0p), y por consiguiente x pertenece a e(Clp), con lo cual obtene- i
mos que z € e(p),yz=y.l

PROPOSICION 4.6: (M,R) |= Op <> [p si y sélo si R es una
funcion de M en M.

Prueba: a) Supongamos que R es una funcién de M en M.
Entonces R es una funcién y es serial. Por tanto, por 43y 4.5y
légica sentencial, tenemos que la férmula Op ¢ Dp es vélida en
(M,R).

b) Si Op <> [p es vilida en {M,R), entonces lo son las f6rmu-
las Op—[p y Cp—9¥p. Por tanto, por 4.3 y 4.5, R es una funcuin
de Men M.I .

ProPOSICION 4.7: (M,R) |= OCp—Up si y sélo si R es
débilmente densa.

Prueba: a) Supongamos que R es débilmente densa, que e es
una asignaci6n en (M,R) tal que x € e(CJCJp), y que xRy. Puesto
que R es débilmente densa, sea-u un elemento de M tal que xRu y
uRy. Entonces, u € e(Up) y por tanto y pertenece a e(p). Asi, para
todo y € M tal que xRy, y € e(p). Por tanto, x pertenece a e(Clp).
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b) Supongamos que (M,R) |= [Jlip—Llp . Para ver que R es
débilmente densa, supongamos que no lo es. En tal caso existen X,
y € M tales que xRy y para todo u € M, si xRu entonces no uRy.
Sea e una asignacién en (M,R) tal que e(p) = M - {y}. Entonces
x ¢ e(p), puesto que xRy pero y ¢ e(p). Pero x pertenece a
e(Cp), ya que si xRu y uRv, v # y y por tanto v € e(p). En tal
caso JCIp—Up no seria vélida en (M,R), en contra de la supo-
sicién.l

PROPOSICION 4.8: (M,R) |= 0Lp—[I0p si y sdlo si R estd
débilmente dirigida.

Prueba: a) Supongamos que R estd débilmente dirigida. Sea e
una asignacién en (M,R). Supongamos que x € e(0Ip). Sea y un
elemento de M tal que xRy y y € e((p). Para ver que x € e((J0p),
supongamos que xRz. Sea u un elemento de M tal que yRu y
zRu, que existe al estar R débilmente dirigida. Entonces, puesto
que y € e(Jp), u € e(p). Por tanto z € e(Op). Asi, x € e(0p).

b) Supongamos que {M,R) = 0CIp—{10p. Supongamos que
xRy y xRz, y que para todo u € M, si yRu, entonces no zRu. Sea
e una asignacién en (M,R) tal que e(p) = {u € M: yRu}. Entonces
y € e(p), y por tanto x € e(¢CIp). Ahora bien x ¢ e((10p) pues-
to que z ¢ e(Op) y xRz. Pero entonces 0CIp—10p no es vailida en
el marco, en contra de la suposicién.l

PrOPOSICION 4.9: (M,R) = I((p A Op)—q) v((q A Cq)—p)
si 'y sélo si R es débilmente conectada.

Prueba: a) Supongamos que R es débilmente conectada.
Supongamos que x € M es tal que x ¢ e(lJ((p A Ldp)—q)). En tal
caso, seay € M tal que xRy y en y es verdadera la formula (p A
Olp) y falsa q. Veamos que [J((q A (Jq)—p)) es verdadera.en x.
Para ello supongamos que xRz. Al ser R débilmente conectada
tenemos que YRz, 0 zRy, 0z =y. Si z =y, puesto que y € e(p),
z € e(p), y por tanto z € e((q A LIq)—p). Si yRz, puesto que y €
e(Up), tenemos que z € e(p), y por tanto que z pertenece a e((q
A Oq)—p). Por dltimo, si zRy, entonces, puesto que y & e(q), z
¢ e(q Alq), y por tanto z € e((q A [lq)—p). Podemos concluir
pues que x € e(Ll(q A CIg)—p). _

b) Supongamos que (M,R) |= TJ((p A Op)—q) v O((q A
(1q)—p). Para ver que R es débilmente conectada, supongamos

.
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que xRy, yRz, pero ni yRz, ni zRy, ni z es igual a y. Sea e una
asignaci6n en (M,R) tal que

e(p) = {z} U [ve M: zRv]}
e(@={y} v {ve M:yRv}

Entonces x ¢ e((CJ((p A Clp)—q)) pues xRz, z ¢ e(q) yz € e(p A
[lp). Por otro lado, x ¢ e( L1((q A Llg)—p))-pues xRy, y & e(p) y
y € e(q A [Jq).Por tanto la férmula CI((p A Op)—q) v C((q A
[Jq)—p) no es vilida en (M,R), lo cual contradice la suposicién.l

PROPOSICION 4.10: (M,R) |= I((dp—p)—Lp si y sélo si R es
transitiva e inversamente bien fundada.

Prueba: a) Supongamos que R es transitiva e inversamente
bien fundada. Sea e una asignacién cualquiera en (M,R).
Supongamos que x € e(LJ(Llp—p)). Para ver que x € e(lp),
supongamos que xRy. En tal caso y € e(Llp—p), con lo cual tene-
mos que y € e(p) o y ¢ e(lp). Pero esta segunda posibilidad no
puede darse pues, en caso contrario, existiria z € M tal que yRz y
z ¢ e(p). Y entonces tomando u € M R-maximal con dicha pro-
piedad, tendriamos que, al ser R, transitiva, xRu, y por tanto u €
e(Clp—p), pero puesto que u & e(p) ue e([:Ip), y existiria pues
un v € M tal que uRv y v ¢ e(p),y u no seria, por tanto, un ele-
mento R-maximal con la propiedad. Concluimos pues que para
todo y € M, si xRy, entonces y € e(p). Por tanto x € e(Llp).

b) Supongamos que (M,R) |= J((dp—p)—Ip. i) Veamos que
R es transitiva. Supongamos que xRy y yRz. Sea e una asignacién
en (M,R) tal que

e(p) = {ue M: xRuy (Vve M) (uRv — xRv)}

Entonces x € e(lJ((dp—p)): si xRu y u € €(p), resulta que u €
e(p) (ya que xRu y si uRv, v € e(p) y por tanto xRv). Tenemos
pues que, si xRu, entonces u € e((lp—p). Asi, x € e(Jp-p)).
Por tanto, al ser (J(Cp—p)—Clp una férmula vélida en (M,R), '
x € e(llp). En tal caso y € e(p). Por tanto tenemos que para
cada v € M si yRv entonces xRv. Y, puesto que yRz, xRz.

ii) Veamos que R es inversamente bien fundada. Supongamos
que X < M y X no es vacio. Supongamos, en busca de una contra-
diccién, que X no tiene ningiin elemento R-maximal. Sea e una
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asignacién en (M,R) tal que e(p) = M—X. Sea x un elemento de X.
Puesto que la férmula CJ(Clp—p)—Up es vélida en (M,R) ocurre
que x € e(Up) o x ¢ e(] (U p—p)). Puesto que X no tiene ele-
mentos R-maximales, sea y € X tal que xRy. Entonces, puesto que
y & e(p) (e(p) = M-X) y xRy, tenemos que x ¢ e(Llp). Por tanto x
no pertenece a e(LJ(Clp—p)). Existe pues v € M tal que xRv, v €
e(Clp) y v € e(p). Asi, v € X, xRv, y para todo u € M tal que vRu
ocurre que u ¢ X (u € e(p)). Por tanto, paratodou e M,siue X
entonces no vRu. Asi, v es un elemento R-maximal de X, lo cual
contradice la suposicién de que X no tiene ningitin elemento R-
maximal.l

2. Consideremos en este apartado los axiomas T, D, 4, E, y B
que son aquellos con los que se axiomatizaron las primeras 16gi-
cas modales normales. Consideremos todas aquellas 16gicas nor-
males que se obtienen al tomar como conjunto de axiomas un sub-
conjunto, posiblemente vacio, del conjunto indicado. Resulta que
de este modo sélo se obtienen quince l6gicas normales distintas.
Para demostrarlo, establezcamos una serie de relaciones que se
dan entre las propiedades que corresponden a los distintos axio-
mas.

"PROPOSICION 4.11: Si R es una relacion en M, entonces:

i) SiR es reflexiva y euclidea, entonces R es.simétrica.
if) SiR es simétricay euclidea, entonces R es transitiva.
iii) Si R es reflexiva y euclidea, entonces R es simétrica y
transitiva. |
iv) SiR es reflexiva, entonces R es euclidea si y sélo si R es
simétrica y transitiva.
v) R es una relacion de equivalencia si y solo si R es refle-
xiva y euclidea. ‘
vi) SiR es reflexiva, entonces R es serial.
vii) SiR es simétrica y transitiva, entonces R es euclidea.
viii) Si R es serial, simétrica y transitiva, entonces R es refle-
xiva.
Prueba: Se deja al lector.d

Las quince 16gicas que se obtienen las representaremos en el
diagrama que viene a continuacién, en el cual debe entenderse que
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las flechas indican inclusién propia. Las inclusiones se siguen de
la proposicién 4.11, de las proposiciones 4.1-4.4, y el hecho esta-
blecido en el capitulo anterior que relaciona la validez del axioma
T en un marco con el hecho de que la relacién sea reflexiva. Que
las inclusiones sean propias se puede ver encontrando modelos de
las 16gicas que se extienden que no sean modelos de sus extensio-
nes, lo que muestra que no toda férmula de la extensién puede ser
un teorema de la 16gica a la que extiende.

KT/ >KTE S5
/

KT4 S4
KD > KD4 b KDE4

KDE

\»
K4K4 \ /

N

KE

Para ver que las quince l6gicas del diagrama abarcan las trein-
ta y dos posibles formulables con los axiomas que estamos consi-
derando basta ver que se cumplen las siguientes igualdades:
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KTD =KT (por vi)de 4.11). .
KBE = KB4 = KB4E (por ii) y vii) de 4. 11) ;
- KTDB = KTB, KTD4 = KT4, KTDE = KTE (por vi) de 4.11).

KTE = KTB4 = KTBE = KT4E = KTDB4 = KTDBE = -
KTB4E = KTD4E = KTDBA4E (por iii), iv) y vi) de 4.11).

KDBE = KDB4E = KDB4 (por ii) y vii) de 4.11).

KTDB4 = KDB4 (por viii) de 4.11) Por tanto las 16gicas
KDBE, KDB4E, KDB4 son la l6gica KTE, es decir, el sistema S5.

3. El lector puede observar que todas las propiedades de rela-
ciones consideradas a lo largo de este capitulo, a excepcién de la
propiedad de ser inversamente bien fundada, son facilmente for-
malizables en un lenguaje de primer orden con igualdad y con un
unico relator diddico. Que una sentencia de primer orden en tal
lenguaje formaliza una propiedad de R significa que para toda
estructura (M,R), (M,R) satisface la sentencia de primer orden si

-y sblo si R posee la propiedad. En la siguiente lista, a la izquierda
figuran las propiedades de la relacién, y a la derecha una sentencia
de primer orden que las formaliza.

Reflexiva Vx Rxx

Simétrica Vxy (Rxy — Ryx)
Transitiva Vxyz (Rxy A Ryz — Rxz)
Serial . Vx Jy Rxy

Euclidea Vxyz (Rxy A Rxz = Ryz)
Funcién Vxyz (Rxy A Ryz — y =2)

Funcionde MenM  Vx3!yRxy

Débilmente densa Vxy (Rxy — 3z (Rxz A Rzy)) .
Débilmente dirigida  Vxyz (Rxy A Rxz — Ju (Ryu A Rzu))
Débilmente conectada Vxyz (Rxy A Rxz — (Ryz vV Rzy V y =z))

La propiedad de que una relacién sea inversamente bien fun-
dada no es una propiedad expresable en primer orden, es decir, no
existe ninguna sentencia, ni ningiin conjunto de sentencias de pn-
mer orden, en el lenguaje que estamos considerando (ni ¢n ningiin
otro), cuyos modelos sean tinica y exclusivamente las estructuras
(M,R) en las que R es una relacién en M inversamente bien funda-
da. El lector puede demostrarlo utilizando el teorema de: compaci-
dad para la légica de primer orden mediante el tipo cldsico de
argumentacion para este tipo de cuestiones. Dada una estructura
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(M,R), con R inversamente bien fundada, debe obtenerse una
estructura (M',R") elementalmente equivalente a la primera pero en
la que R' no sea una relacién inversamente bien fundada.

La lecci6n a extraer de lo anterior es que no existe una corres-
pondencia entre férmulas modales y propiedades de las relaciones
en un conjunto expresables mediante férmulas o .conjuntos de for-
mulas de un lenguaje de primer orden con igualdad que tenga
como tinico simbolo no l6gico un relator diddico. Sin embargo, si
que existe una correspondencia entre férmulas modales y férmu-
las de un lenguaje de primer orden en el que ademds hay un rela-
tor monédico para cada letra sentencial del lenguaje modal. Y hay
también una correspondencia entre formulas modales y férmulas
del lenguaje de segundo orden con un inico relator diddico y
variables de conjunto. Establecer estas correspondencias es el
tema del préximo apartado.

4. Dado un lenguaje modal sentencial con un conjunto de
letras sentenciales P de cardinalidad k , fijemos una enumeracién
(py: @ < x) de los elementos de P. Sea para cada o < K, Py un
relator monédico (o predicado), y sea R un relator diddico. Al len-
guaje modal sentencial P le- podemos asociar el lenguaje de pri-
mer orden de tipo de semejanza pp = {R} U {Py: o < k}. A tal
lenguaje lo llamaremos el lenguaje de primer orden asociado a P.

Dado un lenguaje sentencial modal P, podemos definir una
funcidn traduccién entre el conjunto de formulas de P y el conjun-
to de férmulas del lenguaje de primer orden asociado a P que a
cada férmula modal A le asocie una férmula de primer orden A*
de modo que:

1) po* sea Pyx

2) L% sea x#x

3) (A—B)* sea (A*—B¥*)

4) (UA)* sea Vy (Rxy —A*(x/y))

donde x es la primera variable en una enumeracién que supondre-
mos fijada de las variables del lenguaje de primer orden, la varia-
ble y es la primera variable distinta de x que no ocurre en A*, y
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A*(x/y)-es el resultado de reemplazar toda ocurrencia-libre de la
variable x por la variable y en la férmula A*. Debe observarse que
(QA)* es logicamente equivalente a la férmula Jy(Rxy A A*(x/y)).
Y también que, si tenemos una férmula de primer orden que es la
traduccién de una férmula modal A, la dnica variable que ocurre

libre en ella es la variable x.
Dado un modelo modal {M,R,e), podemos obtener una pp-
estructura de modo completamente natural, la estructura:

(M.R,(e(pe): 0 < K))

ala qu.élllamaremos la pp-estructura asociada a (M,R,e).

PROPOSICION 4.12 : Para todo modelo modal (MR ,e), toda P-
formula A,y todo ve M

(M,R,e) |=y A siy sélo si (MR(e(py): O < K )) |= A*[u]

Prueba: Por induccién. Para el caso de letras sentenciales
tenemos que,

(M,R,e) k,py siysélosi ue e(py).
Pero
u € e(pg) siy sélo si (M,R,(e(py): & < K)) |= Pyx [u].

La proposicién vale para L pues ambos lados del bicondicio-
nal son falsos para esta férmula. Si suponemos que la proposicién
vale para férmulas A y B, es facil comprobar que vale para la
férmula (A—B). Por iiltimo, si suponemos que la proposicién vale
para una férmula A resulta que

(M,R,e) |=y[JA si y sélo si para todo ve M,
si uRv entonces (M,R,e) |=yA,

‘y esto tltimo ocurre (dada la suposicién acerca de A) si y sélo si
para todo ve M tal que uRv (M,R {e(py):0 < K)) |= A*[v],
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pero esto ocurre si y s6lo si (M,R,(e(py): & < K)) |= Vy (Rxy
—=A*(x [y ))[ul.}

COROLARIO 4.13: Para todo modelo modal (M,R,e) y toda P -
formula A ‘

(MR,e) |= A siysélosi (M,R,(e(pg):0t < K). |'=VxA*

Asi, una férmula modal es valida en un modelo modal si y
s6lo si la clausura universal de su traduccién al lenguaje de primer
orden asociado es vilida en la estructura de primer orden asociada
al modelo'modal.

OBSERVACION: Si consideramos una p,-estructura A = (A,
RA (P A: o < K)), podemos deflmr una funcién e:P—P(A)
mediante, para cada O<x.

e(py) =PA.

En tal caso tenemos que (A,RA.e) es un modelo modal cuya
estructura de primer orden asociada es la inicial. Asi, dada una
l6gica modal normal L podemos considerar el conjunto de p,-f6r-
mulas ‘

={VxA*: Ae L)}

y considerar los conjuntos de modelos y estructuras del lenguaje
. de primer orden asociado . :

MO; ={(M,R,e): (M,R,e) |=L} '

ESp = (A: A =3 )

Ambos conjuntos son, pues, esencialmente el mismo.

Dado un marco (M, R) diremos que una p,-estructura A es una
estructura sobre (M,R), si el universo de A, K es M, y la relacién
diddicade A es R. .
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PROPOSICION 4.14: Para toda formula modal A y todo marco
(M;R)

(M,R) |= A si y sélo si para toda
pp-estructura sobre (M,R), A, A |= VxA*

Prueba: Por la proposicién 3.1 y la correspondencia entre
modelos modales y estructuras de primer orden comentada en la
iltima observacién.l

Por el teorema de coincidencia para la l6gica de primer orden
tenemos que si A; y A, son pp-estructuras sobre un marco (M,R)
y A es una férmula modal de P cuyas letras sentenciales estan
entre Pg,,--,Pgys ¥ PAI' PQIZ, JPRi= Péﬁ, entonces

A |= Vx A*siy sblo si Ay [= Vx A*,

Si las letras sentenciales que ocurren en la férmula A estan entre
Pij»-+-Piy» €scribiremos (M,R,X; ,....X; ) |= Vx A* para indicar I que
toda p,, -estructura sobre el marco (M R) B, tal que Xll PB i
Xm—P satisface la férmula VxA*. Asi tenemos la siguiente pro-
posxcmn

PROPOSICION 4.15: Para todo marco (M,R) y férmula modal A
cuyas letras sentenciales estén entre pj,..., Pi,

(M,R) |= A si y sélo si para todo

Xje Xiy © M (MRXj,eer, X ) = VXA,

ijperes

Afirmar que para todo Xj ... S M, (MR, X;,.... » X |=
Vx A*, equivale a afirmar que en <M R) es verdadera la sentenma
de segundo orden que obtenemos a partir de la sentencia de primer
orden VxA* sustituyendo las letras de predicado por variables de
conjunto y cuantificando éstas universalmente. De este modo
tenemos que a cada férmula modal-A le corresponde una senten-
cia en el lenguaje de segundo orden de tipo de semejanza (R}, la
que obtenemos a partir de Vx A* del modo indicado. Debe obser-
varse que dicha sentencia es una sentencia ITj , una cuantificacién
universal de segundo orden de una\férmula en la que no hay varia-
bles de segundo orden cuantiﬁcacﬁl
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Por la proposicién 4.15 tenemos que, para cada férmula modal
A, A es vilida en un marco si y sélo si en él es verdadera la sen-
tencia de segundo orden correspondiente.

EJERCICIOS

4.1. Demostrar que en un marco-{M,R) son validas las f6rmu-
las Clp—»UCp y C0p—0C]p si y sélo si para cada x € M existe y
€ Mtal que xRy y para todo z € M, si yRz entonces z =y.

4.2. Demostrar que para todo marco (M,R), (M,R) |= p—Ulp si
y s6lo si para cada x, y € M, si xRy entonces x = Y- Concluir que
la formula pe>Ulp es vélida en un marco si y sélo si la relacién del
mismo es la identidad.

4.3. Demostrar que la férmula Clp es valida en un marco si y
solo si todos los indices del mismo son indices finales. En otras

palahras, si la relacién es vacia.

(% 4:) Demostrar que para todo marco (M,R), (M,R) |=
(] —>Dp)—>p)—->p si y s6lo si R es reflexiva, transitiva, y no
existe ninguna funcién F del conjunto N de los niimeros naturales
en M tal que para cada n € N F(n)RF(n+1) y F(n) # F(n+1).

4.5. Demostrar que la férmula [(Cp—Clq) v O(Og—Cp) es
vélida en un marco (M,R) si y s6lo si Vxy € M (xRy A xRz —
(Vue M (yRu — zRu) v Vu € M (zRu — yRu))).

4.6. Demostrar que la clase de marcos con las propiedades del
e_]ercwlo 4.4 no es una clase de marcos que pueda caracterizarse
en primer orden, es decir, que no existe ningin conjunto de sen-
tencias de primer orden en el lenguaje de tipo {R} cuyos modelos
sean precisamente los marcos de la clase. Usar el teorema de com-
pacidad para la 16gica de primer orden.

4.7. Demostrar que la férmula (JOCICp—00000p es valida en
un marco si y sélo si la relacién del marco es serial.

4.8. Demostrar que la férmula C1(0p—Cp) es vilida en un
marco si y sélo si VxeM VyeM VzeM VweM (XxRy A yRz A
yRw — z=w).

4.9. Demostrar que la férmula 0(0T A p)-LI(0T—p) es vélida
en un marco si y sélo si

Vxyze M (xRy A xRz A ni y ni z son puntos finales — y = z).
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4.10. Demostrar que la féormula ¢(CIL A p)->U(JL—p) es
vélida en un marco si y sélo si

Vxyze M (xRy A xRz A y es un punto final
A z es un punto final — y = z).

Demostrar que la férmula (0CIL A 00T)—>™MT es vili-
da en un marco si y s6lo si

Vxyze M (xRy A xRz A 'y es un punto final
A Z no es un punto final —
Vwe M(xR'w — w no es un punto final)),

. donde R" se define como en la pigina 44 paran > 0y RO es la

relacién de identidad en M.
ncontrar una légica cuyos marcos sean aquellos en que
todo indice estd relacionado con uno que es un punto final.Otra

cuyos marcos sean aquellos en que todo indice estéd relacionado
con uno que no es un punto final. Y otra tal que sus marcos sean
aquellos en que todo indice estd relacionado con uno que es final
y otro que no lo es.

4.13. Demostrar que la férmula [](Lp—p) es vélida en un
marco (M,R) si y sélo si Vxy € M (xRy — yRy).

4.14. Demostrar que la férmula OT—(CJp—p) es vélida en
(M,R) si y sélo si Vxy € M (xRy — xRx).

* 4.15. Demostrar que la férmula [J(Jp—q) v O(CJq—p) es

vdlida en un marco (M, R)siysolosiVxyze M (xRy A xRz —
(YRz v zRy)). |




CAPITULO 5
MODELOS CANONICOS

En este capitulo presentaremos una construccion de modelos
utilizando recursos sintdcticos. Es el tipo de construccién que
corresponde a los modelos de Henkin para la 16gica de primer
orden y que utilizaron para el caso de las l6gicas modales D. C.
Makinson [1966] y E. J. Lemmon y D. Scott [1977] por primera
vez. Esta construccién nos permitird probar que toda l6gica nor-
mal es completa respecto a la clase de sus modelos, y que ciertas
légicas normales son completas respecto a la clase de sus marcos,
precisamente aquellas para las cuales el marco de su modelo can6-
nico (el modelo sintdctico que construiremos) es un marco de la
légica. Esta propiedad no la comparten todas las 16gicas normales
que son completas.

1. Sea L una légica normal con un modelo, y sea (M,R,e) un
modelo de L. Sea x € M. Consideremos el conjunto

= [A: (M[R,e) [=,A).
Este conjunto tiene las siguientes propiedades:

HLcZ

ii) Para toda férmula A, si X | A, entonces A € X.
iii) Para toda férmula A, A€ Xo—-A e X.

iv) £ es L-consistente.

La razén de ello es la siguiente: i) El modelo es un modelo de L.
. ii) ¥ no es vacio. Si Z |- A, sean By,..., B, € X tales que (BjA...A
B,)—A es un teorema de L. Al ser By,..., B, verdaderas en el indi-
ce x del modelo, y ser el modelo un modelo de L, tenemos que A
es verdadera en x. Por tanto A € X. iii) es obvio. iv) L ¢ X, y por
tanto, por ii), .L no es deducible (en L)deX. o

Por otra parte ocurre que, si A es un conjunto de férmulas L-
consistente tal que ¥ < A, entonces £ = A. La razén es que, si

9 167
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una férmula A perteneciera a A pero no a %, entonces — A pertene-
ceria a X y por tanto a A con lo que A seria L-inconsistente.
Tenemos pues que X es un conjunto L-consistente de férmulas que
no estd incluido propiamente en ningiin conjunto de férmulas con
tal propiedad.

Un conjunto de férmulas es L-consistente y maximal si y s6lo
si es consistente y es maximal respecto a la coleccién de conjuntos
de férmulas L-consistentes (no estd incluido propiamente en nin-
guno de ellos).

LEMA 5.1: Para cada lenguaje modal, cada l6gica normal en
el mismo, L, y cada conjunto de férmulas modales L-consistente
y maximal Z ocurre que :

1) Si X |- A, entonces Ae X

il) Paratodaformula A,Ae X 0 —Ae X
iii) (AAB)e XsiysdlosiAe Z y Be X
iv) Si(A—>B)e Xy Ae X, entonces BeX
v) (AvB)e ZsiysélosiAe ZoBe X

Prueba: i) Supongamos que Z |- A. Entonces Z U {A} es L-
consistente. En caso contrario X |-;— A y por tanto % seria L-
inconsistente. Al ser £ maximal tenemos que A pertenece a Z.

ii) Si A es una férmula tal que ni A ni — A pertenecen a X,
entonces ni A ni — A son deducibles (en L) de Z, y por tanto, tanto
YU {A} como £ U {—A} son L-consistentes; pero, al ser £ maxi-
mal, A y — A perteneceran a X, y esto es imposible al ser X L-con-
sistente. Por tanto, o A 0 — A pertenecen a X.

iii-v) Se dejan como ejercicios.i

LEMA 5.2: Si X es un conjunto de formulas L-consistente,
entonces X es L-consistente y maximal si 'y sélo si para toda for-
mulaA Ae Zo—Ae X

Prueba: Obvia, usando el lema anterior.l

LeMA 5.3 (de Lindenbaum): Para toda légica normal consis-
tente L y todo conjunto de formulas L-consistente T, existe un
conjunto de férmulas L-consistente y maximal A tal que £ C A.

Prueba: Por el lema de Zorn. Consideremos la coleccién de
todos los conjuntos de férmulas L-consistentes que incluyen a X.

G
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Tal conjunto estd ordenado por inclusién. Sea D una C-cadena de
conjuntos L-consistentes. Consideremos UD. Este conjunto es L-
consistente y-es el supremo de la cadena. Es L-consistente por la
siguiente razén: Si UD |- L, entonces UD no pertenece a D, y
existen By,....B, € UD tales que (BjA...A B;)—.L es un teorema
de L. En tal caso existe un conjunto L-consistente perteneciente a
D al que pertenecen By,...,B,, pero esto es imposible. Por el lema
de Zorn tenemos que existe un COl’l]llI’ltO L-consistente y maximal
que incluye a Z.}

LEMA 5.4: Para cualquier conjunto de formulas %, férmula A
y légica normal L: T |- A si'y sélo si A pertenece a todo conjun-
to maximal y L-consistente que mcluye alX.

Prueba: Se deja como ejercicio para el lector.l

2. Consideremos una légica normal consistente L. Vamos a
obtener un modelo en el que seran vilidas tnica y exclusivamente
las férmulas que son teoremas de L. Para motivar la definicién,
observemos que si (M,R,e) es un modelo de L, y x €M, entonces
el conjunto Z,= {A: (M,R,e) |=,A} es, como hemos visto en el
apartado 1, L-consistente y maximal. Este conjunto, intuitivamen-
te, es el formado por todas aquellas férmulas que expresan las
propiedades modales del indice x. Dos indices x € y para los que
X, y &, sean iguales son indistinguibles en cuanto a sus propieda-
des modales. Por tanto podemos decir que un conjunto L-consis-
tente y maximal nos caracteriza un tipo de indice. Observemos
ademds que:

si xRy, y LA € Z,, entonces A € %,
con lo que

(*) sixRy, entonces {A:(JA€ %, ) C I,

O
El condicional inverso no tiene por qué valer. Consideremos el
modelo
(N, < e)
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donde N es el conjunto de los niimeros naturales y e es la asigna-
cién que para toda letra sentencial p, e(p) = N . Es facil comprobar
que, para toda férmula A, o e(A) es igual al conjunto vacio o es
igual a N, y que ademas e((JA) = N si y sélo si e(A) = N. La
razén de ello es que en el modelo no hay puntos finales. Asi, si
consideramos, por ejemplo, X, tenemos que, si LJA € Z;, enton-
ces A € X, pero sin embargo O no es menor que 0.

Vamos a construir un modelo en el que tengamos todos los
tipos de indices posibles. Para ello bastard con tomar como indices
los propios conjuntos L-consistentes y maximales. Relacionaremos
los indices de modo que la condicién (*) se cumpla. La forma mas
simple de conseguirlo es exigiendo que se cumpla el si y sélo si.

Dada una légica normal consistente sea

M, = {Z: Z es un conjunto de férmulas
L-consistente y maximal },

y sea Ry la relacién en My definida por
YR Asiysélosi {A:UJA e X} A.

Definamos la asignacién e; como sigue: Sea para cada letra
sentencial p

e(p)={Ze Mp:pe X}

El modelo {(My, Ry ,ep) es el modelo candnico para L, y el marco
(My, Ry) es el marco canénico para L.

TEOREMA 5. 5: Para cada ue My,
My, R, ep)l=uA siysélosi Aeu
Pfueba: Por induccién veamos que para cada férmula A
© eL(A).= {ue My: A € u}.

Para el caso de las letras sentenciales«y la férmula L est4 claro. El
caso del condicional es ficil. Veamos el caso de las férmulas de
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tipo [JA. Supongamos que lo que queremos probar vale para una
férmula A. Si n € e (CJA), entonces para cada.v € My, si uRpv
entonces v € e (A), y por tanto A € v. Asi, A pertenece a todo
conjunto L-consistente y maximal que incluye al conjunto {B: 1B
€ u}. Por el lema 5.4 tenemos entonces que A serd deducible (en
L) de {B: [IB € u}. Sean pues By,..., B, tales que [IBy,..., [JB,
pertenecen a u 'y (BjA...A B,)—A es un teorema de L. Entonces la
férmula (CIBj A...A [1B,)— [JA es también un teorema de L y por
tanto u |- [JA, con lo que tenemos que [JA € u. Por otro lado, si
[JA € uy uR v tenemos que A pertenece a v.i

COROLARIO 5.6: Para toda féymula A, A € L si y sélo si
My, Ry, e1) |= A, y por tanto el modelo candnico para L es
un modelo de L.

Prueba: a) Si A es un teorema de L, pertenece a todo conjunto
de férmulas L-consistente y maximal. Por tanto es verdadera en
todo indice de M. b) Si A es verdadera en todo indice de My,
pertenece a todo conjunto de férmulas L-consistente y maximal, y
por el lema 5.4 A es un teorema de L.1

-

TEOREMA 5.7 (de completitud para modelos): Toda légica
normal L es completa respecto a la clase de sus modelos, es
decir, para toda formula A

Ae L siysdlosi A esvdlida entodo modelo deL

Prueba: Supongamos que A es vélida en todo modelo de L. Si
A no es un teorema de L, entonces — A es L-consistente. Sea pues
u un conjunto L-consistente y maximal al que pertenece — A (que
existe por el lema de Lindenbaum). Entonces A es falsa en u en el
modelo canénico (M;, R;, e;). Ahora bien, por 5.6 el modelo
canénico es un modelo de L.I

COROLARIO 5.8 (Completitud de K para marcos):
A e K siysolosi A esvdlida en todo marco

-Prueba: Si A es vilida en todo marco, es valida en el modelo
canénico para K.1

&
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COROLARIO 5.9: Si A es vdlida en el marco canénico para L,
entonces A es un teorema de L. )

Prueba: Si A es vilida en el marco canénico para L, es vilida
en el modelo canénico para L.I

Asi, si ponemos M= (M;, R ), tenemos que L(M;) c L.

COROLARIO 5.10: A € K si y sdlo si (Mg, Rg) |= A. Asi, la
logica del marco candnico para K es la légica K.

Diremos que una légica L es candnica si su marco canénico
es un L-marco, es decir, si L(M} ) = L. Al estar toda 16gica canéni-
ca caracterizada por un marco (su marco canénico), toda légica
candnica es una légica completa (respecto a marcos). Debe sefia-
larse que hay légicas completas (respecto a marcos) que no son
canénicas; un ejemplo es la 16gica KGL. Y existen, ya lo hemos
sefialado previamente, 16gicas incompletas (respecto a marcos).

3. A continuacién vamos a demostrar que las quince légicas
normales de las que hablamos en el capitulo 4 son todas ellas
canénicas y, por tanto, completas. Para demostrarlo bastard con
ver que sus marcos canénicos son marcos de la légica. Para ello
veremos que la relacién de accesibilidad de los mismos tiene la(s)
propiedad(es) que caracteriza(n) a los marcos de la légica.

LEMA 5.11: Si L es una légica normal y My, Ry, e.) es su
modelo candnico, entonces

!
i) SiDe L, entonces Ry es serial.
i) SiTe L, entonces Ry es reflexiva.
iii) Si4e L, entonces Ry es transitiva.
iv) SiEe L, entonces Ry es euclidea.

.v) SiBe L, entonces Ry es simétrica.

Prueba: i) Supongamos que D € L. Entonces la.férmula
Ol—1 es vilida en (M, R;,e;) al ser D un teorema de L. Por
tanto tenemos que e (L L) < e (L). Asi, e; ((JL) es vacio, y para
cada u € My existe v e M tal que uRy v. Por tanto R; es serial.

ii) Supongamos que el axioma T pertenece a L. Entonces para
toda fc:;l"mula A ocurre que (M;, Ry, e;) |= (JA—A. Para ver que
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R, es reflexiva, supongamos que no lo es. Sea, pues, u € M tal
que no uR; u. Entonces tenemos que {A:[JA € u} c u. Sea, pues,
A una férmula tal que [JA € u pero A ¢ u. Entonces en u es falsa
LJA—A, lo cual es absurdo.

iii) Supongamos que 4 € L. Entonces para toda férmula A la
férmula CIA—IA es valida en (Mg, Ry, ep ). Para ver que Ry es
transitiva, supongamos que uR; v y vR; w. Entonces tenemos que

{A:llAeu)jcvyque {A:[JAevlicwSiAestalque[JA e’

u, entonces, puesto que la férmula [JA—ICJA es vélida en el
modelo canénico [ JA € u. Por tanto [JA € v, y por consiguiente
Ae w. Asi, (A:[JA € u} cw,yuR;w.

iv) Si E € L, entonces, para toda fé6rmula A, la férmula
0JA—[JA es vilida en el modelo canénico. Para ver que R; es
euclidea, supongamos que-uR; v y uR; w. En tal caso tenemos que
{A: JA € u} estd incluido tanto en v como en w. Supongamos
que A es una férmula tal que (JA e v. Entonces puesto que uR; v,
tenemos que OCJA es verdadera en u, y por tanto lo es [JA. En
consecuencia A € w. Por tanto tenemos que {A: [JA € v} cw,y
por consiguiente que VR w.

v) Si B € L, entonces, para toda férmula A, la férmula
O0CJA—A es vdlida en el modelo canénico. Para ver que Ry es
simétrica, supongamos que uR;v. Entonces {A: [JA € u} c v.
Supongamos que no VRju. Sea pues A una férmula tal que [1A €
v pero A ¢ u. Al ser la férmula 0CJA—A vilida en el modelo
canénico, tenemos que OLJA es falsa en u, y por tanto para todo w
€ My, siuRyw, LJA ¢ w. Por tanto, puesto que uRyv, tenemos que
[JA & v, pero esto es absurdo.l

PROPOSICION 5.12 : Las quince légicas normales presentadas .
en el capitulo 4 son candnicas y, por tanto, completas (respecto
a marcos).

Prueba: Por el lema 5.11 el marco canénico de cada una de
ellas es un marco de la 16gica.l

4. Dada una légica consistente L, sabemos que tiene al menos
un modelo, el modelo canénico. La construccién del modelo cané-
nico da lugar pues a un teorema de existencia de modelos. Puesto
que hay-16gicas no canénicas, 16gicas para las cuales el marco de
su modelo canénico no es un marco para las mismas, la construc-
cién del modelo canénico no proporciona un teorema de existen-
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cia de marcos (para cada légica consistente). Dada esta situacién
la pregunta natural es la siguiente: ; Tiene toda l6gica modal con-
sistente un marco? A continuacién vamos a demostrar que toda
légica modal consistente posee un marco. Para ello observemos
que el modelo canénico de una légica o tiene indices (0 puntos)
finales o no los tiene. Razonando segiin se dé uno u otro de_estos
casos llegaremos a la conclusién deseada. Primero consideremos
varios lemas respecto a las férmulas sin letras sentenciales.

LEMA 5.13: Para toda férmula modal A sin letras sentencia-
les y todo marco (M,R)

(MR)|= A si y s6lo si existe una asignacion e
en (M,R) tal que (M\Re) |= A

Prueba: Obvia por induccién.i
LEMA 5.14: Si tenemos un marco sobre el conjunto {0},

({0},R), y una asignacion en el mismo e, y consideramos para
cada letra sentencial p, la formula A tal que

Ajes Lsi e(p) =D,y Apes Tsie(p)={0}

entonces para toda férmula A cuyas letras sentenciales estdn
entre Py s...s Pn

e(A)=e(A(p, /Ay, .- Pn /Ap))-
Prueba: Por induccién.l

LEMA 5.15: Si A es una formula sin letras sentenciales,
entonces para todo modelo sin puntos finales (M,R.e), e(A) = M
oe(A)=0@.

Prueba: Por induccion.d

LEMA 5.16: Si (M,R,) no tiene puntos finales, entonces para
toda formula sin letras sentenciales, A,

(M|R) |= A siysélo si ({0}, {{0O,0)}) |= A
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Prueba: Sean e y e' asignaciones en {M,R) y en ({0}, {{0,0)})
respectivamente. Demostraremos por induccién que, para cada
férmula A sin letras sentenciales, e(A) = M si y sélo si e'(A) = {0)
y que e(A) = @ si y s6lo si e'(A) = @. Evidentemente ocurre para
1. Supongamos que vale para ‘A y B. Entonces, si e(A—B) =M,
e(A) = @ o e(B) = M. Por tanto, por la hipétesis inductiva, tene-
mos que €'(A) = @ o e'(B) = {0}. Por tanto e'(A—B) = {0}. Los
demds casos se demuestran de forma similar. Por otra parte,
supongamos que lo que estamos demostrando vale para A.
Demostremos que vale para [JA. Si e(CJA) = M entonces e(A) =
M, puesto que en caso contrario e((JA) = @ al no haber en el
‘modelo puntos finales. Por tanto e'(A) = {0} y e'("JA) = {0}. Si
e'(CJA) = {0} entonces e'(A) = {0}‘, y por tanto e(A) = M y e((A)
=Ml :

PROPOSICION 5.17: Si L es una légica normal consistente
cuyo modelo canénico tiene puntos finales entonces todo teorema
de L es vdlido en el marco {{0}, D)

Prueba: Sea {M; ,R; ,¢;) el modelo canénico de L. Seau € My,
un punto final del mismo. Consideremos el submodelo generado
Jpor u, que es ({u}, @, e,). Veamos que todo teorema de L es\vili-
do en ({u}, @). Puesto que este Wiltimo marco y el marco ({0)\\(25)
son isomorfos, concluiremos que todo teorema de L es vélido‘en\
({0}, @). Sea e una asignacién cualquiera en el marco {{u}, @).
Sea, para cada letra sentencial p, A, la férmula T, si e(p) = {u}, y
la férmula L, si e(p) = @. En tal caso, si A es un teorema de L
cuyas letras sentenciales estdn entre p,,..., Py, 1a férmula, sin
letras sentenciales, A(po/Ap(;,...,pn/Ap ) es también un teorema de
L. Por tanto es verdadera, en.el modelo canoénico, en u. Por consi-
guiente es vélida en el submodelo generado por u. Por el lema
5.13 tenemos que es vilida en el marco ({u}, @). Por tanto lo es
en el modelo ({u}, @, e). Y por el lema 5.14 1o es la férmula A i

PROPOSICION 5.18: Si L es una légica normal consistente
cuyo modelo candnico no tiene puntos finales, entonces todo teo-
rema de L es vdlido en el marco ({0}, {{0,0)}).

Prueba: Si A es un teorema de L y e es una asignacién en
({0}, {0,0}), sea para cada letra sentencial p, A, la férmula T, si
e(p) = {0}, y la férmula L, si e(p) = @. Supongamos que las letras
sentenciales de A estan entre p,,..., p,. Entonces la férmula
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A(po/Ap, »---» Pu/Ap ) €s un teorema de L, y es vélida en el modelo
canénico.de L. Puesto que no tiene letras sentenciales; es vélida en
el marco del modelo canénico de L. Por el lema 5.16 es vélida en
el marco ({0}, {{0,0)}). Por tanto, por el lema 5.14, A es vilida en
este marco.l

TEOREMA 5.19: Toda légica normal consistente posee un
marco. . : b

Prueba: Por las proposiciones 5.17 y 5.18 tenemos que, para
cada'légica consistente; o el marco ({0},@) es un marco de la 16gi-
ca o lo es el marco siguiente: ({0},{(0,0)}).1

' EJERCICIOS

5.1. Completar la demostracién del lema 5.1.

5.2. Demostrar el lema 5.4. ‘

5.3._ Demostrar que la 16gica KT4 + [1((Ip—q) v LI("gq—p),
conocida con el nombre de S4.3, es canénica. Tener en cuenta el

-ejercicio 4.15. :

5.4. Demostrar que'la 16gica KT4 + 0Clp—[0p, conocida
con el nombre de S4.2, es candnica. Tener en cuenta la proposi-
cién 4.8. '

5.5. Demostrar que para cada légica normal L, en su modelo
canénico ocurre que para cada par de conjuntos de férmulas Z,A €
M, ZR;Asiysélosi (CA:Ae A} CX.

5.6. Demostrar que para cada l6gica normal L, en su modelo
-canénico ocurre que para cada X,A € My y cadan

HDZRM"A siysélosi {A:[I"A e Z} C A

I ZRMA siys6losi {OnA:Ae Ajc .

Demostrar que la 16gica K + [p, llamada Verum, es cané-
nica'y, por tanto, completa. Utilizar el ejercicio 4.3.
5.8. Demostrar que la l6gica K + [Ip<>p, llamada Trivial, es
candnica y, por tanto, completa. Utilizar el ejercicio 4.2.
Demostrar que para toda légica L las férmulas sin letras
sentenciales que son teoremas de L son precisamente las vilidas
en el marco ({0},0). Basta ver que, para toda férmula A sin letras
sentenciales, todo punto final u del modelo canénico, y toda asig-
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nacién e en:el marco {({0},@), A es verdadera, en el modelo cané-.

nico, en u siy sélo si A es verdadera en 0 en el modelo ({0},9.e).
5.10. Demostrar que la 1égica K + [i(Lp—p) es candnica. -
5.11. Demostrar que la 16gica K + 0T—(Clp—p) es canénica.

5.12. Dada una l6gica L, decimos que un conjunto de férmulas, -
modales X es una L-teoria si estd cerrado bajo deducibilidad con'!

regla de necesidad (ver comentario al final del capitulo) en L (si
[JX |-LA, entonces A € X). Dado una L-teoria X, consideremos
todos los conjuntos de férmulas maximales y L-consistentes que
la incluyen, y el modelo (Mj,Ry,ex) definido andlogamente a
como definimos el modelo canénico de L. Demostrar que para’
toda férmula A, A es vélida en este modelo si y, s6lo si A pertene-
ceax, - ! . :
5.13. Demostrar que para toda férmula modal A

i) A es un teorema de K si y sélo si Vx, A* es 16gicamente /'

vilida (en primer orden). A

ii) A es un teorema de L si y sélo si Vx, A* es verdadera en
todo_modelo de L.

5.14/Demostrar que para todo conjunto de férmulas modales
¥ y toda férmula modal A

Y |-k A siysolosiZ |=4 A.

Concluir, usando el ejercicio 3.8 y la notacién allf introducida,
que

0% |-¢ A siysélo siX |=4A.

5.15. Demostrar que, para toda lgica L, todo conjunto de fér-
mulas modales X, y toda férmula modal A '

l) z |_L Asi y s6losi X |=ld(L)_A

ll) 0ox Ij_‘ Asi y solo si 2 |=d(L) A.

5.16. Demostrar que para toda l6gica L y todo conjunto de for-
mulas modales X el conjunto {A: [J X | A} es el menor conjunto
de férmulas modales que incluye a L a £ y esta cerrado bajo
modus ponens y necesidad: si A pertenece al conjunto, [1 A tam-
bién. ‘

COMENTARIO: Los ejercicios 5.14 y 5.15 nos ensefian que la
nocién semdntica correspondiente a la de deducibilidad (con pre-

/
I

i
i
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misas) es la nocién de consecuencia local débil. La nocién de con-
secuencia débil corresponde a la de deducibilidad a partir de con-
juntos de premisas cerrados bajo [ o, lo que es equivalente; a la
nocién de deducibilidad con la regla de necesidad: si de £ es
deducible A, lo es L]A.




CAPITULO 6

LA PROPIEDAD DE LOS MODELOS FINITOS
FILTRADOS

En este capitulo vamos a ocuparnos de dos cuestiones, la cues-
tiéon de la decidibilidad de 16gicas normales y, de nuevo, la cues-
tién de la completitud. Ambas cuestiones las trataremos aqui a tra-
vés del estudio de una propiedad que pueden tener las l16gicas
normales, la propiedad ‘de los modelos finitos. Aquellas 16gicas
que tienen esta propiedad son completas, y si son légicas en un
lenguaje numerable y finitamente axiomatizables son decidibles.
El método estdndar para demostrar que una légica tiene la propie-
dad de los modelos finitos es el método de los filtrados introduci-
do por E. J. Lemmon y por K. Segerberg. Usando este método
podemos demostrar, por ejemplo, que la l6gica GL, que no es
cdnonica, es completa.

1. Una légica normal L tiene la propiedad de los modelos
finitos (p.m.f.) si, para cada férmula A que no es un teorema de L,
existe un modelo finito de L en el que A no es vélida.

Una loglca normal L tiene la propiedad de los marcos finitos
(p.ma.f.) si, para cada férmula A que no es un teorema de L, existe
un L-marco finito en el que A no es vilida.

Debe observarse lo siguiente: Una l6gica normal L tiene la
p-m.f. siy sélo si es el conjunto de todas las férmulas vélidas en
todo modelo finito de L. Y una l6gica normal L tiene la p.ma.f. si
y sélo si estd caracterizada por la clases de L-marcos finitos.

Mais adelante demostraremos que toda l6gica con la propiedad
de los modelos finitos tiene la propiedad de los marcos finitos.

TEOREMA 6.1: Si una légica normal L en un lenguaje nume-.
rable tiene la p.m.f. y es finitamente axiomatizable, entonces es
decidible.

Prueba: Si la 16gica tiene la p.m.f., tiene la p.ma. f, Esta es la

[79]
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propiedad (a demostrar en 6.17) que usaremos para mostrar la
existencia de un algoritmo que permita decidir en un niimero fini-
to de pasos si una férmula A es 0 no un teorema de L.

Dado un modelo finito y una férmula A, es posible decidir en
un ndmero finito de pasos si A es o no vilida en el modelo.

Dada una 16gica L finitamente axiomatizable y un marco fini-
to, podemos en un nimero finito de pasos decidir si el marco es
un marco o no de la légica. La razén de ello la exponemos un
poco mds adelante. Ademds basta considerar marcos cuyo domi-
nio es un segmento inicial de los nimeros naturales, puesto que
todo marco finito es isomorfo a un marco de este tipo, y en dos
marcos isomorfos son vilidas exactamente las mismas férmulas.

Si consideramos un marco finito y una férmula B, puesto que
de una asignacidn s6lo importa lo que asigna a las letras senten-
ciales que ocurren en B, tendremos que hay un nimero finito de
tipos de modelos relevantes a la hora de saber si B es 0 no valida
en el marco. Si (M,R) es tal que la cardinalidad de M es n, y r es el
nimero de letras sentenciales que ocurren en B, entonces hay solo
(2mr tipos de modelos en {M,R) a considerar.

En un conjunto finito M de cardinalidad n, hay 29-7 relaciones
en M posibles. Por tanto hay a lo sumo (27:n) . (27)T tipos de
modelos con dominio M distintos y relevantes para una férmula B
con r letras sentenciales.

Consideremos todos los marcos con dominio un segmento ini-
cial acotado de niimeros naturales, es decir, un conjunto de la
forma {n: n < m}. Puesto que para cada m sélo hay un nimero
finito de marcos con dominio {n : n < m}, el conjunto de todos los
marcos que estamos considerando, es recursivamente enumerable.

Fijemos una enumeracién recursiva de los marcos con domi-
nio un segmento inicial de nimeros naturales acotado y una enu-
meracién recursiva de los teoremas de L, que existe al ser L finita-
mente axiomatizable y en un lenguaje numerable. Dada una
férmula cualquiera- A, si es un teorema de L aparecera en la lista
de teoremas de L. Si no lo es, al tener L la p.ma.f., A no serd vali-
da en un L-marco finito, y por tanto no lo serd en un L-marco fini-
to con dominio un segmento inicial de niimeros naturales acotado.
En tal caso y puesto que para cada marco finito puede decidirse en
un niimero finito de pasos si el marco es o no un L-marco y si A
es o no valida en €l (existe s6lo un niimero finito de tipos de
modelos en el marco relevantes para L y A), si se recorre la lista
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de marcos fijada comprobando si los marcos son o' no L-marcos y
si en ellos es o no vdlida A, llegard un momento en que se sabrd
que A no es vilida en un L-marco finito. Por tanto, dada una fér-
mula A, si recorremos las dos listas yendo y viniendo de la una a
la otra llegard un momento en que sabremos si A s o0 no un teore-
ma de L.

La técnica usual para demostrar que una légica tiene la propie-
dad de los. modelos finitos es la iécnica de los filtrados.

Dado un modelo (M,R,e) y dos indices x,y € M, puede ocurrir
que x e y sean indistinguibles modalmente, es decir, que el con-
junto de férmulas verdaderas en x y.en y sea el mismo. Esta rela-
'ci6n entre indices es una relacién de equivalencia y nos permite
obtener un nuevo modelo en el que son vdlidas exactamente las
mismas férmulas que en el original, y en el que indices distintos
se diferencian también por los conjuntos de férmulas modales ver-
daderas en ellos. Diremos que un modelo (M,R,e) distingue ele-
mentos si para cada x,y € M tales que x # y existe una férmula A
tal que A es verdadera en x y falsa en y. Diremos que dos modelos
son modalmente equivalentes si y sélo si en ellos son validas
exactamente las mismas férmulas. Asi, todo modelo es modal-
mente equivalente a uno que distingue elementos. La prueba de
ello se dard mas adelante.

La idea anterior de identificar dos indices en el caso de que en
ambos sean verdaderas exactamente las mismas férmulas modales
puede generalizarse identificando indices segiin sean o no en ellos
verdaderas las mismas férmulas pertenecientes a un conjunto de
férmulas cerrado bajo subférmulas fijado de antemano. Seamos
més precisos:

Sea (M,R,e) un modelo, y sea £ un conjunto de férmulas
cerrado bajo subférmulas. Definamos en M una relacién de equi-
valencia ~y como sigue:

X~y y siy sélosi para cada
Ae XZ,xe e(A)siysolosiy € e(A).

Consideremos el conjunto cociente M/~y , al que a partir de
ahora nos referiremos con M/Z. Dado x € M, con [x]s nos referi-
remos a la clase de equivalencia de x bajo la relacién ~5 . Si por el
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contexto estd claro de qué conjunto de férmulas se trata, escribire-
mos simplemente [x].
Definamos la asignacién ey mediante:

ex(p) = {[x] : x € e(p)}.
Diremos que una relacién R en M/Z es apropiada si y sélo si:

1) Para cada x,y € M, si xRy, entonces [x]R"[y]
2)SilA € Z, [x]R"[y] y x € e(LUA), entonces y € e(A).

Existe al menos una relacién apropiada en M/Z, la relacién Ry
deflmda por:

[x]R);[y] syssparacada A,sil]JAe Zyxe e(E]A)
(  entonces y € e(A).

Esta relacién estd bien definida: Supongamos que x ~y x', que
y ~zy',y que para cada A tal que LJA € 2y x € e(JA), y € e(A).
Entonces, dada A tal que [JA € £y x' € e(LJA), tenemos que x €
e(lJA), y por tanto que y € e(A). Al estar X cerrado bajo subfér-
mulas, y' € e(A). Ademads, Ry es apropiada puesto que 2) se cum-.,
ple por definicién y 1) se cumple ya que, si xRy, la condicién que
define a [x]Ry[y] se cumple para toda férmula A, tanto si _1A per-
tenece a X como si no.
Otra relacién apropiada en X es la relacién Ry' definida por:

[x]R5'[y] syss existen u e [xJ y v € [y] tales que uRv.

Estd claro que su definicién no depende de los representantes ele-
gidos. Ademds es inmediato que cumple la condicién 1). Por otro
lado, siCJA € %, [Xx] Rs' [yl y x € e(L]A), seanu € [x] y v € [y]
tales que uRv. Entonces tenemos que u € e(CA),y por tanto v €
e(A). Por consiguiente y € e(A). Podemos concluir pues que Ry'
cumple la condicién 2).

La relacién Ry es la mayor relacion apropiada en M/Z, y la
relacién Ry' es la menor. Es decir, para cada relacién S apropiada
en M/Z tenemos que Ry' € S < Ry. La prueba de ello se deja como
ejercicio para el lector.
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El siguiente modelo nos muestra que la mayor relacién apro-
piada y la menor no tienen por qué coincidir:

2

plvl— . 3p

Si consideramos el conjunto de férmulas X = {p, [Ip}, el conjunto
M/Z es {{1,2}, {3}, {4}}. Y en la menor relacién apropiada la
clase [3] no estd relacionada consigo misma, pero en la mayor si.

‘Diremos que un modelo (M/Z, R", es) es un filtrado de
(M,R.e) a través de T si R".es una relaci6én apropiada en M/X. Un
modelo puede tener mds de un filtrado a través de un mismo con-
junto de férmulas, como se sigue del ejemplo anterior.

TEOREMA 6.2: Si X es un conjunto de formulas cerrado bajo
subférmulas, y (M/Z, R, es) es un filtrado de (M,R e) a través
de X, entonces para toda formula A e X

ex (A) = {[x]: x € e(A)}.

Prueba: Por induccién. Para las letras sentenciales estd claro,
asf como lo esté para la férmula L. El caso de férmulas condicio-
nales es de facil comprobacion si lo que debe demostrarse vale
para antecedente y consecuente. Para demostrarlo para el caso.de
férmulas de tipo [JA, supongamos que lo que debemos probar
vale para A. Si x € e((JA) y [JA € X, entonces paracaday € M
tal que [x] R [y], y € e(A), y por tanto por la hipétesis inductiva
tenemos que [y] € ex(A). Por consiguiente [x] € e(CIA). Por otro
lado, si [x] € eg(LJA) y LA € X y xRy, entonces [x]R"[y]. Por
tanto [y] € es(A). Por consiguiente resulta que y € e(A). Y por
tanto x es elemento de e((JA).l

PROPOSICION 6.3: Si X es un conjunto finito de férmulas
cerrado bajo subférmulas, entonces todo filtrado a través de X
de un modelo cualquiera es un modelo finito.;
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Prueba: Supongamos que Z es finito y de cardinalidad n.’
Entonces mediante férmiulas pertenecientes a  solo es posible
distinguir 2" tipos distintos de indices. La relacion de equivalencia
~y da lugar a lo sumo a 2" clases de equivalencia distintas. Por
tanto todo filtrado a través de X de todo modelo es finito.l

TEOREMA 6.4: Si A no es un teorema de la légica K, entonces
A no es vdlida en un filtrado del modelo canénico de K a través
del conjunto de subférmulas de A.

Prueba: Si A no es teorema de K, sea u € Mg (el dominio
del modelo candnico de K) tal que A es falsa en -u. Entonces, en
todo filtrado del modelo canémco a través de Sub(A), A serd
falsa en.[u].l

COROLARIO 6.5: K tiene la propiedad de los modelos finitos y,
al ser finitamente axiomatizable, es decidible.

Prueba: Por 6.4, 6.3, 6.1 y-el hecho de que todo-marco es un
K-marco.l

TEOREMA 6.6: Si L es una légica normal tal que para cada
conjunto finito de formulas cerrado bajo subformulas X existe un
filtrado del modelo candnico a través de T que es modelo de L,
entonces L tiene la p.m.f.

Prueba: Supongamos el antecedente del teorema. Si A no es
teorema de L, entonces A es falsa en algiin indice u del modelo
canénico de L. Consideremos el conjunto de las subférmulas de
A, Sub(A). Entonces por la suposicién existe un filtrado del
modelo canénico de L a través de Sub(A) que es modelo de L. En
tal filtrado A serd falsa en [u]. Ademads el filtrado es finito puesto
que Sub(A) es finito. Asi, toda férmula que no es teorema de L no
es vélida en algin modelo ﬁmto de L.

Un modo de demostrar que una légica normal L posee la
p.m.f. consiste en obtener para cada conjunto finito de férmulas
cerrado bajo subférmulas un filtrado a través del mismo del mode-
lo canénico de la légica cuyo marco sea un marco de la-ldgica (o
L-marco). Esta es la técnica que emplearemos para demostrar que
algunas de las quince légicas normales que consideramos en el
capitulo 4 tienen la p.m.f. Para ello demostraremos las siguientes
proposiciones: o
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PROPOSICION 6.7: Todo filtrado de: todo modelo reflexivo es
reflexivo.

Prueba: Si en (M,R,e) R es reflexiva, y £ es un conjunto de
férmulas cerrado bajo subférmulas, entonces para cualquier filtra-
do, si:R" es la relacién del mismo, para.cada x € M, [x]R“[x] (pues
xRx) I ‘

- PROPOSICION 6.8: Todo filtrado de un modelo serial es serial.
Prueba: Si (M,R,e) es serial, entonces, puesto que para cada x
€ Mexiste un'y € M tal que xRy, tenemos que para todo filtrado a
través de algiin conjunto de férmulas, si R” es la relacién del
mismo, ocurre que para cada [x] exi§te [y] tal que [x]R"[y].l

PROPOSICION 6.9: Para todo modelo transitivo y todo conjun-
to T de formulas cerrado bajo subformulas, existe'un filtrado
transitivo del modelo a través de X.

" Prueba: Dado el modelo (M,R,e) y el conjunto %, definamos
en M/Z R mediante:

[x]R"[y] syss paracada A, si[JA € Ly x e e(dA)

entoncés yE e(A) yye e(lA).-

Estd claro por el argumento usual que la definicién de R’ es
independiente de los representantes elegidos. Es ficil comprobar
que es transitiva. Ademds es apropiada. La condicién 2) se sigue
inmediatamente de la definicién. Por otro lado, si xRy,[JA e Xy
x € e(lJA), entonces y € e(A). Y, puesto que R es transitiva, en
(M,R,e) es vilida la férmula (LJA—[JJA (ver Prop. 4.1 y Prop.
3.6). Por tanto x € e((J[JA), con lo que tenemos que y pertenece a
e(A). Asi, [x] R" [y]. Por tanto vale la condicién 1), y R es apro-
piada.l

PROPOSICION 6.10: Para todo modelo simétrico, y todo con-
Junto X de formulas cerrado bajo subférmulas, existe un filtrado
simétrico del modelo a través de Z.

Prueba: Dado un modelo (M;R,e), y un conjunto de formulas
% cerrado bajo subférmulas, definamos en M/X la relacién R’
mediante: . '
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[x]R"[y] syss para cada A tal que (JA € X, six € e(UA)
entonces y € e(A), y siy € e(]A) entonces x € e(A).

Por el tipo usual de argumento es facil ver que la definicién no
depende de los representantes elegidos. Se sigue inmediatamente
de la definicién que la relacién es simétrica. Para ver que es apro-
piada tenemos que la condicién 2) es una consecuencia inmediata
de la definicién. Por otra parte, si xRy entonces, siLJA€ Zyx €
e(LA), y € e(A). Puesto que R es simétrica, yRx. Por tanto, siy €
e(lA), x € e(A). Por consiguiente [x]R"[y]. Por tanto vale la con-
dicién 1).1

PROPOSICION 6.11: Para todo modelo transitivo y simétrico, y
todo conjunto X de formulas cerrado bajo subférmulas, existe
un filtrado transitivo y simétrico del modelo a través de .

Prueba: Combinando las definiciones de R’ de las pruebas de
las dos proposiciones anteriores. La prueba se deja como
ejercicio.l

Las proposiciones 6.7 a 6.11 nos permiten concluir, usando la
proposicién 6.6, que las 16gicas KD, KB, K4, KB4, KBD, K4D,
KT, KTB, KT4, y KTB4, que es la KTE, tienen la p.m.f. y por
tanto, al ser finitamente axiomatizables, que son decidibles.

PROPOSICION 6.12: Para todo modelo transitivo y euclideo y
todo conjunto % de formulas cerrado bajo subférmulas, existe
un filtrado transitivo y euclideo a través de X.

Prueba: Dado un modelo {M,R,e) y un conjunto de formulas
cerrado bajo subférmulas, definamos R" en M/Z por:

[x] R" [y] siy sélo si para cada A tal que (1A € X
ocurre-que, si x € e((JA), entonces y € e(A) y y € e(C1A),
y siy € e(CJA) entonces x € e(A).

La definicioén es independiente de los representantes elegidos, lo |
cual puede demostrarse por el tipo de argumentacién usual. R" es
transitiva puesto que, si [x]R"[y] y [y]R"[z], entonces si [ ]A e Xy
x € e(JA) tenemos que y pertenece a e(LJA) y por tanto que z €
e(A) yze e(A). Y,si[JA € £y ze e(lJA), entonces y €
e(LJA), y por tanto x € e(lJA). Por tanto [x]R[z]. Por otro lado,
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.R" es euclidea, puesto que, si [x] R’ [y] y [x] R’ [z], entonces si

JAeX y ye e(lJA), xe e((JA). Y por tanto z € e(ClA) y z €
e(A). Y, siCJA € Xy z e e(]A), entonces X € e(CJA). Y por tanto
y € e(LJA). Asi, [yl R [z].

Finalmente, R" es apropiada. Vedmoslo: si xRy, entonces, al
ser R euclidea, yRy. Y dada A tal que JA € Ty x € e(JA), x €
e(C1CJA) (pues al ser R transitiva la formula [JA—-CIA es vilida
en el modelo), y por tanto y € e((JA) y y € -e(A). Ademds, siy €
e((JA) y x ¢ e([dA), x € e(0 —A). Pero en tal caso x € e((CI0 —A)
(pues R es euclidea y por tanto la férmula ¢ - A—[10 — A es véli-
da en el modelo). Por tanto resulta que y € e(¢ —A), es decir, que
y € e (=[JA), pero esto es absurdo. Obtenemos que si y € e(C1A)
entonces x € e((JA). Concluimos pues que, si xRy, entonces [x]
R’ [y]. De la definicién de R se sigue claramente.-que se cumple la
condicién 2) de la definicién de relacién apropiada.l

La proposicidn anterior, junto con la 6.8, nos permite concluir,
usando la proposicién 6.6, que las l6gicas KE4 y KE4D tienen la
propiedad de los modelos finitos, y al ser finitamente axiomatiza-
bles, que son decidibles. :

La légica KE es decidible asi como la KDE. Ahora bien, para
el caso de modelos con la relacién euclidea no es cierto que para
cada conjunto de férmulas finito y cerrado bajo subférmulas exis-
ta un filtrado euclideo a través del mismo. El enunciado corres-
pondiente vale también para modelos con la relacién euclidea y
serial. Veamos un ejemplo. Consideremos el modelo de diagrama:

[ 3
¥\ )
P

—Pp

y el conjunto X = {p, LIp}. Entonces e((p) = {0,1,2} y e(~[lp)
= {3,4}. Por tanto M/X = {{0,2}, {1}, {3}, {4}). Observemos
que R es euclidea. Sea R" 1a menor relacién apropiada. Tlene por
diagrama
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L)
{1} p,Op
-p,p {0,2}

o —‘DP {'5} > {2\} -p, —|Dp

y no es euclidea. Si relacionamos aquellos elementos de M/X
estrictamente necesarios para convertir a R" en euclidea, debemos
relacionar en ambos sentidos a {1} con {3} y-con {4}, pero enton-
ces, puesto que [Ip es verdadero en 1, para que la nueva relacién
fuese apropiada p deberia ser verdadera en 4, pero en 4 es falsa.
Asf pues, no existe ninguna relacién apropiada euclidea que pro-
porcione un filtrado del modelo a través de {p, Llp}.

La argumentacién para demostrar que KE y KED son decidi-
bles pasa por considerar, dada una férmula A que no sea un teore-
ma de la l6gica, un filtrado de ciertas caracteristicas a través de un
conjunto infinito de férmulas que incluye a Sub(A), filtrado que
resulta ser finito. Para demostrarlo hay que estudiar las modalida-
des de las logicas KE y KED, y esto nos ocuparia demasiado espa-
cio. En los ejercicios se dan las indicaciones necesarias para que
lo demuestre el lector interesado.

2. En este apartado veremos que toda légica con la propiédad
dé los modelos finitos tiene la propiedad de los marcos finitos. Y
estudiaremnos basicamente esta segunda propiedad.

PROPOSICION 6.13: Si L es una légica normal con la p.ma.f.,
entonces L es completa.

Prueba: Si L tiene la p.ma.f., estd caracterizada por la clase de
L-marcos finitos, y por tanto, puesto que toda légica caracterizada
por una clase de marcos es completa, es completa.l

El anterior resultado nos permitird, una vez que sepamos que
la 16gica GL tiene la p.ma.f., concluir que es completa. Antes
demostraremos que toda ldgica con la p.m.f. tiene la p:ma.f. Para
ello debemos obtener primero glgunos resultados interesantes por
s mismos.
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PROPOSICION 6.14: Para cada modelo (M,R,e), existe un
modelo modalmente equivalente de menor o igual cardinalidad y
que distingue elementos, a saber. cualquier filtrado a través del
conjunto de todas las formulas.

Prueba: Consideremos cualquier flltrado (M/Z, R, ey) del
modelo a través del conjunto de todas las férmulas al que llama-
mos Z. Tal filtrado distingue elementos puesto que clases de equi-
valencia distintas estdn determinadas por indices en los que no son
verdaderas las mismas férmulas. Por otra parte, si-una férmula A
es vélida en el modelo inicial, es verdadera en:todo indice, y por
tanto es verdadera, por el teorema 6.2, en todd indice del filtrado.
E, inversamente, toda férmula valida en el filtrado debe serlo en el
modelo. Asi, el filtrado y el modelo inicial son modalmente equi-
valentes. Y, obviamente, la cardinalidad del filtrado es menor o
igual que la del modelo original .l -

Decimos que un modelo (M,R.e) caracteriza su relacion si y
s6lo si para cada u,v € M ocurre que:

uRv si y sélo si para toda A, si u € e((JA) entonces v € e(A).

PROPOSICION 6.15: Para cada modelo existe un modelo
modalmente equivalente que distingue elementos y caracteriza su
relacion.

Prueba: Dado un modelo (M,R,e) , el filtrado del mismo a tra-
vés del conjunto ¥ de todas las férmulas con relacion R’ definigia
por

[x]R[y] syss para cada A, si x € e(L]A) entonces y € e(A)

distingue elementos (prop. 6.14) y de la definicién se sigue, al ser
un filtrado a través del conjunto de todas las:-férmulas, que carac-
teriza su relacion.l -

Los modelos candnicos son modelos que distinguen elementos
y caracterizan su relacion.

LEMA 6.16: Si (M,R.e) es un modelo finito que distingue ele-
mentos entonces para cada u.-€ M existe una férmula A tal que
e(A) = {u}.

o
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Prueba; Consideremos una enumeracion uy,..., u, de los ele-
mentos de M. Para cada i, j tales que i, j € {1, n} yi#j,sea A
una férmula tal que u;'e e(Ay) y u; & e(Ay), que existe puesto que
el modelo distingue elementos. Sea paracadaie {1,.,n} A; la
férmula T. Entonces

U € e(AjA ... AA;)siysSlosik =1,
por tanto e(Aj A ... A A; ) = {u; 1l

PROPOSICION 6.17: Si L es una légica normal y (M,R.e) es un
modelo finito de L que distingue elementos, entonces (M,R) es
un L-marco.

Prueba: Dado un modelo finito de L, (M,R,e), que distingue
elementos, para ver que su marco es un L-marco supongamos que
no lo es. Consideremos entonces una asignacion e; en (M,R), una
férmula A teorema de L y un indice u € M tales que u ¢ ¢;(A).
Puesto que {M,R,e) distingue elementos, para cada elemento v de
M, sea B, una férmula tal que e(B,) = {v} (existe por el lema
6.16). Supongamos que el lenguaje de nuestra logica es numera-
ble. Para el caso no numerable podemos razonar de modo pareci-
do. Consideremos para cada nimero natural n el conjunto e;(p,)
que es finito. Pongamos

&) = (U7, .., ul

si no es vacio. Definamos para cada férmula C una férmula C*
mediante: C* es C(py/pPo*, .--» Pm/Pm™)» donde m es tal que las
letras sentenciales que ocurren en C estdn entre las m+1 primeras
y para cada nimero natural n p,* es Bunv...v Bup si el(pn) no €s
vacio , y es L si es vacio. Por induccién puede verse sin dificultad
que para cada férmula C, ¢,(C) = e (C*), teniendo en cuenta que
para el caso de las letras sentenciales ocurre que para cada p,, si
e;(py) es vacio, lo es e(p,*), al ser en tal caso p,* L, y si no es
vacio entonces:

X € ei(py) syssx=u"o,..,0x =y
SysS X € C(Bun) 0,...,0x € e(B, n)
SySS X € e(Bun v .V Byn)

SYss X € e(pn*) "
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Por tanto, puesto que u € e;(A); tenemos que u ¢ .e(A*). Ahora
bien, al ser A un teorema de L, A* es un teorema de L (toda 16gica
estd cerrada bajo sustitucién). Por tanto (M,R,e) no es un modelo
de L, en contra del supuesto. Por tanto (M,R) es un L-marco.l

TEOREMA 6.18: Una légica normal L tiene la propiedad de
los modelos finitos si y solo si tiene la de los marcos finitos.

Prueba: Una direccion del bicondicional es obvia. Para
demostrar la otra supongamos que L tiene la p.m.f.-Supongamos
que A no es un teorema de L. Sea (M,R,e) un modelo finito de L
en el que A no es vilida. Sea (M',R',e") un modelo finito modal-
mente equivalente que distingue elementos, que existe por la pro-
posicién 6.14. Entonces A no es vilida'en (M',R',¢').. Por Ia propo-
sicién 6.17 (M',R") es un L-marco. Por tanto A no es vilida en un
L-marco finito. Asf, L tiene la p.ma.f.i

EJERCICIOS

6.1. Demostrar que las relaciones definidas en la pagina 82,
Rs y Ry', son respectivamernte 1la mayor y la menor relacién apro-
piada.

6.2. Demostrar-la proposicién 6.11.

6.3. Demostrar que el modelo canénico de una légica distin-
gue elementos y caracteriza su relacién.

6.4. Demostrar que la 16gica de la clase de marcos {{M,R): R
=M _x-M] tiene la p.ma.f.

(6.5} Dado un conjunto de férmulas modales I, la clausura
booleana de T es el menor conjunto de férmulas modales que
incluye a T, contiene L, y tiene la propiedad siguiente: si A,B e I"
entonces (A—B) € I'. Demostrar que, si I" estd cerrado bajo sub-
féormulas, lo estd su clausura booleana. Demostrar ademas que, si
(M/T’, R#, er) es un filtrado a través de T’ de un modelo (M,R,e),
entonces para toda férmula modal A elemento de la clausura boo-
leana de I' y todo indice u € M,

(M/T, R", er ) |_—[u—)A siy sélosi (M,R,e) |=;(ua A.

6.6. Decimos que un conjunto de férmulas modales I' es
légicamente finito respecto a un modelo (M,R,e) si y s6lo si exis-
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te A < I' finito tal que para cada férmula A € I existe una férmu-
la B € A verdadera, en el modelo, en exactamente ‘los mismos
indices que la férmula A. Demostrar que, si I" estd cerrado bajo
subférmulas y es 16gicamente finito respecto a (M,R,e), entonces
todo filtrado de (M,R,e) a través de I es finito.

>§7 Dado un conjunto de férmulas modales I', su clausura
modal es el menor conjunto A que incluye a I' y verifica que:

si A € A, entonces — A, 0A, y C]A pertenecen aA.

Una modalidad es una sucesién finita de signos pertenecientes
al conjunto {—, OJ}. En una légica pueden existir modalidades
distintas equivalentes. Por ejemplo, puede ocurrir que para toda
férmula A, CJCJA<JA es un teorema. En tal caso decimos que
las modalidades L] y [J son equivalentes en la lgica. En la 16gi-
ca KE hay un niimero finito de modalidades no equivalentes.
Usando este hecho, demostrar que, si I" es un conjunto de férmu-
las modales cerrado bajo subférmulas, entonces su clausura modal
estd cerrada bajo subférmulas y es légicamente finita respecto a
todo modelo euclideo.

6.8. Un conjunto de férmulas modales estd modalmente
cerrado si él es su propia clausura modal. Demostrar que para
todo conjunto de férmulas modalmente cerrado I' y todo modelo
euclideo (M,R,e), el mayor filtrado de (M,R,e) a través de I es
euchdeo Concluir que la 16gica KE tiene la p.ma.f.

{4 6.9) No existe ninguna l6gica modal normal cuyos marcos
sea%premsamente aquellos en los que es verdadera la sentencia de
primer orden siguiente: Vx Jy (Rxy A Ryy). Demostrarlo por
reduccién al-absurdo completando el siguiente argumento: si exis-
tiese una tal légica, digamos L, entonces, puesto que en el marco
(N, <), donde N es el conjunto de los nimeros naturales y < el
orden usual, es falsa la sentencia en cuestion, algiin teorema de
L, A, no seria valido en dicho marco. Pero existe un filtrado de
(N, <) en el que es verdadera la sentencia Vx dy (Rxy A Ryy ) y
no es valida A.




CAPITULO 7
ALGUNOS EJEMPLOS DE LOGICAS

En los capitulos anteriores hemos estudiado varias propieda-
des que pueden tener las l6gicas. Estas propiedades son las
siguientes: propiedad de los modelos finitos, propiedad de los
marcos finitos, completitud, canonicidad, axiomatizabilidad finita,
decidibilidad, y definibilidad en primér orden de su clase de mar-
cos. Hemos demostrado que una légica tiene la propiedad de los
modelos finitos si y sélo si tiene la propiedad de los marcos fini-
tos, con lo que podemos olvidarnos de la propiedad de los mode-
- los finitos a la hora de estudiar posibles implicaciones entre las
propiedades mencionadas. Hemos demostrado también las
siguientes implicaciones: Toda l6gica candénica es completa, y
toda 16gica con la propiedad de los marcos finitos es completa. Si
consideramos las propiedades anteriores excepto la decidibilidad,
las dos implicaciones demostradas son las tnicas que se dan entre
propiedades aisladas. En este capitulo vamos a estudiar las propie-
dades de varias 16gicas, 16gicas que servirdn de contraejemplos
para todas las otras posibles implicaciones.

" LA LOGICA GL

La légica GL es la l6gica K+GL, donde, recordemos, GL es
la férmula :

OCp—p)-Llp.

PROPOSICION 7.1: |-, Op—[Cp.

Prueba: |-G p—=>((Op A OOp)—(p A £Ip)), al ser esta fér-
mula una instancia de sustitucién de una tautologia. Por tanto,
por la regla de necesidad, el axioma distributivo y 16gica senten-
cial, -G [p—>C((Cp A UTp)—(p A Op)). Por el axioma GL,

[93]
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légica sentencial, y sustitucién I~y Llp—(Jp A OOp). Por tanto
I~gL Up—U0Cp.d

La légica GL es completa y decidible pero no es canénica. La
completltud se demuestra demostrando que tiene la p.ma.f,, de lo
que se sigue también, puesto que es finitamente axiomatizable,
que es decidible. Para llegar a demostrar-que GL tiene la p.ma.f.
necesitarmos antes un par de lemas sobre filtrados.

LEMA 7.2: Para todo modelo (M,R.e), todo conjunto finito de
férmulas cerrado bajo subférmulas, Z, y todo filtrado (M/Z, R*,
ey) del modelo a través de I, ocurre que para cada [u] € M/Z
existe una formula A tal que para todo v € M:

M,R,e) |=, A siysdlosi ve [ul.

Prueba: Dada [u] € M/Z, sean, Ay,..., A, las férmulas de
verdaderas en u, si existe alguna. Y sean By,..., B, las férmulas de
2 falsas en u, si existe alguna. Entonces la formula A| A ... A Aj A
—B; A ... A =B, es la férmula buscada.l

LEMA 7.3: Dados un modelo (M,R,e), un conjunto finito de
formulas cerrado bajo subférmulas, X, y un filtrado (M/Z, R*, es)
del modelo a través de X, entonces para todo conjunto X S M/Z
existe una formula A tal que para todo u € M:

(MRe) |=, A siysolosi [u]e X.

Prueba: Al ser M/Z finito, X es finito. SiX =0, A es L. Si X #
@, supongamos que X = {[u],..., [u,]}. Sea paracadaie {I,.., n},
A; una férmula tal que para cada v € M, es verdadera en v si y sélo
si v € [u;]. Tales férmulas existen en virtud del lema anterior.
Entonces AV ... v A, es la férmula buscada.l

LEMA 7.4: Si una férmula A es GL-consistente, lo es la for-
mula (A A J=A).

Prueba: Si (A A 0= A) no es GL-consistente, l-g. — (A A
U= A). Por tanto resulta que I—GL [J= A—— A. Por tanto l—g.
OO+ A——A). En virtud del axioma GL y modus ponens, tene-
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mos que !—g;, LJ— A. Por tanto, por.modus ponens, tenemos que
l-gL — A, y asi A no es GL-consistente.l

Queremos demostrar que GL tiene la propiedad de los mode-
los finitos. Para hacerlo la técnica habitual consistente en construir
filtrados del modelo canénico mediante conjuntos finitos de for-
mulas no nos da necesariamente modelos cuyos marcos sean GL-
marcos. Puesto que los GL-marcos son transitivos, consideremos
filtrados transitivos. La tnica posibilidad de que el marco de un
modelo finito obtenido como filtrado transitivo del modelo cané-
nico de GL no sea un GL-marco es que en él existan elementos
relacionados consigo mismos o existan bucles, es decir, cadenas
del tipo a,RaR ..... Ra,Ra,. Debe observarse que, al ser la rela-
cién transitiva, en una cadena de este tipo todos los componentes
estdn relacionados entre si de todos los modos posibles. A estos
conjuntos de objetos que estdn todos relacionados entre si de
todos los modos posibles los podemos llamar aglomeraciones.
Para cada filtrado transitivo del modelo canénico de GL a través
de un conjunto finito de férmulas X, construiremos un modelo
transitivo e irreflexivo —asi en €l no existirdn aglomeraciones del
tipo sefialado— equivalente al original en'lo que respecta a las
férmulas de X. Para construir tal modelo reemplazaremos cada
aglomeracién por un orden total estricto de sus componentes. Esto
es lo que hacemos en la prueba de la proposicién 7.6.

Refiramonos al modelo canénico de la légica GL con (MG,
RG, eG). La razén de utilizar superindices en lugar de subindices
obedece a la necesidad de utilizar al hablar de filtrados ambos
tipos de indice.

LEMA 7.5: Para todo filtrado (MG/E, R*, €$) del modelo.
canonico de GL a través de un conjunto finito de formulas cerra-
do bajo subférmulas %, y cada conjunto X < MG/Z distinto del
- vacio existe u e MO tal que [u] € X y para cada v € MO tal
que uRGv, [v] g X.

Prueba: Sea A una férmula tal que para cada u € MG, A ‘es
verdadera en u si y sélo si [u] € X. Puesto que X no es vacio, A es
‘GL-consistente. Por tanto, por el lema anterior, (A A [ 1= A) es
GL-consistente. Sea pues v € MO tal que en v es verdadera la tlti-
ma formula. En tal caso A es verdadera en v, con lo cual tenemos
que [v] € X. Ademds, L] A es verdadera en v y, por tanto, para

A
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todo w € MG tal que vROw, A es falsa en w. Por consiguiente [w]
g X )

LEMA 7.6: Para todo filtrado transitivo (MS/Z, R*, ¢ §) del
modelo candnico de GL a través de un conjunto finito de formu-
las T cerrado bajo subférmulas, existe una relacion R** o R*
irreflexiva y transitiva tal que para cada férmula B € Xy cada
ue MG:

(¥) (MO/E, R¥*, &5 ) |=1y) B si y s6lo si (MO/Z, R¥, €3} |=,B.

Prueba: Definamos en MG/E una relacién de equivalencia =
mediante:

[u] = [v] syss [u] = [v] o ([u] R* [v] y [v] R* [u]).

Esta relacién es de equivalencia al ser R* transitiva. Las clases de
equivalencia por esta relacién son aglomeraciones de las que
habldbamos antes, y ademds son las aglomeraciones maximales
respecto a la inclusién. Elijamos, para cada elemento X del con-
junto cociente (MG/Z)/=, una relacién Rx € R* N (X x X) que sea
un orden total estricto de X. Consideremos la relacién

R'=U {Rx: X € MG/3)/=},
y definamos la relacién R** en MG/Z mediante:

[u] R** [v] syss ([u] = [v] y [u] R’ [v])
0 ([u] # [v]y [u] R* [v]).

Entonces R** es irreflexiva, transitiva y estd incluida en R*.,

Veamos ahora que se cumple la condicién 1). Lo probaremos
por induccidn. Para el caso de las letras sentenciales y de la fér-
mula L es inmediato. Si vale para férmulas A y B es facil ver que
vale para (A—B). Demostremos el caso interesante. Supongamos
que (*) vale para B. Supongamos que [ |B € Z, entonces B € X.
Supongamos ademds que

MG/, R*, e¢) =, OIB.
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En tal caso si [u]R**[v], [u]R*[v], y por tanto (MG/Z, R¥, e%)
|—[,6 B, con lo que por la hipétesis inductiva obtenemos que
(MG/Z, R**, e§) |=) B. Por tanto tenemos que (MG/Z, R¥*, e$)
=y LIB.

[ ]Por otra parte supongamos que (MG/Z, R**, eGg) |=,; OB, y
que (MG/Z, R*, e§) [#n) [IB. En tal caso, por el teorema de los
filtrados, la férmula CJB es falsa, en el modelo canénico, en u.
Consideremos el conjunto

X = {[v]: [u] = [v]},

y un elemento z € MO tal que [z] € X pero para cada y € MO tal
que zRGy [y] ¢ X, que existe en virtud del lema anterior.
Entonces, en el modelo candnico, [IB es falsa en z. La razén es la
siguiente: si [u] = [z], lo obtenemos por el teorema de los filtra-
dos, y si [u] # [z], entonces [u]R*[z] y [z]R*[u], y por tanto, en el

caso de que [IB fuese verdadera en el modelo candnico en z, en el .

filtrado lo seria en [z], y puesto que el filtrado es transitivo (][ B
serfa verdadera en [z]; entonces [IB seria verdadera, en el filtrado,
en [u], en contra de la suposicién. Puesto que en el modelo cané-
nico [JB es falsa en z, existe w € MG tal que zZRGw y B es falsa,
en el modelo canénico, en w . Por tanto, en el filtrado, B es falsa
en [w]. Ahora bien, puesto que zRGw, tenemos que [w] ¢ X, y asi
[w] # [u], y ademds [z]R*[w]. Por tante,si [z] = [u], [u]R*[w], y
si [u]R*[z] y [z]R*[u], al ser R* transitiva, también tenemos$ que
[u]R*[w]. Pero como [w] # [u], tenemos que [u] R**[w]. Por la
hipétesis inductiva tenemos, al ser B falsa, en el modelo canénico,
en w, que (MO/Z, R**, e§) |#, B, y por tanto que (MG/Z, R**,
€3 ) %) B, en contra de la‘suposicién.

TEOREMA 7.7: La légica GL tiene la propiedad de los marcos
finitos.

Prueba: Supongamos que A no es un teorema de GL.
Consideremos el conjunto X de todas las subférmulas de A.
Consideremos un filtrado transitivo a través de X del modelo
canénico de GL, (MG/Z, R*, e$ ). Puesto que A no es vélida en el
modelo candnico (no es teorema de GL), A no serd vilida en este
filtrado. Por el lema anterior existe una relacién R** irreflexiva y
transitiva incluida en R* y para la que se cumple la condicién (*)
anterior. Por tanto A no es valida en (MG/Z, R**, e$). Ahora
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bien, al ser finito el dominio de este modelo, R** es inversamente
bien fundada. Por.tanto su marco es un GL-marco. Y, asi, A no es
vilida en un GL-marco finito.l

COROLARIO 7.8: La légica GL es completa y decidible.

Vamos a demostrar ahora que la 16gica GL no es canénica.

Una légica normal L tiene la propiedad de la disyuncidn
si para cada n ocurre que si A,,..., A, son férmulas tales que
|-, A,V ... v JA, entonces ex1ste algun i <ntal que - A;.

Un marco (M R) estd fuertemente generado si existe u € M tal
que para todo v € M uRv.

LEMA 7.9: El marco candnico de toda légica consistente L
con la propiedad de la disyuncién estd fuertemente generado.

Prueba: Consideremos el conjunto {—[JA : A no es teore-
ma de L}. Este conjunto es L-consistente. En caso contrario
existirian férmulas A,,..., A, que no son teoremas de L y tales
que b (=HAG A .o A ——EIAn) — L. Entonces |- LJA v...v[A,.
Al tener L la propledad de la disyuncién, para algiin i S nl— A,y
esto es absurdo. Consideremos un conjunto maximal y L-consis-
tente £ que incluya el conjunto {—[JA: A ¢ L}. Entonces para
cada férmula A, si (JA € T, A es un teorema de L. Asi, puesto
que L estd incluida en todo conjunto maximal L consistente, el
conjunto {A: [JA € X} estd incluido en todo con]unto maximal L-
consistente, y por tanto X estd relacionadoi en el modelo canénico,
con todos los elementos del dominio de éste.l

PROPOSICION 7.10: La légica GL tiene la propiedad de la dis-
yuncion.

Prueba: Supongamos que I—g; [JA, v...v [JA,. Supongamos
que para todo i < n A; no es un teorema de GL. Al ser GL com-
pleta tenemos que en tal caso para cada i < n existe un modelo
(M;,R;,e;) cuyo marco es un GL-marco, y un indice u; € M; en el
que es falsa A;. Podemos suponer que los dominios M; de los mar-
cos son disjuntos dos a dos. Tomemos un objeto a tal que para
cadai<na¢ M;. Consideremos el modelo (M,R.e) en el que:

M=U; < ,M; L {a)
R= UiSnRiU {(a,u)_ ue UiSnMi}
e(p) = U; < v&i(p)-
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Al ser los conjuntos M,; disjuntos entre si, R es transitiva e inversa-
mente bien fundada. El submodelo de (M,R,e) generado por y; es
precisamente el submodelo de (M;,R;,e;) generado por u;. Por tanto
en €l A, es falsa en u;, con lo cual resulta que en (M,R,e) A; es
falsa en u;. Puesto que aRu;, en a es falsa [1A;. Por tanto en
(M,R,e) la férmula [JA, v ... v [JA, es falsa en a. Pero esto es
absurdo ya que (M,R) es un GL-marco.l

COROLARIO 7.11: La légica GL no es canénica.

Prueba: La l6gica GL tiene la propiedad de la disyuncién. Por
tanto su marco canénico estd fuertemente generado y, por consi-
guiente, la relacién del mismo no es %nversamente bien fundada.l

LA LOGICA KH
La l6gica KH es la l6gica K + H donde H es el axioma
D@pe>p)—-Lp.

Esta l6gica estd emparentada con la GL. La 16gica KH es una
l16gica incompleta y GL es la menor l6gica completa que incluye a
la 16gica KH. Para demostrarlo probaremos primero que KH C
GL, luego que la férmula [Jp—[1Ip no es un teorema de KH vy,
por tltimo, que los KH-marcos son precisamente los GL-marcos.

PrOPOSICION 7.12: KH =.GL.

" Prueba: El axioma H es un teorema de GL, pues |-,
Upep)—(Tp—p), y por tanto |-G, D(E]p(—)p)——)[l([lp—-)p) Por
consiguiente g, D(E]p(—)p)——)[lp !

Para demostrar que la férmula [Jp—[JUlp no es un teorema de
KH, obtendremos un'modelo de KH en el que no es vilida la for-
mula Cp—E1Cp. De ello se sigue que la férmula Cp—[CICp no es
un teorema de KH ya que todas las 16gicas son completas respecto
a modelos. Puesto que KH y GL tienen los mismos marcos, el
marco del modelo no sera un KH-marco. La prueba que damos se
debe a M. J. Creswell (Creswell [1987]). Pasemos a definir el
modelo.

Consideremos el conjunto N de los nimeros naturales, y un
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conjunto de la misma cardinalidad que N, N*, disjunto de N.
Supongamos que * es una biyeccién entre ambos, de modo que
N* = {n* : n € N%}. El dominio del modelo es el conjunto M = N
U N*, Llamemos a los elementos de N* ndmeros naturales®.
Vamos.a definir una relacion R en M de modo que los nimeros
naturales* queden ordenados segiin su orden natural inverso (por
la relacién de «mayor que»), los niimeros naturales queden orde-
nados por la relacién de «menor o igual», y ademds cada natural
esté relacionado con su predecesor en el orden «menor que» (si lo
tiene), y cada nimero natural esté relacionado con cada nimero
natural*, La definicion de R es pues la siguiente:

para cada n*,m* € N* n*Rm* syss n>m
paracadan,me NnRmsyss n<mon=m+1
para cadan € N y cada m* € N* nRm*.

El gréafico nos indica cémo es R: v
D_0_0_ 00 0 N e
0 1™2""n-l n n+l  (+l)* ¥ 2% 1x O

Obviamente la relacién R no es transitiva (4R3, 3R2, pero no
4R2). Por tanto el marco definido no es un GL-marco.

Refirdmonos con FC(M) al conjunto de todos los subconjuntos
de’ M que son finitos o son cofinitos (tienen complemento finito).
Esta coleccién de conjuntos esta cerrada bajo intersecciones (fini-
tas), uniones (finitas) y complementos.

Vamos a demostrar que:

1. Toda asignacién en el marco (M,R), e, que asigna a las
letras sentenciales conjuntos de indices finitos o cofinitos (e: P —
FC(M)) asigna a toda férmula un conjunto de indices finito o cofi-
nito.

2. Toda asignacién en (M,R), e: P — FC(M), es tal que, para
toda férmula A, la fé6rmula D(DA(—)A)——)DA es vdlida en el
modelo (M,R,e).
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3. Existe una asignacién en (M,R), e : P — FC(M), tal que en
el modelo (M,R,e) no es vilida la férmula Clp—C1Cp.

Prueba de 1: Supongamos que e es una asignacién en {M,R)
que asigna a cada letra sentencial.un elemento de FC(M). e(l) es
evidentemente un elemento de FC(M). Puesto que FC(M) est4
cerrado bajo uniones (finitas) y complementos, si e(A) y e(B) son
elementos de FC(M), lo es e(A—B). Por 1ltimo, supongamos que
e(A) es finito o cofinito. Hay pues dos casos a considerar.

Caso 1: e(A) es finito. En tal caso existe n* tal que n* ¢ e(A).
Entonces e((JA) < {m*: m < n}, y por tanto es finito.

A falsa
b__l 5 3 4><n* G

—
eJA)c -

Caso 2: e(A) es cofinito. En tal caso existe n tal que para todo
m > n, m € e(A), y existe r tal que para todo m > r, m* € e(A).
Sean n y r los nimeros menores para los que esto ocurre.
Consideremos los conjuntos siguientes: X = (m: m<n}y Y =
{m*: m<r).SiY =@, tenemos que M - (X U {n}) c e(A), y
por tanto este tiltimo conjunto es cofinito. Si Y # @, algiin elemen-
to de Y no pertenece a e(A), por tanto e(LJA) es subconjunto de Y,
y es pues finito.

0 n r 0*

B ————— B rr i e et taa ts s es e s an e : y Il.
X : Y

Prueba de 2: Supongamos que e es una asignacién en (M,R)
que asigna a cada letra sentencial un elemento de FC(M).
Supongamos que A es una férmula tal-que CJ((CJA<A)—JA no
es vilida en (M,R,e). Sea pues u € M tal que J(JAA) es
verdadera en u y LJA es falsa en u. Existe por tanto u' € M tal
que u Ru'y A es falsa en u'. Tenemos dos posibilidades:

a) u' e N*, En cuyo caso sea n el menor natural tal que uR n*
y A es falsa en n*. Entonces en n* es verdadera [(JA, con lo que en
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n* es falsa la férmula CJA<>A. Por tanto en u es falsa
CJ(JA«A), en contra de la suposicion.

b) u' € N. En tal caso, si A es falsa en algin n*, tomando el
menor y razonando como en a) tenemos una contradiccién.
Supongamos pues que A es verdadera en todo natural*. Entonces
e(A) debe ser cofinito, y existe por tanto un mayor n tal que uRny A

es falsa en n. Entonces A es verdadera en n +1, pero comon + 1 Rn, |

[JJA es falsa en n + 1. Por tanto (_IA<>A) es falsa en n + 1. Ahora
bien, uRn + 1, de lo que se sigue que [J(JA<>A) es falsa en u, en
contra de la suposicién.

a)
A A verdadera
p _J\___\
0 X n' ¥ (n-1)* 0%
—A
b)
A verdadera
~A MDA T o —
0 n n+1

—(AeLA)

Prueba de 3: Sea e una asiénacién cualquiera en (M,R) que
asigna a cada letra sentencial un elemento de FC(M), y tal que

e(p) =M - {0}.

Entonces Cp es falsa en 1, al ser p falsa en 0. Y CJCJp es falsa en
2, al ser Up falsa en 1. Ademds [lp es verdadera en 2. Por tanto
Cp—UILp es falsa en 2.1

Por todo lo antérior tenemos la siguiente proposicion:

ProPOSICION 7.13: Op—UCp no es un teorema de KH.

0* |
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Puesto que la 16gica KH estd incluida en la GL, todo GL-
marco es un KH-marco. Demostremos a continuacion la inversa.

PROPOSICION 7.14: Un marco es un KH-marco siy sélo si es
un GL-marco. 5’)
Prueba: Un marco (M,R) es un GL-marco si y sélo si ‘CU or 4.1
() VXM Vxe M({(Vye M)(xRy —» (Vze M)(yRz - z Py 54)
€ X) -»ye X)) = (Vye M)xRy = y € X)).
Un marco (M,R) es un KH-marco si y sélo si
2) VXcMVxe M((Vy e M)(xRy = (Vze M)(yRz —
ze X) e ye X)) — (Vye M)XRy = y € X)).
(2) implica (1). Para demostrarlo supongamos (2). Supongamos
ademdsque Xc M, xe My '

*) (Vye M)xRy » (Vze M)(yRz—ze X) > ye X))

Veamos que (Vy € M)(xRy — y € X). Para ello consideremos el
_ conjunto .

X'={ue X:(Vze M)uR*z -z € X)}, &

donde R* es la relacién ancestro de R, es decir, la transitivizacién
de R. Entonces para X' ocurre que

(**) (Vy € M)(xRy = ((Vze M)(yRz > ze X") & y € X)).

Por tanto por (2) (Vy € M)(xRy — y € X'), y asi (Vy € M)(xRy
— y € X). Para demostrar (**) supongamos que xRy y que (Vz €
M)(yRz — z € X'). Entonces (Vz € M)(yRz — z € X), con lo que
por (*) obtenemos que y € X. Ademds, si yR*z, entonces, si yRz
tenemos que z € X, y si existen xi,...,. X, tales que yRxy, ..., Xx,Rz,
tenemos que x; € X', y puesto que x;R*z, que z € X. Por tanto
(Vz € M)(yR*z — z € X). Por tanto y € X'. Por otra parte, para
demostrar el otro condicional, supongamos que y € X'. Entonces y
€ Xy (Vze M)(yR*¥z — z € X). Si yRz, para obtener que z € X'
tenemos que z € X. Ademds, si zR*u, entonces yR*u, y por tanto u
€ X. Por consiguiente tenemos que (Vu € M)(zZR*u — u € X), y
por tanto que z € X'. Concluimos pues que (Vz € M)(yRz —
ze X" v

/ w} ﬁ’\d{;'{w%'ﬁ & . 5 r:% s /2’6@"!%» aé 2o .éeﬁ/{;ﬁm;ﬁz_'
& _ i
s |
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PROPOSICION 7.15 : La légica KH es incompleta.

Prueba: La férmula [Jp—[J[Ip no es un teorema de KH,
pero sin embargo es vdlida en todo KH-marco, ya que es un teo-
rema de GL.1

LA LOGICA VB

La l6gica VB es la l6gica KTM + (Op A CI(p—0Up))—p.
Recordemos que T es el axioma [Ip—p y M el axioma
(00p—0CIp. A esta logica la.llamamos VB en honor a Van
Benthem, que es quien la ha estudiado (Van Benthem [1978] y
[1984]). Es un ejemplo de 16gica incompleta cuya clase de marcos
puede definirse mediante una sentencia de primer orden. En esto
se diferencia de la 16gica KH, también incompleta, pero en la que
su clase de marcos (los transitivos ¢ inversamente bien fundados)
no es definible en primer orden ni siquiera por un conjunto de sen-
tencias,

Los VB-marcos son precisamente aquellos en que la relacién
es la identidad. La légica Trivial es pues la menor l6gica completa
que extiende a la légica VB.

Recordemos que los marcos en que es vdlida la férmula
LIp—p son los marcos reflexivos.

Primero demostraremos que los VB-marcos son los marcos
cuya relacién es la identidad. Para ello necesitamos introducir
cierta terminologia y demostrar un lema intermedio. Luego
demostraremos que VB es incompleta, demostrando que p—Ulp
no es un teorema de VB. ; '

Dado un marco {(M,R), una R-cadena (finita) de longitud n
(n 2 1) es una sucesi6n finita de elementos de M, (x,,..., X,), tal
que para cada m 2 1, si m < n, X Rx,,,. Dado x € M, un R-suce-
sor de x es todo elemento y € M tal que xRy.

PROPOSICION 7.16: Si (M,R) es un marco reflexivo, entonces
la férmula (Op A C(p—Up))—p es vdlida en él si y sdlo si para
todo x € My todo R-sucesor y de X, existe, para algiinn > 1, una
R-cadena (x| ,..., X,) de R-sucesores de x tal que yRx; y x,Rx.

Prueba: 1) Supongamos que (Op A Cl(p—p))—p es vélida
en (M,R). Sea x € M. Supongamos que xRy. Si yRx, (y) verifica
la condicién que nos interesa. Si yEx, consideremos el conjunto X
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= {v: 3n 2 1 3 R-cadena (x,,....X;) de R-sucesores de x tal que
yRX; y x,Rv}. Basta ver que x € X. Por la suposicién que para X
y X, en (M,R) vale que

() [IV(XRV AV E X) AVZ(xRz A ZE€X —
Yu(@zZRu »ue X)) ]»oxe X.

Puesto que xRy y yRy, (y) es una R-cadena.de R-sucesores de x
que cumple la condicién que ros interesa. Por tanto y € X, y
dv(xRv A v e X). Por otro lado, si xRzy z € X y zRu, considere-
mos una R-cadena (x,,...,x,) de R-sucesores de x tal que yRx; y
XsRz. Entonces la cadena (x,,...,X,,z) tiene las propiedades necesa-
rias para que u € X. Por tanto tenemos el otro componente del
antecedente de (*). Concluimos que x € X.

2) Supongamos el consecuente del bicondicional de la propo-
sicién. Consideremos una asignacién cualquiera en (M,R), e, y un
elemento arbitrario.de M, x. Supongamos que la férmula (Op A
O(p—0p)) es verdadera en x. Sea, pues, ue M tal que xRu y p es
verdadera en u. Consideremos una R-cadena de R-sucesores de x,
(X{,-.0Xp), tal.que uRX; y x,Rx. Puesto que [I(p—LCJp) es verdade-
raen x y p es verdadera en u, al tener que xRu, [lp es verdadera
¢ en u. Por tanto, siguiendo la R-cadena, [Ip es verdadera en
| Xp,-.Xp, Y POT tanto, ya que x,Rx, p es verdadera en x.1

PROPOSICION 7.17: Un marco (M,R) es un VB-marco si y sélo
si R es la relacion de identidad en M. ‘

Prueba: a) Si R es la relacién de identidad en M, es facil
comprobar que el marco es un VB-marco. b) Supongamos que

(M,R) es un VB-marco. Entonces R es reflexiva. Veamos ademss -

que Vxy € M (xXRy — x = y). Para ello, dado x € M, vamos a
definir una asignacién e que tendré las propiedades siguientes:

i) Vye M(xRy - ye e(p))
ii) e(p) = {x}.

De lo que se sigue lo deseado.
Para definir e, definamos para cada niimero natural n, S (x)
como sigue:
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SO(X)=(X}
Si(x)={ue M:xRuax#uAuRx },yparan>1

Sp+1(X) = {u € M: xRu A x # u A 3 R-cadena de R-suce-
sores de x de longitud n, {Xj,...,Xy), tal que uRx,, x;Rx,
y no existe ninguna de longitud menor con esta propie-
dad, ni uRx}.

Entonces : i) Los conjuntos S,(x) son disjuntos entre si. ii) Si
ue S,,;(x), existe un R-sucesor de u, v, elemento de S,(x).

Sea e cualquier asignacién tal que e(p) = U {S,,(x): n € N}.
Entonces:

a) O0p es verdadera en x : Supongamos que xRy. Six=y,y €
S,(X), por tanto p es verdadera en y, y puesto que yRy, Op es ver-
dadera en y. Si yRX, puesto que p es verdadera en x, Op es verda-
deraen y. Si x # y y yRx, en virtud de la proposicién anterior,
existe una R-cadena de R-sucesores de x,.todos distintos de y,
(X{5-Xp), tal que YRX; y x,Rx. Supongamos que la cadena es de
la menor longitud. En tal caso y € S, (x). Si n es impar, p es ver-
dadera en y, y puesto que yRy, Op es verdadera en y. Si n es par,
existe un R-sucesor de y, v, elemento de S,(x) y, ya que n es par, p
es verdadera en v, y por tanto Op es verdadera en y.

b) OTp es verdadera en x : En (M,R) es valida (10p—0Cp.

c)Vy e M (xRy — y € e(p)): Puesto que 0CIp es verdadera en
X, sea u tal que xRu y [Jp es verdadera en u. Entonces Vy € M
(uRy — y € e(p)). Por tanto, ya que uRu, tenemos que p es verda-
dera en u. Asi, para algdin n par u'e S (x). Ahora bien, n debe ser
0, pues en caso contrario, al ser par, existiria v € S, ;(x) R-suce-
sor de u, y por tanto p deberia ser verdadera en v, y esto no es
posible. Por tantou=x,y Yy € M (xRy = y € e(p)). '

d) e(p) = {x}: Si p es verdadera en u y u # x, entonces u €
S,(x) para algin n par diferente de 0. En tal caso existe v tal que
uRv y v e S, (x). Por tanto xRv, con lo cual, por ¢}, tenemos que
p es verdadera en v, pero esto es imposible al ser n-1 impar.l

Para demostrar que la férmula p—[lp no es un teorema de
VB, definiremos un modelo de VB en el que no es valida la f6r-
mula. Puesto que toda 1dgica es completa respecto a modelos
podremos concluir lo deseado.




ALGUNOS EJEMPLOS DE LOGICAS 107

Consideremos el marco (N,R), llamado recession frame, cayo
dominio es el conjunto de los nimeros naturales y R es la relacién
definida por:

nRm siysélosi n<mom=n-1,

y de gréfico:
n—un—— N ———O-—u ............. O——n >
— 2 374 n n+l

Sea e una asignacién en (N,R) que a cada letra sentencial le
asigna un conjunto finito o cofinito de nimeros naturales.
Entonces ’

i) e asigna a toda férmula A un conjunto finito o cofinito de
naturales.

it) (N,R,e) es un modelo de la 16gica VB: a) Para toda férmula
A la férmula [JA—A es vilida en el modelo puesto que la rela-
cién es reflexiva. b) Para toda férmula A la férmula CI0A->0TJA
es vilida en el modelo: Si (JOA es verdadera en n, entonces
VmmnRm — Ir(mRr A r € e(A))). Por tanto e(A) es cofinito. En
tal caso existe m > n tal que Vs(mRs — s € e(A)). Por tanto 0LJA
es verdadera en n. ¢) Para toda férmula A, la férmula (0A A
L(A—CJA))—A es vilida en el modelo: Si el antecedente es ver-
dadero en n, A es verdadera en n. Sea pues m el menor niimero
natural tal que nRm y A es verdadera en m. Si m = n, A es verda-
dera en n. Si m # n, puesto que Vr (nRr A1 € e(A) — Vs(rRs —
s € e(A))) y nRm tenemos que al ser A verdadera en m, Vs(mRs
— s € e(A)). Por tanto e(A) es cofinito. Adem4s, como que mRm-
1, A es verdadera en m-1. Entonces tenemos que no nRm-1, pues
en caso contrario m no seria el menor. Por tanto m-1 <n,ym<n,

"y por consiguiente mRn, y A es verdadera en n.

iil) La asignacién e que asigna a toda letra sentencial distinta
de p el conjunto N y a p el conjunto N-{0}, es tal que en (N,R,e},
que es modelo de la 16gica, p es verdadera en 1 y [p es falsa en |
(al ser p falsa en 0, y 1RO0). Por tanto p—[lp es falsa en 1.

Por i), ii) y iii) tenemos que:

PROPOSICION 7.19: La légica VB es incompleta.




108 UNA INTRODUCCION A LA LOGICA MODAL

LAS LOGICAS DE URQUHART

Vamos a estudiar una coleccidn de l16gicas, debidas a A. Urquhart
(Urquhart [1981]), con las siguientes propiedades: Tienen la pro-
piedad de los marcos finitos, son completas, canénicas, su clase de
marcos es definible por un conjunto de férmulas de primer orden,
son recursivamente axiomatizables, pero no son decidibles. Por
tanto en el teorema 6.1 que afirma que toda légica finitamente
axiomatizable con la p.ma.f. es decidible, no puede debilitarse la
condicién de la axiomatizabilidad finita.

Para cada conjunto X de niimeros naturales recursivamente
enumerable pero no recursivo y al que pertenece 1, la légica de
Urquhart asociada a X, a la que 1lamaremos U, tiene los siguientes
axiomas:

Al C(0p—Cip)

A2 0L A p)-00(OL—p)

A3 00T A p)—-O(QT—p)

A4n (OOL A OT)-[nQT paracadan € X,

La légica U es, por el teorema de Craig (teorema 2.4), recursi-
vamente axiomatizable. Los axiomas corresponden, respectiva-
mente, a las siguientes condiciones sobre la relacién de los mar-
cos, condiciones todas ella expresables en primer orden:

C.1 Vxyzw e M (xXRy AyRz A yRw — z=w)
C.2 Vxyz € M (xXRy A xRz A y es punto final A z es punto

final > z=y) |
C.3 Vxyz e M. (xRy A xRz A ni y ni z son puntos finales —
z=y)

C.4nVxyz € M (xRy A xRz A y es punto final A z no lo es —
Vw € M (x R'w — w no es punto final)), para cada n
€ X.

Asf, para cada marco (M,R), (M,R) es un U-marco si y sélo si
en él valen las condiciones C.1-C.4" (n € X). El lector que haya
realizado los ejercicios 4.8-11 sabe que esto es cierto, y el que no,
puede comprobarlo.

No es dificil comprobar que la 16gica U es canénica y, por
tanto, completa. El lector puede demostrarlo como ejercicio.
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‘ Para llegar a demostrar que la 16gica U tiene la p.ma.f., defma—
~ mos los siguientes marcos:
Sea para cadan € N, n* = {m : m <n}. Y sea w un objeto no
perteneciente a N. Definamos, para cada n # 0, los marcos

= (n*u w}, R), con R = {{m,m+1): m+1 <n }U{{0,w)}
G,= (n*,S),con S = {(m,m+1): m+1 <n}
Fp= (WU {w},R),conR = {(mm+1):mé€ N}u{(Ow)}
’G = (N, S),conS = (mm+1) me NJ}.

Sus diagramas, no transitivos, son los siguientes:

' F, w ' |
VA
o 1 2 3 n-1
Ga
o 1 2 3 n-1
Fe w
: A )
0o 1 2 3
Go
bt bl EEEREEEEETEE >
0o 1 2 3

Observemos que:

i) Para cada n # 0, en G, se cumplen las condiciones C.1, C.2,
C.3, y para cada n, elemento o no de X, C.4n,

ii) Paracadan> 2, en F, se cumplen las condiciones C.1, C.2,
y C.3.

iii) Sin ¢ X, en F,,; se cumple la.condicién C:4™ para cada m
€ X, pero no se cumple la condicién C.4", pues 0 tiene un R-suce-
sor que es un punto final y otro que no 10 es, pero 0 R™n y n es un
punto final.

iv) En Fm y G, se cumplen todas las condiciones C.1-4" para
todo n tanto si n es elemento de X como si no lo es.
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PROPOSICION 7.20: La logica U tiene la propiedad de los mar-
cos finitos.

Prueba: Supongamos que A no es un teorema de U. Al ser U
completa existen un U-marco (M,R), una asignacién e en el
mismo, y un indice u € M, tales que A es falsa en u (en (M,R,e}).
Sea M, el submodelo generado por.u. Entonces en M, A es falsa
en u. Como que (M,R) es un U-marco, lo es el marco del modelo
M,. Si M,, es finito, ya hemos acabado. Si es infinito, pueden ocu-
rrir dos cosas: a) Existe un tinico R-sucesor de u. En tal caso M,
es isomorfo a un modelo en el marco G, b) Existe més de un R-
sucesor de u. En tal caso existirdn s6lo dos, pues el marco de M,
es un U-marco, y uno de ellos serd un punto final y el otro no. En
tal caso M, es isomorfo a un modelo en F,. Por tanto, o A es falsa
en 0 en el modelo sobre Fy,, o lo es en el modelo sobre G, ya que
en modelos isomorfos son validas las mismas férmulas (el lector
puede comprobarlo o esperar al capitulo 8). En cualquiera de los
dos casos podemos escoger m ¢ X, m > 1, tal que m sea mayor
que el grado de A. Entonces A no serd vdlida en G, o no lo serd
en F,; (ver ejercicio 3.16). Por tanto A no serd vélida en un U-
marco finito.l

TEOREMA 7.21: La légica U es indecidible .

Prueba: Para cada n, A4" es un teorema de U si y sélosin e
X.Sin ¢ X, puesto que en el U-marco F,,; A4" no es vélida (en
este marco no se cumple la condicién C.4") y U es completa, A4n
no es un teorema de U.

Si U fuese decidible, el conjunto X seria recursivo, pues es
decidible de entre los teoremas de U cudles son de la forma A4"
para algidn n. Pero X no es recursivo.l

EJERCICIOS

7.1. Demostrar i) de la pagina 107.

7.2. Demostrar que la 16gica U es canénica.

7.3. Demostrar i)-iv) de la pagina 109.

7.4. Consideremos la 16gica KT + O(JClp—0q)—(Cp—q),
que también puede axiomatizarse como KT + (Cp A q)—0(Cp
A 0q). A esta l6gica G. E. Hughes y M. J. Creswell (Hugues y
Creswell [1984]), la llaman 16gica Mk3. Demostrar que el reces-
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sion frame, el marco utilizado para demostrar que p—[_p no es un
teorema de la légica que hemos llamado VB, es un marco para la
16gica Mk3. Concluir que Cp—{Jp no es un teorema de esta
légica. ’

7.5. Demostrar que en todo marco finito de la 16gica del ejer-
cicio anterior es vdlida la férmula [Jp—[Jlp. Para- ello razonar
por absurdo demostrando que en todo modelo (M,R,e) sobre un
marco (M,R) para Mk3 en el que no es vdlida la férmula
Cp—C0p, ocurre que para cada n > 1 el conjunto e(CI"t!p) estd
incluido propiamente en el conjunto e(CJ"p). Concluir, usando el
ejercicio 7.4, que la 16gica Mk3 no tiene la p.ma.f.

7.6. Demostrar que un marco es un Mk3-marco si y sélo si su

relacién es reflexiva y verifica que: |

MueM)(dve M) uRvA vVRuA(Vwe M)
(VR2w — uRw)). :

Concluir que la clase de marcos de la 16gica Mk3 es definible en
primer orden.

7.7. Demostrar que la légica Mk3 es canénica.

7.8. Demostrar que la 16gica GL esté caracterizada por la clase
-de los marcos que son drdenes parciales estrictos (irreflexivos)
finj

onsideremos la 16gica K4.3W'que es la 16gica GL mds el’

axioma D1,: CI((p A Up)—q) v (g A Clq)—p). Demostrar que
esta logica estd caracterizada por los drdenes totales estrictos fini-
tos. Recordar la proposicién '4.9. Demostrar que esta 1dgica es
decidible.

7.10. Demostrar que la ldgica del ejercicio anterior es la 1gica-

del marco (N, >).




CAPITULO 8

P-MORFISMOS, UNIONES DISJUNTAS
Y ULTRAPRODUCTOS

" P-MORFISMOS

Dados dos marcos (M,R) y (M',R"), una funcién h: M — M'
es un p-morfismo de (M,R) en (M',R’) si y s6lo si:

i) para cada u,v € M, si uRv entonces h(u)R'h(v).
ii) para cada u €' M y cada w € M, si h(u)R'w, entonces exis-
te ve M tal que uRv y h(v)=w.

Dados dos modelos (M,R.e) y (M',R',e"), una funcién h: M —
M’ es un p-morfismo de (M,R,e) en (M‘ R',e') si y sélo si:

i) es un p-morfismo de (M,R) en (M',R").
ii) para cada letra sentencial p, e(p) = {u € M: h(u) € €'(p)}.

Diremos que h es un p-morfismo de (M,R.,e) ((M;R)) sobre
(M'R',e") ((M',R")) si es un p-morfismo y h es una funcién de M
sobre M/, es decir, con recorrido M.

TEOREMA 8.1 (del p-morfismo, Segerberg [1971]): Si & es un
p-morfismo de (M,R,e) en (M',\R',e"), entonces para cada férmula
modal Ay cada ue M

MR.e) =y A siysolosi (M,R'e) =y A.

Prueba: Por induccidn. Para el caso de las letras sentenciales
se cumple por la definicién de p-morfismo. Para el caso de L es
obvio. El tinico caso interesante es el caso de las férmulas de tipo

[112]
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OA. Supongamos, para demostrarlo en este ltimo caso, que vale
para A, es decir, que

e(A) = {ue M: h(u) € e'(A)}.
Tenemos pues que
ue e(JA)siysélosi (Vve M) (uURv — v.e e(A))
si y sélo si
(Vv e M) (uRv — h(v) eI e'(A)) (por hip. ind.).
Ahora bien, esta Gltima expresion equivale, al ser h un p-morfis-

mo, a la siguiente (Vw € M') (h(u)R'w,— w € ¢e'(A)), lo que equi-
vale a decir que h(u) € e'(CJA).I

COROLARIO 8.2: Si h es un p-morfismo de (M,R,e) sobre
(M',R',e"}, entonces para toda férmula modal A

M,R.e) |= A siysélosi (M'R'e")|=A. N o

Prueba: El condicional de derecha a izquierda es una consecuen-
cia inmediata del teorema del p-morfismo. Para demostrar el otro
condicional supongamos que A es valida en (M,R,e) y que u € M.
Al ser h una funcién de M sobre M', sea v € M tal que h(v) = u.
Puesto que en {M,R,e) A es verdadera en v, por el teorema del p-
morfismo tenemos que en (M',R',e') A es verdadera en h(v).I

COROLARIO 8.3: Si h es un p-morfismo de (M,R) sobre
(M',R"), entonces para toda férmula modal A

si (M\R) |= A entonces (M',R") |= A
Prueba: Supongamos que (M,R) |= A. Sea ¢ una asignacion

en (M',R"). Consideremos la asignacién e en (M,R) definida por:
‘para cada letra sentencial p .

e(p) = {ue M: h(u) € e'(p)}.

B

\Y; g ‘j 6%?;1
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Claramente h es un' p-morfismo de (M,R,e) sobre (M',R',e'). Por
tanto, por el corolario anterior, y puesto que por suposicién
(M,R.e) |= A, tenemos que (M',R'.e") |= A.l

Si existe un p-morfismo del marco (M,R) sobre el marco
(M',R") diremos que el marco (M',R’) es una imagen p-mérfica del
marco {M,R). Asi, el corolario 8.3 afirma que las férmulas moda-
les se preservan bajo imagenes p-mérficas de marcos.

OBSERVACION: Si h es un p-morfismo inyectivo de (M,R) en
(M',R"), entonces para todo u,v € M ocurre que

(*)uRv si y sélo si h(u)R'h(v).

Diremos que una funcién que cumple la condicién (*) es un
homomorfismo de (M,R) en (M',R"). Asi, todo homomorfismo
cuyo recorrido incluya el de R' es un p-morfismo, y todo p-morfis-
mo inyectivo es un homomorfismo. Ahora bien, no todo p-morfis-
mo es un homomorfismo. El lector puede buscar un ejemplo.

Dados dos marcos (M,R) y (M',R", diremes que una funcién h
de M en M' es un isomorfismo entre ambos si es una biyeccién
que cumple la condicién (*). Todo isomorfismo es pues un p-mor-
fismo. Ademds la funcién inversa de un isomorfismo es también
un p-morfismo, lo que es ficil comprobar.

Diremos que dos marcos son isomorfos si existe un isomorfis-
‘'mo entre ambos.

PROPOSICION 8.4: Si dos marcos son isomorfos, son modal-
mente equivalentes, es decir, en ellos son vdlidas las mismas for-
mulas modales, o, en otras palabras, poseen la misma légica.

Prueba: Si h es un isomorfismo entre dos marcos (M,R) y
(M',R"), entonces, puesto que h es un p-morfismo de (M,R) sobre
(M'R") y h™! un p-morfismo de (M',R") sobre (M,R), por el corola-
rio 8.3 tenemos lo deseado.l

Utilizando los p-morfismos podemos dar otra prueba del
hecho ya conocido de que no existe ninguna légica modal normal
cuyos marcos son precisamente los marcos con relacién irreflexi-
va. La relacién de un marco es irreflexiva si y sélo si el marco es
un modelo de la sentencia de primer orden Vx —Rxx. Esta senten-
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cia no se preserva bajo iméagenes p-morficas. Por ejemplo, (N, <)
' |z Vx =Rxx pero ({0}, {{(0,0)}) |# Vx = Rxx. Ahora bien este dlti-
mo marco es una imagen p-mérfica del primero por la funcién h
de N sobre {0} definida por h(n) = O para cada niimero natural n.
Tenemos pues un ejemplo de una clase de marcos, los irreflexivos,
caracterizables mediante una sentencia de primer orden, en el len-
guaje de tipo {R}, pero que, sin embargo, no son la clase de mar-
"cos de ninguna légica normal.

Si consideramos los dos marcos del parrafo anterior observa-
remos que en (N, <) no es valida la férmula [Jp—p, pero que esta
férmula es valida en el otro marco. Esta observacién nos muestra
que la inversa del corolario 8.3 no es cierta, puesto que el segundo
marco es una imagen p-moérfica del primero.

Vamos a presentar ahora un resultado interesante, consecuen-
cia de las proposiciones 5.17 y 5.18, pero para la prueba del cual
no utilizaremos estas proposiciones sino que haremos uso de los
p-morfismos y de los submarcos generados por indices, nocién
esta que hemos introducido en el capitulo 3, §4.

LEMA 8.5 (Makinson): Para todo marco (M,R) ocurre que
toda férmula modal vélida en él es valida en el marco ({0}, @) o
que toda férmula modal vdlida en él es vdlida en el marco ({0},
{{0,0)}).

Prueba: Dado un marco {M,R), ocurre que o tiene puntos fina-
les, es decir, indices sin R-sucesores, o no tiene puntos finales
(todo indice tiene un R-sucesor). Demostremos el lema conside-
rando los dos casos por separado. Si el marco tiene puntos finales,
sea u un punto final del mismo. Entonces el submarco generado
por u es el marco {{u}, @). Puesto que las férmulas modales se
preservan bajo submarcos génerados por indices, toda férmula
modal vélida en (M,R) es valida en ({u}, @), y por tanto en el
marco isomorfo ({0}, ).

Si el marco no tiene puntos finales, definamos la funcién h de
M en {0} mediante: h(u) = 0 para cada u € M. Es facil comprobar
que h es un p-morfismo de (M,R) sobre ({0}, {(0,0)}). Por tanto,
por el corolario 8.3, toda férmula vélida en (M,R) es vilida en

({0}, {€0,0)}).1

Recordemos que la 16gica K + [p es la llamada l6gica Verum,
y que la légica K + [ip—p es la llamada 16gica Trivial. Sabemos
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que los marcos para la l6gica Verum son aquellos cuya relacién es
vacia, y los marcos para la 16gica Trivial son aquellos cuya rela-
cion es la identidad. Ambas 1égicas son candnicas y, por tanto,
completas. Pero resulta que puede caracterizarse cada una de ellas
por un marco muy simple.

PRrOPOSICION 8.6:

i) Lalégica L({{0}, @)) es la légica Verum.
ii) La légica L({{0}, {0,0)})) es la légica Trivial.

Prueba: Se'deja como ejercicio para el lector. Debe utilizar
submarcos generados por indices.l

SUBMARCOS Y SUBMARCOS GENERADOS

Un marco (M,R) es un submarco de un marco (M',R') si y sélo
sSiMcM'yR=R'n(MxM).

Un marco (M,R) es un submarco generado de un marco
(M',R') si y s6lo si es un submarco del mismo y ademés M estd
cerrado bajo R'-sucesores, es decir, para cadau e My cadav €
M/, si uR'v, entonces v e M.

Un modelo (M,R,e) es un submodelo generado de un modelo
(M',R',e') si y sélo si el marco (M,R) es un submarco generado del
marco (M',R) y ademds para cada letra sentencial p ocurre que
e(p) =e'(p) " M.

Obsérvese que las nociones de submarco generado y de sub-
modelo generado son generalizaciones de las nociones de submar-
co y submodelo generados por un mdlce presentadas en el capitu-
lo 3, §4. ;

TEOREMA 8.7 (Segerberg, Feferman): Si (M,R,e) es un submo-
delo generado de (M',R',e'), entonces para toda férmula modal A
ytodo ue M

MRR.e) |=, A siysélosi (M\R'e")|=, A

Prueba: Se deja al lector. Es esencialmente la mlsma que la
del teorema 3.10.1
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CoRroLARIO 8.9: §i (M,R) es un submarco generado del marco
(M',R"), entonces para toda férmula A:

si (M',R" |= A, entonces (M\R) |= A

El corolario anterior afirma que las férmulas modales se pre-
servan bajo submarcos generados. No todas las propiedades de
relaciones se preservan bajo submarcos generados. Por ejemplo, la
propiedad de ser una relacién no vacfa no se preserva bajo sub-
marcos generados puesto que el marco ({1}, @) es un submarco
generado del marco ({0,1}, {{0,1)}) en el que la relacién es vacia.
Por tanto no existe ninguna légica Cuyos marcos sean aquellos
cuya relacién es distinta del COIlJlll‘ltO vacio. Puesto que la propie-
dad de que una relacién no sea vacia es expresable en el lenguaje
de primer orden de tipo {R}, tenemos otro ejemplo de una clase de
marcos que no es la clase de marcos de ninguna 16gica modal pero
que, sin embargo, es la clase de los marcos que son modelos de
una sentencia de primer orden de dicho lenguaje.

PROPOSICION 8.10: Si h es un p-morfismo de (M,R), en (M'R")
entonces el marco (h[M], R' N (h[M] x h[M))) es un submarco
generado de (M',R').

Prueba: h[M] estd cerrado bajo R'-sucesores puesto que, h es
un p-morfismo. B

Dado un marco (M,R), sabemos que posee submarcos genera-
dos, los generados por sus indices. Ademds cada subconjunto X
de M da lugar a un submarco generado de {(M,R), a saber, el
menor submarco generado de (M,R) que incluye a X, que es el
marco con dominio

=U{YcM: XCYyY estd cerrado bajo R-sucesores},

y relacién R'=R n (M'x M'). A tal marco se le conoce como el
‘submarco generado por X. Si ademds consideramos una asigna-
cién e en (M,R), y consideramos la asignacién e' en (M',R") tal que
para cada letra sentencial p, e'(p) = e(p) N M, al modelo (M',R'e")
se le conoce como el submodelo generado por X del modelo
(M,R,e).
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UNIONES DISJUNTAS

Consideremos una familia de marcos {{M;,R;): i € I}. Quere-
mos obtener un marco que tenga como dominio la unién de los
dominios de los marcos de la familia y como relacién la unién de
las relaciones, pero que sea tal que, para cada marco (M;,R;) de la
familia, cada elemento de M,; tenga las mismas propiedades moda-
les en el nuevo marco que en el marco (M;,R;). Si algunos marcos
de la familia tienen elementos en comiin, en la unién pueden apa-
recer nuevas conexiones entre elementos y puede que éstas impi-
dan que se cumpla el objetivo sefialado. Por ejemplo, un punto
final podria dejar de serlo. Para evitar este problema considerare-
mos copias isomorfas de los marcos de la familia de modo que
tengan dominios disjuntos dos a dos y tomaremos como nuevo
marco la unién. Un modo sistemdtico de hacer todo esto es el
siguiente: Consideremos la uni6n disjunta de los dominios de los
marcos de la familia

M@= U {Mix {i}:ie I}
y definamos para cada i € Ila relacién R;' en M; X {i} por

= {((u,i),(v,i)): URiV}

Claramente el marco (M; x {i}, R;") es isomorfo al marco
(M;,R;). Definamos la relacién Rg en Mg por

Rg=U(R,:ie I}

Definamos ®;c; (M,R)) = (M@, Rg). Este marco es la unidn dis-
junta de 1a familia de marcos {(M;,R.): i € I}.

PROPOSICION 8.11: Si {{M,,R;): i € 1} es una familia de mar-
cos, entonces para cada i € 1, el marco (M; x {i}, R;") es un sub-
marco generado de la unién disjunta @,y (M;,R;).

Prueba: Obviamente M; X {i} € Mg y R} R@ N (M x (i}
x (M; % {i})). Ademds, si <U,I>R@ <V,J> resulta quei=jyuRyv,y
por tanto (u,i)R;'(v,j), y (v.j) € M;x (i}l

TEOREMA 8.12: Para toda familia de marcos {(M;,R}): 1 € T}
y toda formula modal A

®ic1 MR ) |= A siy sélo si paracada ie I(M,R;)|=A
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Prueba: Por el corolario 8.9 y la proposicién 8.11 tenemos que
toda férmula valida en la unién disjunta ser, para cada i € I, véli-
daen (M;x (i}, R;"), y por tanto en el marco isomorfo (M;,R;).

" Por otra parte, si para cada i € I A es vilida en (M;,R;), enton-
ces para cada i € I A es valida en (M; X {i}, R;"). Supongamos que
" A no es vilida en la uni6n disjunta ®;¢; (M;,R;). Consideremos en
tal caso una asignacién e en este marco y un indice (u,j) tales que
(Mg, Rg, € ) |=< j> A. Consideremos el modelo (M; x {j}, R}, €')
donde para cada letra sentencial p, e'(p) = e{p) N M; X {j}. Este
modelo es un submodelo generado de la uni6n disjunta. Por tanto,
por el teorema 8.7 resulta que (M; X {j}, Ry, €') [=, j>A. Pero esto
iiltimo contradice la suposicién.i

Tenemos pues que las férmulas modales se preservan bajo
uniones disjuntas. Podemos utilizar las uniones disjuntas para ver
que no existe ninguna légica normal cuyos marcos sean aquellos
en los que la relacién es la total (todo elemento estd relacionado
con todos). En los marcos ({0}, {{0,0)}) y ({1}, {(1,1)}) la rela-
cién es la total. Sin embargo, en su unién disjunta, que es (isomor-
fa a) ({0,1}, {0,0),(1,1)}), la relaci6n no es la total. Tenemos pues
otro ejemplo de una clase de marcos definible mediante una senten-
cia del lenguaje de primer orden de tipo {R}, Vx Vy Rxy que, sin
embargo, no es la clase de marcos de ninguna l6gica modal.

PrROPOSICION 8.13: Todo marco es la imagen p-mdrfica de una
unién disjunta de submarcos suyos generados por un indice.

Prueba: Dado un marco {(M,R), consideremos para cada u e
M el submarco generado por u. Consideremos la unién disjunta de
estos marcos. Entonces el marco (M,R) es una imagen p-mérfica
de la misma. Los detalles se dejan como ejercicio.l

. PROPOSICION 8.14: Si C es una clase de marcos, entonces
existe un marco (M,R) tal que L((M,R)) = L(C). As{ toda légica
completa estd caracterizada por un solo marco.

Prueba: Elijamos para cada férmula A ¢ L(C) un marco
(M,R) perteneciente a C en el que A no sea vilida. Consideremos
la unién disjunta de todos estos marcos. El marco asi obtenido es
un marco para la 16gica L(C) en el que sélo son validos los teore-
mas de esta 16gica.l ‘
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ULTRAPRODUCTOS

Vamos a presentar ahora una construccion de marcos de uso
muy frecuente en la teoria de modelos de la 16gica de primer
orden. La presentacién serd un tanto esquemadtica, y los resultados
para los lenguajes de primer orden que necesitemos se van a enun-
ciar sin dar sus demostraciones. S6lo demostraremos aquellos
hechos especificos para los lenguajes modales sentenciales que
nos interesan. El lector puede consultar los libros de Chang y
Keisler [1973], capitulo 4, y Bell y Slomson [1969], capitulo 5.

Dada una familia de marcos ((M;,R;): i € I) consideremos su
producto cartesiano generalizado, IT; . {M;, definido por:

HieIMi ={fil—> UiEIMi: Vie If(l) € M,}

Dado un ultrafiltro U sobre I, definamos la relacién de equiva-
lencia = en IT; . (M por

f=g siysélosi{ie I: f(i) = g(@i)} € U.

Denotemos por [f] la clase de equivalencia determinada por f.
Observemos que la relacién = es tal que, sif=fyg=g'y {ie L
f(i) R; g(i)} € U, entonces {i € I: f(i) R; g'())} € U. Ello nos per-
mite definir una relacién R en el conjunto cociente I, {M;/=, por

[fIR[g] siysélosi {ieI:f(i)R,;gd)}e U.

El ultraproducto de la familia de marcos ((M;,R;): i € I) res-
pecto al ultrafiltro sobre I, U, es el marco ITy(M;,R;) = (IL;c ;My/=,
R).

TeEOREMA 8.15 (de Xos): Si ((M;,R)): i € I) es una familia de
marcos 'y U es un ultrafiltro sobr: 1, entonces para toda férmula
O(Xoy..-» Xp) del lenguaje de primer orden en tipo de semejanza
(R} y cada f,,...5; € iy M, Ty (MyRp) [= ¢ [[fo),-., [f)] siy
solo si {ie I (MR = 0 [f,(1),..., £,()]} € U.

CoroLARIO 8.16: Si ((M;,R;): i € 1) es una familia dé marcos
y U es un ultrafiltro sobre 1,y © es una sentencia del lenguaje
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de primer orden en tipo de semejanza {R} tal que paratodo i€ 1
(M,;,R,) |= 0, entonces

HU <MirR-i> |= c

Una ultrapotencia es un ultraproducto de una familia de mar-
cos ((M;;R)): i € I) tal que para cada i, j € I(M;,R;) = (M;,R;). Por
el corolario anterior tenemos que para cada marco (M, R) y cada
conjunto no vacio I, si consideramos la familia de marcos
((M;,R;): i € I) que para cadai e I (M;,R;) = (M,R), entonces, para
todo ultrafiltro U sobre I, la ultrapotencia ITy; (M,R) es elemental-
mente equivalente a (M, R)

Dada una familia de marcos ((M,,R ):ie I), y dada, para cada
i € I, una asignacién e; en el marco (M;,R;), podemos definir
para cada ultrafiltro U sobre I una asignacién e en el ultraproduc-
to ITy {M;,R;) que para cada letra sentencial p

(*) e(p) = {[f]: {ie 1:1(i) € g(p)} € U}.

Esta definicién es independiente de los representantes elegi-
dos, puesto que, si [g]l =[f] y {i € | : f(i) € ei(p)} € U, entonces,
puesto que el conjunto {i € I: f(i) = g(i)} pertenece a.U, la inter-
seccién de ambos conjuntos pertenece a U. Y esta interseccion
estd incluida en {i € I: g(i) € e;(p)}. Por tanto este dltimo conjun-
to pertenece a U.

TEOREMA 8.17 (de Xos para légica modal): Para toda familia
de marcos {(M;R;): i € 1), toda familia {e;: i € 1) de asignacio-
nes tal que para cada i € 1, e; es una asignacion en (M;,R;), y
todo ultrafiltro U sobre 1, si e es la asignacién en Tl (M;,R;)
definida en el pdrrafo anterior, entonces para toda férmula A 'y
toda ge Hiel Mi .

(*) (Ty MR, €} |= (g A siy sélo si {ie L gi) € ef(A)} € U

Prueba: Por induccién. Por la definicién de e, (*) vale para las
letras sentenciales. Para la férmula L es inmediato. Si (*) vale
para férmulas A y B, no hay dificultad, utilizando las propiedades
de los ultrafiltros, en comprobar que vale para (A—B),
Demostrémoslo para el caso de férmulas de tipo L—.]A(“
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Supongamos que (*) vale para A. Si (ITy (MR}, e) |= ; DA,
tenemos que V[g'l([g]R[g'] — [g'] € e(A)), con lo cual, por la
hipétesis inductiva, obtenemos que

Vigl([gIR[g]— {ie L g'() e e(A)} e U).
Debemos demostrar que |
{ie L g@) e e(UA)} ‘e U.
Résulta que

{ie L g() e e((UA)} =
={ie I:Vue M;(gl)Ru - u e g(A))}.

Supongamos que {i € I: g(i) € ¢;(JA)} ¢ U. Ental caso {ie I:

g(i) ¢ e;((CJA)} pertenece a U. Llamemos E a este conjunto. « |

Elijamos para cada i € E un elemento u; de M; tal que g(i)R;y;
pero u; € e;(A). Consideremos una funcién f € Il ; M, tal que
para cada i € I£(i) = u;. Entonces

E c {ie L g)Rf())

Por tanto este tltimo conjunto pertenece al ultrafiltro U, y [g]R[f].
Por tanto {i e [ : f(i) € e(A;)} € U, pero este conjunto es disjunto
de E y por tanto no pertenece a U, y esto es absurdo.

-Por otra parte, si' {i € I: g(i) € ¢;(LJA)} € Uy [g]R[g'], enton-
ces tenemos que {i € I: g(i)R/g'(i)} € U, con lo cual obtenemos
que

lie L g@) Rigl)} N {ie L gl) e.(JA)} € U,

pero este conjunto estd incluido en {i € I: g'(i) € e;(A)}, y por
tanto este 1iltimo conjunto pertenece también al ultrafiltro U, y por
la hipdtesis inductiva tenemos que (ITy (M;,Rp), €) |= (g7 A

COROLARIO 8.18: Para toda familia de marcos {{M;R;):i¢€ ),
todo ultrafiltro U sobre 1y toda formula modal A,

t si Ty (My,R) = A entonces {ie 1. (M;,R;) |= A}e U.

i
|
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Prueba: Supongamos el antecedente y que {i € I: (M;,R) |=
A} ¢ U.Entalcaso E = {i € I: (M;,R;) |# A} € U. Elijamos para
cada i € E, u; € M; y una asignacién e; en (M;,R;) tal que en
(M;,R;,e;) A es falsa en u;. Sea f una funcién elemento de IT; . (M
tal que para cada i € E f(i) = u;. Sea e la asignacién definida a par-
tir de las asignaciones e; por la condicién (*) del parrafo anterior a
8.17. Entonces (Ily (M;,R;), €) |= ( A v, por el teorema, tenemos
que el conjunto {i € I: f(i) € ¢;(A)} pertenece a U. Por tanto {i e
[:f(i) ¢ e;(A)} no pertenece a U. Ahora bien Ec {i e L f(i) ¢
¢;(A)}, y por tanto este dltimo conjunto pertenece a U. Y esto es
absurdo.l

_ La inversa del corolario 8.18 es falsa. Para la férmula modal
[(10p—0CIp existe una coleccién de marcos ((Mp,R,): n € N) y un
ultrafiltro no-principal sobre N tal que el conjunto de nimeros
naturales {n € N: (M ,R,) |= CJ0p—0[p} pertenece al ultrafiltro
pero, sin embargo, la férmula no es vilida en el ultraproducto.

LEMA 8.19 (Goldblatt): Todo ultraproducto 1 (M;,R;) de una
familia de marcos ((M;R;): i € 1) es isomorfo a un submarco
generado de la ultrapotencia Ty (®;c; (M, ,R))).

Prueba: Consideremos una familia de marcos ((M;,R;): i € I)
y un ultrafiltro U sobre I. Consideremos el ultraproducto de esta
familia respecto a U, la unién disjunta &, . ; (M;,R;) y la ultrapo-
tencia Iy (®; ¢ 1 (M;,R;)). Obsérvese que Iy (M,,R;) = Iy (M, x
- {i}, R{")- (donde R;' es la relacién utilizada en la definicién de
unién disjunta). Veamos que este dltimo ultraproducto es isomorfo
a un submarco generado de la ultrapotencia Iy (®;c; (M;,R;)).

Puesto que [T,y M; X {i} I o 1 (U {M;x {i}: 1€ I}), utilice-
mos [.] para referirnos a las clases de equivalencia del ultrapro-
ducto IT(M; x {i}, R}), y [.]* para referirnos a las clases de equi-
valencia de la ultrapotencia Iy (®; . { (M;,R;)). Llamemos R* a la
relacion de la ultrapotencia.

Consideremos el conjunto M, = {[g]*: g€ IL . {M; x {i}}, y
definamos la relacién R; en M; como la restriccién a M, de la
relacién de la ultrapotencia. El marco (M|,R,) es un submarco
generado de la ultrapotencia y es isomorfo al ultraproducto. Esta
claro que es un submarco. Para demostrar que es generado debe-
mos ver que estd cerrado bajo R*-sucesores. Supongamos que
[g1]*R*[g,]* y [g,]* € M,. Podemos suponer sin pérdida de gene-
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ralidad que g, € II; . 1 M; X {i}. Para ver que [g,]* € M, basta con
encontrar gz € IT; ¢ [ M; X (i} tal que [g3]* = [g,]*. Sea gz € IT; < |
M; x {i} tal que g3(i) = go(i), si go(i) €M; X {i}, y g3(i) = (v;,i) en
caso contrario, donde para cada i’ € I, v; es un elemento fijado de
M;. Pongamos g;(i) = (u,i) conu e M;, y g,(i) =(v,j),conje I yv
€ M; (ya que g, no tiene por qué ser un elemento de IT; . { M; x {i}
j e 1 pueden ser en principio diferentes). Puesto que tenemos que
(u,i)Rg(v,j), resulta que i = j y u R; v. Por lo tanto tenemos que {i
€ L gi(DRe go()} 2 {ie I g) eM; x {i}} = (i e L gy(i) =
g3(i)}. Por la suposicién tenemos que {i € I: g;(i) Rg go(1)} € U.
Por tanto, el conjunto (i € I: go(i) = g3(1)} € U, y asi [g3]* = [g,]*
y [g2]* € M.

La funcién h del dominio del ultraproducto en el de la ultrapo-
tencia tal que para cada g € IT; ¢ {M; X {i} h([g]) = [g]*, es un iso-
morfismo entre el ultraproducto y el marco (M,R). El lector
puede comprobarlo sin dificultad.l

CorOLARIO 8.20 (Lema de Goldblatt): Toda clase de marcos
cerrada bajo uniones disjuntas, submarcos generados, isomorfis-
mos y ultrapotencias estd cerrada bajo ultraproductos.

Prueba: Inmediata por el lema anterior.l

EJERCICIOS

8.1. Demostrar el teorema 8.7.

8.2. Demostrar la proposicién 8.13.

8.3. Demostrar el teorema 8.15 (de X.o$).

8.4. Completar la demostracién de la proposicion 8.19.

8.5. Conexiones zzgzag Dados dos modelos (M,R,e;) y
(My,R,.e,), una conexion zigzag del primero en el segundo es una
relacién S € M x M, tal que:

i) dom(S) = Ml y rec(S) =M, |

ii) Si uSv, u' € M, y uRu, entonces existe v' € M, tal que
VR,V' y u'SV' (condicién zig).

iii) Si uSv, v' € M, y vR,Vv', entonces existe u' € M, tal que
uRu'y u'Sv' (condicién zag).

iv) Si uSv, entonces para cada letra sentencial p, u € e|(p) si y
solo si v € ey(p).
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 Demostrar que: i) todo p-morfismo exhaustivo (o sobre) es una
conexién zigzag. ii) Si S es una conexién zigzag de (M;,R,,e;) en
(M,,R,,e,) entonces para todo indice u € M, y todo indice v e M,
tal que uSv, ocurre que para toda férmula modal A, :

(M Rie) = A siysélosi (MaRpes) =, A

8.6. Demostrar que no existe ninguna légica modal normal
cuyos marcos son los marcos con dominio finito.

8.7. Demostrar que no existe ninguna légica modal normal
cuyos marcos son los marcos con dominio infinito.

8.8. Demostrar que, para cada niimero natural n, no existe nin-
guna 16gica modal normal cuyos marcos son los marcos con exac-
tamente n elementos.

Para los ejercicios que vienen a continuacién necesitaremos
las nociones siguientes:

Dado un marco (M,R) y un indice u € M, decimos que un
indice v € M es un R-predecesor de u si y sélo si vRu.

Un drbol es un marco (M,R) tal que:

i) existe uy € M sin R-predecesores,

ii) para cada u € M existe un nimero natural n tal que ugR"y,

iii) todo indice u € M diferente de u, tiene un tnico R-prede-
Cesor.

Observemos que un arbol es un marco irreflexivo e intransiti-
vo (para cada u,v,w € M si uRv y vRw entonces no uRw).

Una rama finita en un arbol (M,R) es una funcién f de un seg-
mento inicial propio no vacio del conjunto de los niimeros natura-
les en M tal que para cada n € dom(f), si n # 0, f(n-1)Rf(n), y el

elemento maximo de dom(f), m, es tal que f(m) no tiene R-suceso-

res. Una rama infinita es una funcién f del conjunto de los niimeros
naturales en M tal que para cada niimero natural n, f(n) Rf(n+1).
Evidentemente todo 4rbol tiene ramas.

A todo arbol podemos asociarle un nuevo marco, el obtenido
relacionando ademds cualquier indice consigo mismo. A los mar-
cos obtenidos de este modo los llamaremos drboles reflexivos. De
modo parecido, a todo drbol podemos asociarle un nuevo marco,
aquel cuya relacién es la menor relacién transitiva que incluye a la
relacién del drbol. Los marcos obtenidos de este modo se llamaran
drboles transitivos. Si la relacion de un drbol transitivo 12 extende-
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mos relacionando cada indice consigo mismo, obtenemos lo que
llamaremos un drbol reflexivo y transitivo.

Decimos que un marco (M,R) estd generado por un indice si
existe un indice u € M tal que para todo v € M hay un nimero
natural n tal que uR"v.

Evidentemente todo submarco generado por un indice es un
marco generado por un indice, y viceversa.

Dado un marco (M,R) generado por un indice, digamos u,
consideremos el conjunto M* de todas las sucesiones finitas y no
vacias de elementos de M que empiezan por u, {(u,uy,..., U,), y
tales que para cada m con 1 £ m < n u,Ru,,; y uRu,. Definamos
en este conjunto’la relacién R* mediante:

(u,..., up) R* (u,..., up, up, ) siysélosi u,Rup,;.
Veamos un ejemplo: Si (M,R) es el marco de diagrama

)

/

“3'\/.111
u

el marco (M*,R*) tiene por diagrama:

: U (u,ug,ug,u,..., 0,y ,Up)

(u,up,uy,u,usz) ./Zu,ul,uz,u)
>’ (u,ug,u)
) N )
' {u).
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La técnica que acabamos de describir para obtener un
marco a partir de un marco generado por un indice se conoce
como la técnica del desenmarafiamiento ( unravellmg) Se debe
a H. Sahlqvist (H. Sahlqgvist [1975]).

8.9. Dado un modelo (M,R.,e) en un marco generado por u,
(M,R), consideremos el marco obtenido por desenmarafiamiento a
partir de (M,R) y la asignacién e* definida en €l por:

e*(p) = {{u,...,vp) € M*:v, € e(p)].
Demostrar que para cada férmula A ocurre que
e*(A) = {(u,...,vy) € M*: v, € e(A)}.

Y, por tanto, que en (M,R,e) y en (M* R*.e*) son vilidas exacta-
mente las mismas férmulas modales.

8.10. Demostrar que el marco obtenido por desenmarafiamien-
to a partir de un marco generado por un indice es un arbol.

8.11. Demostrar que todo marco generado por un indice es una
imagen p-mérfica del marco obtenido por desenmarafiamiento a
partir de €l, y por tanto imagen p-moérfica de un arbol.

8.12. Demostrar que la 16gica K esta caracterizada por la clase
de los drboles. Concluir que no existe ninguna sentencia de primer
orden en el lenguaje de tipo {R} verdadera en todos los irboles y
cuyos modelos sean precisamente los marcos de una légica modal
que extiende propiamente a K. Por tanto ni la asimetria, ni la anti-
simetria, ni la intransitividad, ni la irreflexividad son propiedades
que puedan caracterizar la clase de marcos de una l6gica modal.

8.13. Demostrar que la l6gica K4 estd caracterizada por la -
clase de los ‘drboles transitivos. Sug.: Utilizar la técnica del desen-
marafiamiento.

8.14. Demostrar que la 16gica KT estd caracterizada por la
clase de los 4rboles reflexivos. Sug.: Utilizar la técnica del desen-
marafiamiento.

8.15. Demostrar que la 16gica KD estd caracterizada por la
clase de los drboles con todas sus ramas infinitas.

8.16. Demostrar que la 1égica KT4 estd caracterizada por la
clase de los arboles reflexivos y transitivos. Y que la légica
KT4D lo esta por la clase de los arboles transitivos y reflexivos
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con todas sus ramas infinitas. Sug.: Utilizar la técnica del desen-
maraiiamiento. ‘
8.17. Demostrar que la légica GL esta caracterizada por la
clase de los drboles transitivos finitos.
8.18. Demostrar que, para todo marco (M,R) y todo marco
(N,S) con M < N, (M,R) es un submarco generado de (N,S) si y
s6lo si la funcién identidad { de M en N es un p-morfismo.




CAPITULO 9

CLASES DE MARCOS DEFINIBLES
EN PRIMER ORDEN

En este capitulo, en el primer apartado, vamos a estudiar qué
condiciones debe cumplir una clase de marcos caracterizada por
una férmula modal (es decir, cuyos elementos son todos los mar-
cos en los que cierta férmula modal es vélida) para que sea defini-
ble mediante una sentencia o un conjunto de sentencias del len-
guaje de primer orden con igualdad y un tnico relator diddico R.
Después .estudiaremos el mismo tipo de problema pero para las
clases de marcos de 16gicas modales normales cualesquiera. En un
capitulo posterior estudiaremos el problema inverso.

En el segundo apartado probaremos el teorema de K. Fine, que
afirma que toda légica normal completa con su clase de marcos
cerrada bajo equivalencia elemental es canénica.

1. Diremos que una clase de marcos C -es una clase EC o ele-
mental si y s6lo si existe una sentencia de primer orden, G, en el
lenguaje de tipo de semejanza {R} (R un relator diddico) tal que

= {{(M,R): (M,R) |= G}

Diremos que una clase de marcos C es una clase EC, 0 A-ele-
mental si y s6lo si existe un conjunto I" de sentencias de primer
orden en el lenguaje de tipo de semejanza {R} tal que C = {{M,R):
(MR) |=T}.

Diremos que una clase de marcos C es una clase ECy 0 3-ele-
mental si 'y s6lo si es una unién de clases elementales.

Diremos que una clase de marcos C es una clase ECgy 0 SA-
elemental siy s6lo si es una unién de clases EC,.

Dos marcos son elementalmente equivalentes si y s6lo si en
ellos son verdaderas exactamente las mismas sentencias del len-
guaje de primer orden de tipo de semejanza {R}.

Una clase de marcos es definible por una férmula modal, A si
es la clase de marcos de A, C(A).

[129]
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Recordemos que dos marcos isomorfos son elementalmente
equivalentes y que todo marco es elementalmente equivalente a
cualquier ultrapotencia de si mismo.

En la terminologia empleada, la letra griega X corresponde a la
unién y la letra A a la interseccién. Es facil ver que una clase EC,
es la interseccion de una coleccién de clases elementales.
Podriamos en principio seguir definiendo nuevos tipos de clases,
clases AZ, AXA, XAZA, etc. Ahora bien, como veremos a conti-
nuacion, todas estas clases se reducen al caso XA.

Todas las definiciones anteriores son un caso especial, para el
lenguaje de primer orden con igualdad y un tnico relator diadico,
de nociones que pueden definirse para todo lenguaje de primer
orden. Los resultados de este capitulo que no mencionan férmulas
modales son completamente generales. Aunque formulados para
el lenguaje que nos ocupa, valen para todo lenguaje de primer
orden. El siguiente es uno de los de este tipo.

PROPOSICION 9.1: Una clase de marcos C es ECyy siy sélo
si estd cerrada bajo equivalencia elemental.

Prueba: Supongamos que C es una clase de marcos ECy,.
Entonces C es.una unién de clases EC,. Las clases EC, estdn ce-
rradas bajo equivalencia elemental. Por tanto lo estd también la
clase C.

Por otra parte, si C es una clase de marcos cerrada bajo equi-
valencia elemental, sea para cada marco (M,R) perteneciente a C,
C({M,R)), la clase de todos aquellos marcos elementalmente equi-
valentes a {M,R). Entonces C < U{C((M,R)): (M,R) € C}.
Ademds, si (M,R) € U{C((M,R)): (M,R) € C}, entonces (M,R) es
elementalmente equivalente a algin (M',R') € C, y por consi-
guiente (M,R) € C. Por tanto C = U{C((M,R)): (M,R) € C}.
Puesto que cada C({(M,R)) es una clase EC, (es la clase de marcos
modelo de la teoria de primer orden de (M,R)), C es una clase ZA-
elemental i

Cualquier clase que definamos iterando uniones e interseccio-
nes de, en ultimo término, clases elementales es una clase cerrada
bajo equivalencia elemental y por tanto ECyy.

Es obvio que toda clase elemental es Z-elemental y A-elemen-
tal, y que toda clase ECg es ECy, y toda clase ECy es ECs,.
Ademds, toda clase ECyy es EC,5, lo cual puede demostrarse ape-
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lando a la ley distributiva para uniones (posiblemente infinitas) de
intersecciones (posiblemente infinitas). De este modo es facil ver
que en general, para lenguajes de primer orden cualesquiera, una
clase de estructuras definida iterando uniones e intersecciones de
clases (posiblemente vacias) elementales, o es EC, o EC,, 0 ECy;,
0 ECy, y no hay mis posibilidades. Tenemos pues la siguiente si-
tuacion: '

EC
2% <

ECE EC A

Q |
ECy,| 7

Para lenguajes de primer otden cualesquiera, las inclusiones en el
otro sentido no son ciertas. Para cierto tipo de clases esta jerarquia
puede reducirse. Las préximas proposiciones van a proporcionar-
nos la informacién necesaria. Primero enunciemos una serie de te-
oremas generales (valen para cualquier lenguaje de primer orden)
que vamos a necesitar.

PROPOSICION 9.2: Si una clase de marco, es EC, y ECs es EC.

Prueba: Supongamos que C es una clase de marcos EC, y
EC;. Entonces su complemento es EC,. Sean pues I'j y T'; con-
juntos de sentencias tales que C es la clase de marcos modelo de
I'; y también es la clase de marcos que no son modelo de T,.
Entonces el conjunto I'; W I', es insatisfactible. Por el teorema de
compacidad existe un subconjunto finito, A, de este conjunto, in-
satisfactible. Sea G, la conjuncién de las sentencias pertenecientes
a A que pertenecen a I'}, y sea 6, la conjuncién de las sentencias
que pertenecen a A y a I',. Entonces C es la clase de marcos mo-
delo de 6.1 o

TEOREMA 9.3: i) Una clase de marcos es EC si y sélo si estd
cerrada bajo formacién de ultraproductos y equivalencia ele-
mental.

ii) Una clase de marcos es EC si 'y sélo si tanto ella como su
complemento estdan cerrados bajo formacion de ultraproductos y
equivalencia elemental.
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Prueba: i) Si una clase de marcos es EC, es inmediato que
estd cerrada bajo ultraproductos y equivalencia elemental. Por otra
parte, supongamos que C es una clase de marcos cerrada bajo ul-
traproductos y equivalencia elemental. Consideremos el conjunto
de sentencias

I' = {o: para todo (M,R) € C (M,R) |=c}.

Entonces C = {{M,R): (M,R) es modelo de I'}. Demostrémoslo.
Dada la definicién de T, lo dnico que debemos demostrar es que
todo modelo de I" pertenece a C. Supongamos que M = (M,R) es
un modelo de T". Consideremos la teoria de primer orden de M,
Th(M). Entonces:

a) Th(M) es finitamente satisfactible en C (cualquier subcon-
junto finito de la misma tiene un modelo perteneciente a C): Si A
=.{0},..., G4} es un subconjunto finito de Th(M) y no tiene nin-
gin modelo en C, tenemos que la férmula (—o, v ... Vv —=0G,) per-
tenece a I', y por tanto alguna sentencia perteneciente a A es falsa
en M, y esto es imposible.

b) M pertenece a C: Consideremos el conjunto

I={A: A esun subconjunto finito de I'}

Escojamos para cada A € 1, M, € C modelo de A, que existe por
a). Consideremos para cada sentencia ¢ perteneciente a Th(M), el
subconjunto de I
| .
ct={Ael:ce A)].

Entonces, el conjunto {6*: 6 € Th(M)} tiene la propiedad de las
intersecciones finitas. Por el teorema del ultrafiltro existe un ultra-
filtro, U, sobre I que incluye a dicho conjunto. Consideremos el
ultraproducto de la familia de marcos {Mj,: A € 1} respecto al ul-
trafiltro U. Puesto que para cada ¢ € Th(M) ¢* € U, tenemos
que cada 6 € Th(M) es verdadera en el ultraproducto. Asi, el ul-
traproducto y M son elementalmente equivalentes. Puesto que C
estd cerrada bajo ultraproductos y equivalencia elemental, M per-
tenece a C. A
ii) Se sigue de i) y 9.2.1
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TeEOREMA 9.4 (Keisler, Shelah): Dos marcos son elemental-
mente equivalentes si'y s6lo si poseen ultrapotencias isomorfas.
Prueba: Ver Chang y Keisler [1973], teorema 6.1.15, p. 319.1

TEOREMA 9.5 (Keisler): i) Una clase de marcos es EC, siy
solo si estd cerrada bajo formacién de ultraproductos e imdge-
nes isomorfas y su complemento lo estd bajo la formacion de ul-
trapotencias.

il Una clase de marcos es elemental si y solo si tanto ella
como su complemento estdn cerrados bajo formacion de ultra-
productos e imdgenes isomorfas.

Prueba: i) Usando los teoremas 9.4 y 9.3. ii) Por i) y 9.2. Se
deja al lector la tarea de completar la prueba.l

PROPOSICION 9.6: i) Si una clase de marcos estd definida por
una sentencia universal de segundo orden en el lenguaje de tipo
de semejanza {R) ,y es EC, , entonces es EC.

i) Si una clase de marcos es ECg, y estd definida por una
sentencia universal del lenguaje de segundo orden de tipo de se-
mejanza {R}, entonces es ECs.

Prueba: Supongamos que C es una clase de marcos definida
por una sentencia universal de segundo orden (sentencia IT}) en
el lenguaje de tipo de semejanza {R}. Por comodidad supongamos
que iinicamente tiene variables de segundo orden de conjunto.
Supongamos que esta sentencia es VX;...X;, ¢, donde en ¢ no hay
variables de conjunto cuantificadas. Supongamos ademis que la
clase es EC4. Sea I una coleccién de sentencias de primer orden
tal que

C = {((M;R): (M;R) |=T'}.

Entonces I" |=, VX,...X,, ¢ (J=, .indica consecuencia en segundo
orden). Puesto que las variables X,,..., X, no ocurren en las férmu-
las de T, si las reemplazamos en ¢ por los simbolos de predicado
Py,..., P, , y llamamos ¢* al resultado, tenemos que I" |= ¢*.. Por el
teorema de compacidad existe un conjunto de sentencias A < I" fi-
nito tal que A |= ¢*. Puesto que P;...., P, no ocurren en las fé6rmu-

las de A tenemos que A |[= VX;..X, ¢. Si 6 es la conjuncién de
las sentencias pertenecientes a A, tenemos que
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C = {(M,R): (M,R) [= G},

y por tanto que es EC.
ii) Se deja como ejercicio para el lector.l

COROLARIO 9.7: Toda clase de marcos EC, definible por una
formula modal es EC. Y toda clase de marcos ECs, definible por
una formula modal es ECy .

Prueba: Si C es definible por una férmula modal lo es por una
sentencia universal de segundo orden (ver capitulo 4).1

Por tanto, para clases de marcos caracterizadas por sentencias
de segundo orden universales, la jerarquia anterior se convierte en:

EC

N
EC;

Para clases de marcos definibles por férmulas modales tene-
mos que estas dos posibilidades se reducen a una sola.
Demostraremos que toda clase de marcos caracterizada por una
férmula modal que sea ECy es EC. Puesto que toda clase de mar-
cos que sea ECy y EC, es EC, bastard demostrar que toda clase
de 'marcos caracterizada por una férmula modal que sea ECy es
EC,.

LEMa 9.8: Toda clase de mazl'cos XA-elemental, cerrada bajo
submarcos generados y uniones disjuntas es ECy .

Prueba: Si C es ZA-elemental estd cerrada bajo equivalencia
elemental, y por tanto bajo isomorfismos y ultrapotencias. Por
tanto, por el lema de Goldblatt (Corolario 8.20), al estar cerrada
bajo uniones disjuntas y submarcos generados, estd cerrada bajo
ultraproductos. Ademds, puesto que el complementario de C estd
también cerrado bajo equivalencia elemental, lo estd bajo ultrapo-
tencias. Por tanto por el teorema 9.5 la clase C es EC, B

COROLARIO 9.9: Toda clase de marcos ECs que séa la clase
de marcos de una légica normal es EC.
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Prueba: Toda clase ECy es ECs,. Y toda clase de marcos que
sea la clase de marcos de una 16gica normal esté cerrada bajo sub-
marcos generados y uniones disjuntas. Por tanto puede aplicarse el
lema 9.8. Puesto que toda clase ECs y EC, es EC, tenemos lo de-
seado.l : ‘

Para las clases de marcos caracterizadas por una férmula
modal sélo hay pues dos posibilidades, o son elementales o son
esencialmente de orden superior, es decir, no son de ninguna ma-
nera definibles en términos de sentencias de primer orden del len-
guaje en tipo de-semejanza {R}. Para las clases de marcos de las
l6gicas normales no finitamente axiomatizables hay tres posibili-
dades, o son elementales, o A-elementales, o esencialmente de
orden superior. El problema que inmediatamente se plantea es el
de caracterizar aquellas férmulas modales cuya clase de marcos
asociada es elemental. La respuesta nos la proporcionan los teore-
mas 9.12 y 9.13, el primero debido a Goldblatt y el segundo a Van
Benthem. El teorema de Goldblatt es basicamente un caso particu-
lar de un teorema para la 16gica de segundo orden que demostrare-
mos en primer lugar.

TEOREMA 9.10: Toda clase de marcos caracterizada por una
sentencia existencial de segundo orden (L)) estd cerrada bajo
Jformacion de ultraproductos.

Prueba: Supongamos que C es una clase de marcos caracteri-
zada por una sentencia existencial de segundo orden, 3X,... X, ¢
(en ¢ no hay ninguna variable de segundo orden cuantificada).
Suponemos por comodidad que las variables de segundo orden
que aparecen en la sentencia son variables de conjunto.
Consideremos una familia cualquiera de marcos {(M;R;):ie 1)y
un ultrafiltro U sobre I. Sean, para cada i € 1, )_(li,..., X1 subcon-
juntos de M; tales que (M, R;) |= ¢ [X{,..., Xi]. Sustituyamos en
la férmula ¢ las variables de conjunto Xj,...,X,, por simbolos de
predicado nuevos Q;,...,0Q, respectivamente. Sea ¢* la férmula re-
sultante. En el ultraproducto respecto a U de la familia de estruc-
turas ((M;, R;, X1,..., X1: i€ I), la férmula ¢" es verdadera. Por
tanto, en dicho ultraproducto es verdadera la sentencia 3X;... X,
¢, y puesto que tal ultraproducto es una expansién del ultraproduc-
to TTy; (M;,R;), tenemos que la sentencia 3X;... X, ¢ es verdadera
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(al no contener los signos Q;,..., Q) en Iy (M;,R;). Por tanto este
ultraproducto pertenece a C.1

TEOREMA 9.11: Una clase de marcos carcterizada por una
sentencia universal de segundo orden es una clase elemental si y
s6lo si estd cerrada bajo la formacién de ultraproductos.

Prueba: Si la clase es elemental, es inmediato, por el teorema
de X.os, que estd cerrada bajo ultraproductos. Por otra parte, si estd
cerrada bajo la formacién de ultraproductos, puesto que su com-
plemento est4 caracterizado por una férmula existencial de segun-
do orden (la clase lo estd por una férmula universal), estd cerrado
bajo la formacién de ultraproductos. Ademads, puesto que la clase
estd caracterizada por una férmula de segundo orden, tanto ella
como su complemento estan cerrados bajo isomorfismo. Por tanto,
por el teorema 9.5 de Keisler, la clase es EC.1

TEOREMA 9.12 (Goldblatt): La clase de marcos de una formu-
la modal es elemental si 'y solo si estd cerrada bajo ultraproduc-
tos,.. . _

Prueba: Se.sigue del teorema anterior puesto que toda clase de
marcos definible por una férmula modal lo es por una férmula
universal de segundo orden (ver capitulo 4).1

TEOREMA 9.13 (Van Benthem): La clase de marcos de una
formula modal es elemental si y sélo si estd cerrada bajo ultra-
potencias. l

Prueba: Sea A una férmula modal y C(A) su clase de marcos
asociada. Si C(A) es elemental, estd obviamente cerrada bajo
equivalencia elemental y por tanto bajo ultrapotencias. Si/C(A)
estd cerrada bajo ultrapotencias, como, ademds, al estar caracteri-
zada por una férmula modal, estd cerrada bajo submarcos genera-
dos, uniones disjuntas e imdgenes isomorfas, por el lema de
Goldblatt tenemos que estd cerrada bajo ultraproductos. Por otra
parte, el complemento de C(A) estd cerrado bajo ultraproductos,
puesto que para cada familia ((M;,R;): i € I) de marcos pertene-
cientes al complemento de C(A), el conjunto {i € I: (M;,R;) |= A},
que es vacio, no pertenece a ningiin ultrafiltro sobre I. Por tanto,
puesto que tanto C(A) como su complemento estan cerradas bajo
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isomorfismo, por el teorema de Keisler obtenemos que la clase
C(A) es elemental.l

COROLARIO 9.14 (Van Benthem): Para toda clase de marcos
C definible por una férmula modal los siguientes enunciados son
equivalentes:

i) Ces EC.

il) Ces ECy.

iiiy Ces EC,.

iV) Ces ECZA

v) C estd cerrada bajo ultraproductos

vi) C estd cerrada bajo ultrapotencias.
vil) C estd cerrada bajo equivalencia elemental.

Prueba: Por los corolarios 9. 9, 9.10 y 9.12 tenemos que los
enunciados i)-iv) son equivalentes. El teorema de Goldblatt esta-
blece la equivalencia de i) y v); el teorema de Van Benthem, la de
i) y vi). La proposicién 9.1 nos dice que iv) y vii) son equivalen-
tes.k

Podemos plantearnos ahora el problema dé caracterizar aque-
llas 16gicas cuya clase de marcos es definible en primer orden. Lo
primero que tenemos es una variante del teorema 9.13.

TEOREMA 9.15 (Goldblatt) Para toda légica normal L, la
clase de marcos de L es EC\ st y solo si estd cerrada bajo ultra-
productos.

Prueba: Si la clase de L—marcos_es EC,, por el teorema de Los
tenemos que estd cerrada bajo ultraproductos. Por otra parte, su-,
pongamos que la clase de los L-marcos esté cerrada bajo ultrapro-
ductos. Para demostrar que es EC, utilicemos el teorema de
Keisler (9.5 i)). Puesto que la clase en cuestién es la clase de mar-
cos de una légica, estd cerrada bajo imigenes isomorfas. Veamos
que su complemento estd cerrado bajo ultrapotencias.
Supongamos que M es un marco que no es un L-marco. Sea, pues,
A un teorema de L que no es vilido en M. Por el corolario 8.18, A
no es vilida en ninguna ultrapotencia de M. Por tanto ninguna ul-
trapotencia de M pertenece a la clase de los L-marcos. Por el teo-
rema de Keisler, la clase de los L-marcos es ECy 1
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CoRrOLARIO 9.16 (Goldblatt): Para toda légica normal los si-
guientes enunciados acerca de su clase de marcos son equivalen-
tes:

i) es EC,,

ll) ées ECZA'
iii) estd cerrada bajo ultraproductos,
iv) estd cerrada bajo ultrapotencias.

Prueba: Puesto que la clase de marcos de una légica estd ce-
rrada bajo uniones disjuntas y submarcos generados, por el lema
9.8 tenemos la equivalencia entre i) y ii). El teorema anterior nos
da la equivalencia entre i) y iii). Por dltimo, claramente, i) implica
iv). Por otro lado, iv) implica i), puesto que si la clase de marcos
estd cerrada bajo ultrapotencias, al estar cerrada bajo uniones dis-
juntas, submarcos generados e imdgenes isomorfas, por el lema de
Goldblatt (Corolario 8.20), estd cerrada bajo ultraproductos Por
tanto por el teorema anterior es ECy.1

Este resultado no puede mejorarse. Existe una légica cuya
clase de marcos es EC, pero no es EC. Y, por tanto, cuya clase de
marcos no es la clase de marcos de ninguna férmula modal.
Veamos un ejemplo de l6gica con estas propiedades debido a Van
Benthem (Van Benthem [1976] ).

Consideremos la 16gica normal L con el siguiente conjunto de
axiomas '

{00L - O+l l:in21)

Entonces:
a) Para cadan > 1, O]l — [n+1 | es vélida en un marco si y
s6lo si en €l es verdadera la sentencia de primer orden i

Vx (dy (Rtxy A =3z Ryz) = Vy (Ry — —dz Ryz)).

b) La clase de los marcos modelo del conjunto de sentencias
de primer orden

= {Vx (dy (R "xy A =3z Ryz) —
Vy (Rnxy — —3z Ryz)):n 21},

que es la clase de los L-marcos, no es EC.



CLASES DE MARCOS DEFINIBLES EN PRIMER ORDEN 139

i

El lector puede demostrar a). Para demostrar b), consideremos
los marcos siguientes: Definamos para cada mimero natural n > 1,
el marco (M,,R,)) tal que:

M, = {m: m<2n+1}

R,= {((mm+1):0<m<n-1} v
{{0O,n+1)} U {{m,m+1): n+1 <m < 2n}.

El diagrama de (M ,R,) es:
Ny !
27 |
. 1/
0 /
\\\
n+1
\
n+2‘
2n

2n+1

Es fécil ver que para cadan > 1y cada m > 1 distinto de n
(M,,R,) |= Vx (Jy (RMmxy A -3z Ryz) >
Yy (Rmxy — —3z Ryz ))

M,,R,) = Vx Ty (RPxy A =3z Ryz) — -
Vy (R"xy — —3z Ryz)),
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(la férmula Jy (R"xy A —3Jz Ryz) — Vy (R%y — —3Jz Ryz) no es
satisfecha por 0). ‘

Si la clase de marcos modelos de A fuese EC, seria definible
mediante una sentencia de primer orden. Pero entonces lo seria,
gracias al teorema de compacidad, por una conjuncién finita de
sentencias pertenecientes a A. Pero los modelos construidos nos
muestran que esto es imposible.

El ejemplo anterior de Van Benthem permite obtener también
un ejemplo de clase de marcos ECy que no es EC. Para cadan = 1,
refirdmonos con ¢, a la sentencia

Vx (Ay (R"xy A —3z Ryz) — Vy(R"%y — —3z Ryz)).

Entonces la clase de marcos U{M(¢,): n = 1}, donde M(¢,) es la
clase de los marcos modelo de ¢, es ECy. Sin embargo no es EC.
Si lo fuese, existiria una sentencia de primer orden ¢ que seria
consecuencia de cada ¢,, y ademds su negacion seria consecuencia
del conjunto {—¢,: n =1}. Por compacidad, — ¢ seria consecuen-
cia de {—®y,..., = ¢,} para algin nimero n. Por tanto tendriamos
que {—dq,..., 70y} |= =,y . Ahora bien la unién disjunta de los
marcos (M;,R)),..., (M_,R,) es modelo de {— ¢y,..., = ¢,} y de

¢n+1'

2. Vamos a demostrar en este apartado el teorema de K. Fine,
que ya enunciamos en un capitulo anterior, y que afirma que toda
légica completa con su clase de marcos cerrada bajo equivalencia
elemental es candnica. Las nociones que introduciremos y uno de
los lemas nos permitirdn entender mejor ciertas nociones del capi-
tulo 12. Todo el contenido de este apartado se debe a K. Fine (K.
Fine [1975]).

Debe tenerse en cuenta que nuestra nocion de lgica candnica
y la de K. Fine no coinciden. Toda légica candnica en el sentido
de K. Fine lo es en nuestro sentido, pero no a la inversa.

Dado un lenguaje modal P de cardinalidad x, consideremos el
lenguaje de primer orden asociado de tipo de semejanza pp (ver
capitulo 4). Se dice que una pp -estructura (M,R, (P M), . ) €s
@-saturada si para cada nimero natural n, cada conjunto de fér-
mulas A cuyas variables libres estdn entre x,,..., x, , y cada ay,...,
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a, € M, ocurre que el conjunto de férmulas en el lenguaje que ob-
tenemos al afiadir las constantes nuevas aj,..., a,

A’ = {0ty Bi e Bt Olgnenes o) € A ),

si es finitamente satisfactible en (M,R, (PM), . ,21,..., ap), €8
también satisfactible. Nos van a interesar de hecho sélo estructu-
ras 2-saturadas, es decir, tales que lo que afirma la definicién ante-
rior se cumple para conjuntos de férmulas con a lo sumo dos va-
riables libres.

El siguiente es un teorema conocido de la teoria de modelos
de la 16gica de primer orden | '

TEOREMA 9.17: Toda estructura (M,R, (PM), _.) posee una
extension elemental w-saturada.

Diremos que una férmula modal es satisfactible en un modelo
si es verdadera en un indice del modelo.

Diremos que un conjunto de férmulas modales es satisfecho
por un indice u de un modelo si y sélo si toda férmula del conjun-
to es verdadera en u.

Diremos que un conjunto de férmulas modales es satisfacti-
ble en un modelo si y s6lo si existe un indice del modelo en el que
es verdadera toda férmula del conjunto.

Diremos que un conjunto de férmulas modales es finitamente
satisfactible en un modelo si y sélo si todo subconjunto finito del
mismo es satisfactible en el modelo.

Un modelo (M,R,e) es modalmente 1-saturado si y sélo si
todo conjunto de férmulas modales finitamente satisfactible en el
mismo es satisfactible en él.

Un modelo (M,R,e) es modalmente 2-saturado siy s6lo si
para todo u € M y para todo conjunto A de férmulas modales tal
que para cada subconjunto finito ¥ de A existe w € M tal que w
satisface £ y uRw, existe un indice v € M tal que uRv y en el que
es satisfecho el conjunto A.

Un modelo {M,R,e) es modalmente saturado si y s6lo si es
modalmerite 1-saturado y modalmente 2-saturado.

LEMA 9.18: Todo modelo 2-saturado es modalmente saturado.
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Prueba: Supongamos que M = (M,R, (PM), _ ) es 2-satura-
do. Entonces:

a) M es modalmente 1-saturado: Sea A un conjunto de fér-
mulas modales finitamente satisfactible en M (recordemos que
toda p,-estructura puede verse como un modelo modal). Conside-
remos el conjunto de férmulas {A*(x,): A € A} (A*(x,) es la tra-
duccién de A al lenguaje de primer orden de tipo p,). Este conjun-
to es finitamente satisfactible en M, y por tanto (l\g es 2-saturado)
satisfactible en M, digamos por u € M. Entonces toda férmula de
A es verdadera en u, y por tanto A es satisfactible en M.

b) M es modalmente 2-saturado: Sea u € M. Supongamos que
A es un conjunto de férmulas modales tal que para cada subcon-
junto finito del mismo existe un indice w € M tal que satisface el
conjunto y uRw. Entonces el conjunto de férmulas de primer
orden

{Rilx,) U {A*(x,): A,e A)

es finitamente satisfactible en (M,R, (PM), ., u), y al ser M 2-
saturado, es satisfactible en (MR, (P¥),, ., u). Supongamos que
es satisfecho por v. Entonces uRv, y A es satisfecho por v.1

Dado un modelo (M,R e) la teorfa modal del mismo es el con-
junto de férmulas:

T((M,Re)) = {A: A es vélida en (M,R.e)}.

LEMA 9.19: Para todo modelo modalmente saturado M =
(M,R,e) existe un p-morfismo del marco (M,R) en el marco del
modelo candnico de la légica L((M,R)) tal que su recorrido es el
conjunto de los conjuntos maximales y L({(M,R))-consistentes que
incluyen a la teoria modal de M.

. Prueba: Definamos la funcién f de M en el dominio del mode-
lo canénico My, de la 16gica L = L((M,R})), por:

paracadaue M, f(u) = {A: u e e(A)}.
Esta funcién estd bien definida pﬁes para cada u € M el conjunto

{A:u € e(A)} es un conjunto maximal L((M,R))-consistente que
incluye a T,,(M). Veamos que es el p-morfismo buscado.
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a) El recorrido de f es el conjunto de los conjuntos maxirales
y L({M,R))-consistentes que extienden a T,,(M): Supongamos que
% es uno de estos conjuntos. Entonces ¥ es finitamente satisfacti-
ble en M. Si no lo fuese, al estar cerrado bajo conjunciones, existi-
ria una férmula A € X falsa en todo indice u € M, y entonces —A
€ %, y % no serfa consistente. Puesto que M es modalmente satu-
rado X es satisfactible en M, digamos por v € M. Entonces f(v) =
z. . o
b) Es un p-morfismo: i) si uRv, entonces f(u)R; f(v), pues para
toda férmula A, si [JA € f(u), u € e(CJA), con lo que v €'e(A), y
por tanto A € f(v). ii) si f(u)R; X, tenemos que {0A: A €X } o
f(u). Por tanto, puesto que X estd cerrado bajo conjunciones, todo
subconjunto finito de T es satisfactible en algun indice w tal que
uRw. Al ser M modalmente saturado, existe v € M tal que uRv y
¥ es satisfecho por v. Entonces f(v) = Z.1

TEOREMA 9.20 (K. Fine): Si L es una légica normal completa
y su clase de marcos estd cerrada bajo equzvalencza elemental,
entonces es canénica.

Prueba: Por comodldad supongamos que el lenguaje de L es
numerable. Para otras cardinalidades la prueba es similar. Sea
{Ap: n € ®} una enumeracién de las férmulas que no son teore-
mas de L. Entonces, al ser L completa, existe para cada n un L-
marco (M,,R,,), una asignacion en él e,, y un indice u, € M, tales
que A, es falsa en u,. Consideremos la unién disjunta de los mo-
delos (M,R,e,). Llamémosla M. Entonces el marco de la unién
disjunta es un L-marco, y T,,(M) = L, pues todas las férmulas que
no son teoremas de L son falsas en algin indice de M. Por tanto la
16gica del marco de la unién disjunta es L. Sea ahora M' una ex-
tensién elemental m-saturada de M. Puesto que la clase de los L-
marcos estd cerrada bajo equivalencia elemental, M' es un L-
marco. Por otro lado, M y M' tienen la misma teoria modal al ser
elementalmente equivalentes en el lenguaje de primer orden de
tipo de semejanza pp (donde P es el lenguaje de L). Por el lema
9.19 existe un p-morfismo f del marco de M' en el marco del mo-
delo canénico de la 16gica del marco de M, a saber L, cuyo reco-
rrido es el conjunto de todos los conjuntos de férmulas maximales
y L-consistentes que incluyen a la teorfa modal de M. Pero puesto
que la teoria modal de M es L, todo conjunto maximal L-consis-
tente incluye a la teoria modal de M, y de este modo f es un p-
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morfismo del marco de M' sobre el marco del modelo candnico de
L. Por tanto, puesto que el marco de M' es un L-marco, lo es el
marco del modelo canénico de L (las férmulas modales se preser-
van bajo imédgenes p-mdrficas). L es pues canénica.l

3. Vamos a estudiar en este apartado un ejemplo de l6gica fini-
tamente axiomatizable, candnica, completa, pero cuya clase de
marcos no es elemental. El ejemplo se debe a Kit Fine (K. Fine
[1975]).

La l6gica que estudiaremos tiene por axioma la férmula

Cp—(00(p A @) v OO A —)).

Vamos a llamar a esta l6gica KF, en honor de K. Fine. Para de-
mostrar que es candnica necesitamos algunos lemas previos.

Dado un conjuntd cualquiera de férmulas modales A, refira-
monos con A a la clausura de A bajo conjunciones. Con L1A al
conjunto {{JA: A € A}. Y con QA al conjunto {0A: A € A}.

LEMA 9.21: Para todo conjunto X de férmulas modales maxi-
mal KF-consistente, toda féormula B, y todo conjunto no vacio de
formulas A, si el conjunto 0CINACE, entonces

OMA U (BHSE o OOMNAU (—B))CXE.

Prueba: Supongamos que 0L]MA ¢ X. Supongamos ademds
que el conjunto OCI(A U {B}) no es un subconjunto de X. En tal
caso, o OCIB ¢ X, o existe algin n y Aj,...,A, € A tales que
O0OI(AA ... A Ay A B) ¢ %. Supongamos que se da el primer caso.
Entonces, si A es una conjuncién de férmulas pertenecientes a A,
tenemos que OLI(A A B) ¢ X, pues en caso contrario, puesto que
la formula 0CJ(A A B)—Q[IB es un teorema de la I6gica K, 0CIB
perteneceria a . Como que {CJA € X (por la suposicién), tene-
mos por el axioma de KF que 0CI(A A B) v 0CJ(A A —B) € X. Por
tanto 0CJ(A A —B) € X. Por tanto, en el primer caso tenemos que
00O0NMA U {—B}) < Z. En el segundo caso podemos razonar de
modo parecido.i '
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LEMA 9.22: Si {A;: 1 € 1} es una coleccion de conjuntos de
formulas ordenado totalmente por inclusién, entonces todo con-
junto de formulas ¥ con la propiedad de que para cada i € I el
conjunto OCINA; C X, verifica que

0OMNUje 1 A) S E
Prueba: Es obvio.l

LEMA 9.23: Todo marco (M,R) que verifique la condicion

(*) Vxye M(xRy — Jze M(xRz A Yuve M(zZRuA zZRv - u=v
A YRV)) es un KF-marco.

Prueba: Supongamos que (M,R) es un marco que verifica la
condici6én (*). Supongamos$ que e es una asignacién en (M,R).
Supongamos ademas que OCp es verdadera en u y que el conse-
cuente del axioma de KF es falso en u (todo ello para la asigna-
cién e). Puesto que OUlp es verdadera en u, sea v tal que uRv y -
Vwe M(VRw — w € e(p)). Al ser el consecuente falso en u tene-
mos que

Vte M(uRt —» Jse M(tRs A (s ¢ e(p) Vs & e(q))))‘

Vte M(uRt — Jse M(tRs A (s ¢ e(p) Vs € e(q))))
Puesto que uRv, sea, por (¥), z tal que uRz y

Vrte M(zRr AZREST=1A vRt)

Séan ademas s y s; tales que zRs, (s ¢ e(p) V s'& e(q)), zRs;, y
(s; € e(p) Vv s; € e(q)). Entonces s = s; y vRs. Por tanto, s € e(p),
y por consiguiente s tanto pertenece como no a e(q), y esto es ab-
surdo. Concluimos pues que el axioma de la l6gica KF es vilido
en el marco.l

PROPOSICION 9.24: La légica KF es candnica y, por tanto,
completa.

Prueba: Veamos que en el marco candnico de KF vale la con-
dicién (*) del lema anterior. Supongamos que u,v € Mg y uRv.
Sea A = {A: [JA € u}. Razonemos por casos seglin que v tenga
Ryp-sucesores o no. "
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a) Si v tiene Rgg-sucesores, sea w tal que vRggw. Entonces, y
puesto que A € w; A es KF-consistente. No es dificil ver que
O0OJMA < u. Consideremos, usando el lema de Zorn, ur conjunto
maximal de férmulas T con la propiedad de incluir a A y tal que
OOAT < u. T resulta ser maximal KF-consistente (en caso contra-
rio,siAestalque A¢ I' y—-A ¢ T, entonces por el lema 9.21,
ONT U {A}) cuo N U {—A}) C u, pero en este caso I’
no es un conjunto maximal con la propiedad considerada). Por
tanto el conjunto (1" U {B: [JB € u} es KF-consistente. Sea t un
conjunto maximal y KF-consistente que lo incluye. Entonces u Rgg t
y LI' c t. Supongamos que tRggs y tRggr. Entonces 'csy I Cr.
Pero al ser todos estos conjuntos maximales y KF-consistentes,
son iguales. Por tanto, puesto que A c I', VRygs ¥ VRi#.

b) Si b no tiene Rgg-sucesores, se cumple trivialmente el con-
secuente de la condicién.l

Para demostrar que la 16gica KF no es elemental obtendremos -

un KF-marco con la propiedad de que ningiin submarco elemental
numerable (en el sentido de la 16gica de primer orden) del mismo
es un KF-marco. Entonces tendremos lo deseado, puesto que si
KF fuese elemental la clase de sus marcos estaria cerrada bajo
submarcos elementales.

Consideremos un ultrafiltro no principal V sobre el conjunto
de los mimeros naturales N. El conjunto

M=NiuVu (V]

es el dominio del marco. La relaciéon R del marco es la menor re-
lacién en M que cumple las condiciones:

1) Para cada X € V, VRX
ii) Paracadane N ycadaX e V,XRnsyssne X.

Asf, R es la inversa de la relacién de pertenencia en M (supone-
mos que la relacién de pertenencia no se da entre numeros natura-
les). El gréfico de R es:

1
\
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‘XO Xl X5 X3 D, TIPS D SR, ¢ v =V

\\ ;
Resulta que:

a) (M,R) es un KF-marco. |
b) Si {(M'R") es un submarco elemental de (M,R), entonces
i) Ve M
i) VnM'#£g
jiii) ParacadaX,Ye VN M' {ne N M:XRny YRn}
es infinito.

¢) Ningitin submarco elemental numerable de (M,R) es un KF-
marco.

Prueba de a): Sea e una asignacién cualquiera en (M,R).
Supongamos que u € M y que OTp es verdadera en u.
Consideremos los dos casos posibles: 1) u# V. Ental caso seav €
M tal que uRv y p es verdadera en todos sus R-sucesores. Puesto
que u # V, y u tiene un R-sucesor, u € V y v € u. Entonces, v no
tiene R-sucesores. Por tanto, la férmula (p A q) es verdadera en
todo R-sucesor de v, y por consiguiente la férmula ¢CI(p A q) es
verdadera en u.

2) u = V. Sea, como antes, v € M tal que uRv y p es verdadera
en todos sus R-sucesores. Entonces tenemos que ve Vy v c e(p)
(los elementos de v son precisamente sus R-sucesores). Por tanto,
al ser V un ultrafiltro, e(p) "N pertenece a V, y ademds e(q) "N
€ VoN -e(g) € V. En el primer caso tenemos que v' = e(p) N
e(q) "N e V, y por tanto que la férmula CI(p A q) es verdadera en
v' y VRV'. Por consiguiente, OCJ(p A q) es verdadera en u. En el
segundo caso tenemos que el conjunto v"' = e(p) "N N (N - e(q))
€ V, y por tanto que v" < e(p) N e(—q). Asi, la férmula Cl(p A
—q) es verdadera en v" y VRv". Por tanto 0CJ(p A —q) es ver-
dadera en u.
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Prueba de b) : i) La férmula Jyz (Rxy A Ryz) es satisfecha en
(M,R) dnicamente por V. ii) La férmula Jy Rxy es satisfecha en
(M,R) por V. iii) Para cada n € N, la férmula 3x;... x, (M gigien X; #
XA Rxx; A Rxx;) es satisfecha por cada X,Y € V.

Prueba de c). Supongamos que (M'R") es un submarco ele-
mental de (M,R) numerable. Sea {X,: n € a} una enumeracién de
V N M' (donde o es N o un segmento inicial de N). Definamos
dos secuencias infinitas de elementos de X, " M', {(a;:n € ) y
(by:n € o) tales que

l)Paracadane ® a e X,yb, e X,
2)Paracadane o a,#b,

3) Paracadane wycadam<n a, yb, son diferentes de a
y de by,.

La definicién de las secuencias puede realizarse por recursion uti-
lizando ii) y el hecho de que el ultrafiltro es no-principal. Sea e
una asignacién en (M',R") tal que e(p) =X, " M'y e(q) ={a:n€
o}. Entonces, dado X € V n M/, tenemos que, para algin n, X =
X,. Pero, puesto que b, € X, y b, ¢ e(q), tenemos que LI(p A q)
esfalsaen X,yyaquea,e X, y a, ¢ e(—q ), tenemos que [I(p
A —q) es falsa en X. Por tanto, tanto 0CI(p A g) como ¢UI(p A —q)
son falsas en V. Ahora bien, 0Clp es verdadera en V, puesto que X,
pertenece a V y e(p) = X, M.

EJERCICIOS

9.1. Demostrar que las inclusiones de las que se habla antes de
la proposicién 9.2. son propias. Pensar en la clase de marcos fini-
tos y en la clase de marcos infinitos.

9.2. Demostrar ii) del teorema 9.3.

9.3. Demostrar el teorema de compacidad utilizando ultrapro-
ductos. Dado un conjunto X de sentencias de un lenguaje de pri-
mer orden finitamente satisfactible, demostrar que X és satisfacti-
ble obteniendo a partir de modelos de los subconjuntos finitos de
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% un ultraproducto de los mismos modelo de X. Tener en cuenta la
prueba de i) del teorema 9.3. ‘

9.4. Demostrar el teorema 9.5.

9.5. Demostrar ii) de la proposicidn 9.6.

9.6. Encontrar una sentencia universal de. segundo orden tal
que los marcos modelo de la misma sean los marcos finitos.
Piénsese en la caracterizacion siguiente de la finitud: Un conjunto
es finito si y s6lo'si no es biyectable con ningiin subconjunto pro-
pio. Concluir que hay clases de marcos caracterizados por una
sentencia universal de segundo orden que son ECy pero no EC.
Demostrar utilizando lo anterior que la clase de marcos finitos no
es la clase de marcos de ninguna férmula modal.

9.7. Demostrar a) del ejemplo que sigue al corolario 9.16, y
completar los razonamientos del resto de dicho ejemplo.

9.8. Consideremos el axioma de McKinsey, la férmula
[(J0p—0UIp. La clase de marcos de esta férmula no es de primer
orden. Para demostrarlo considérese el marco {M,R) con

={0jJu{mn=21l}u{n*:n=>21}uU
v{-n:n21}u {f: f:N-{0} - {0,1}}
={Ony:n=>1}u {((nn*:n=>1} U {{n,-n): n>1}
U {nFn*):n21} U {{-n,-n):n =1} U {{0,):
f: N-{0} — {0,1}} U {{f,-n): f: N-{0} — {0,1}.y f(n)=0}
U [{£.0%): £: N-{0) — {0,1} y f(n)=1}.

i) Demostrar que en este marco es vilido el axioma de
McKinsey. Dada una asignacién, demostrar que es verdadero en
los indices distintos de O no tiene dificultad. Para demostrar que es
verdadero en 0 hay que considerar una funcién f apropiada.

ii) Demostrar que la clase de marcos en los que es vilido el
axioma de McKinsey no es EC. Para ello considerar una subes-
tructura elemental numerable de (M,R), (M',R"), tal que el conjun-
to{0Jumn2l1}u{n*n=1} U {-n:n2=1} estd incluido en
M, que existe por el teorema de Lowenheim-Skolem descendente.
Sea, puesto que M' es numerable y el conjunto de funciones de N
en {0,1} tiene la cardinalidad del continuo, una funcién f de N en
- {0,1} tal que pertenece a M pero no a M'. Considérese una asigna-
cién e en (M',R") tal que :

e(p) = {n*: f(n) =1} L {-n: f(n) = 0}.
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Demostrar que en (M',R',e) [(10p es verdadera en 0, y 0Cp es falsa
en 0. Tener en cuenta que, si g es tal que para cadan, g(n) =0siy
sélo si f(n) = 1, entonces g ¢ M'. Para verlo encontrar una férmula
con tinicamente dos variables libres en el lenguaje de primer
orden de tipo de semejanza {R}, ¢(x,y), tal que para cadaabe M
(M,R) |= ¢(x,y)[a,b] siy sélo siay b son funciones y para cada n,
a(n) =0siysoélosib(n)=1.



CAPITULO 10
" ALGEBRAS MODALES

En el capitulo 3 hemos presentado las semanticas de marcos y
de modelos para-la légica modal sentencial. En este capitulo
vamos a presentar otra semdntica para la 16gica modal sentencial,
la semdntica algebraica, en la que las férmulas modales se inter-
pretan en las llamadas 4lgebras modales. El interés de las dlgebras
modales no se reduce al de ser las interpretaciones en una nueva
semdntica para la 16gica modal. Nos van a permitir responder a la
pregunta, relacionada con las cuestiones inversas a las tratadas en
el capitulo anterior, por las condiciones que debe cumplir una
clase de marcos para que sea caracterizable mediante una férmula
modal.

1. Un digebra modal normal es un tuplo
A=A, AV, *01,1)

donde (A, A, V, *,0,1) es un dlgebra de Boole y T es una operacién
monédica en A tal que paracadaabe A

i)tT(aab)=taAnth
i) t1=1.

A menudo, al hablar de 4lgebras modales normales, omitire-
mos el adjetivo normal, pero nos referiremos, a menos que diga-
mos lo contrario, a este tipo de dlgebras.

~ Dada un 4lgebra de Boole A, definamos la relacién <en A por

a<b siysélosianb=a.
Esta relaci6n es una relacién de orden parcial reflexivoen A y la
estructura (A, <) es un reticulo complementado y distributivo con

supremo e infimo.

[151] -
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‘Definamos, ademads
(a=b)=a*vb

(aeb)=(@=>b)Aa(b=a)

PROPOSICION 10.1; En toda dlgebra de Boole B

i) (a=b)=1siysélosia<b

ii) @eb)=1siysolosia=h.

Pruéba: i) Si (a =b) = 1, a* v b = 1. Por tanto (a* v b) A'a =
a, con lo cual tenemos que b A a = a. Asi, a <b. Por otra parte, si a
<b,aAb=a, yportanto(aAb)Va*-ava*:l Asi,bva*t=1

y(a=b)=1.

ii)Si(ae b)=1, tenemosque(a=>b)— 1 y(b=a)=1.
Por tanto, por i), a< by b < a. Asi, a =b. Por otra parte, si a=b
tenemos que a<byb<a,yportantoque (@a=b)=1ly(b=a)=
1. Por.consiguiente (a <> b) = 1.1

" PROPOSICION 10.2: En toda dlgebra modal normal ocurre que

i) si a<b,entonces ta<th
iil) t(a=>b)ata < tb

iii) t(a=b)=(ta=1b)) =1
ivyta=>b)<(ta=1h).

Prueba: 1) Sia<b,aAb=a,yportanto T (a A b) =T a. Por
tanto, por la condicién i) de la definicién de dlgebra modal nor-
mal, TaAtb=1a, conlo cual tenemos que Ta<Thbh.

ii)ta=b)ata=1(@a=>b)ra)=t((@*vb)ra)=1(bAa)
<7bh.

lv)'c(a=>b)/\(Ta:>'cb)—('c(a:>b)/\((ra)*vmb)—
t@a=b)a(ta)*)v(t(a=b)yaTb)=1(a=Db) pues, por
ii), tenemos que T(a =>b)ATa<tTb,y portanto que (T (a =
b) A T a) < (T (a= b) A tb). Tenemos pues lo deseado.

iii) equivale a iv).1 T

La idea de dlgebra modal normal surge al considerar las dlge-
bras de Lindenbaum-Tarski de las 16gicas modales normales.
Para cada 16gica modal normal L en el lenguaje modal senten- -
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cial P, definamos en el conjunto For(P) la relacién de equivalen-
cia ~ por:

B~ C siysélosi |- BeC.

Consideremos el conjunto cociente For(P)/~ = {[B]: B € For(P)},
donde [B] es ia clase de equivalencia determinada por B.
Observemos que si B~ B' y 'C'~ C' entonces

. 1) "1B~L"'1B'

ii) CIB ~,_ OB’

iii) (B AC)~.(B'AC) .
iv) BVC)~ B'VC). .

Por tanto, podemos definir en el conjunto For()/~, las operacio- -
nes diddicas vi y Ap, y la operacién mondadica *; mediante:

[B]*L = [=B]

[B] v, [C]=[BVvC]
[B]'AL[C]=[B AC].

Deﬁnamos ademas Op =[L] yl.= ['T]. Por tltimo, definamos la
operacién monédica, Ty, en For(P)/~, por:

7, [B] = [OBI.

El dlgebra (For(P)/~1, AL, VL,*L, O, 11, Tr) es un dlgebra
modal normal como ficilmente puede comprobar el lector. A esta
algebra se la conoce como el dlgebra de Lindenbaum-Tarski de la
l6gica'L.

Observemos que para poder realizar la construccién del dlge-
bra de Lindenbaum-Tarski hemos necesitado Gnicamente la pro-
piedad modal de las 14gicas normales de estar cerradas bajo la
regla: si B¢>C e L, entonces [IB<-IC e L. Para que el dlgebra
sea normal, se necesita que la l6gica esté cerrada bajo necesidad y
contenga todas las instancias del axioma distributivo, es decir, que
sea normal.

Por otra parte, si consideramos un lenguaje modal P, para
cualquier marco (M,R) y asignacién en el mismo e, tenemos que
- el conjunto de los subconjuntos de M, e = {e(B): B € For(P)},
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que la asignacion e asigna a las férmulas modales, es un dlgebra
de subconjuntos de M. Si definimos en este conjunto una opera-
cién T de modo que para cada férmula B

T (e(B)) =e(LIB),
tenemos que el dlgebra (e, N, U, — @, M, T ) es un élgebfa modal
(de conjuntos). )

2. Vamos a interpretar los lenguajes modales sentenciales en
las dlgebras modales. Para ello necesitamos la nocién de asigna-
cién de elementos de un édlgebra a las letras sentenciales de un len-
guaje.

Dado un lenguaje modal sentencial P y un algebra modal A,
una asignacion en el dlgebra A es una funcién s de P en el domi-
nio de A.

Dada una asignacién s en el algebra A, podemos extenderla,
en virtud del teorema de definicion por recursién, a una funcién, a
la que seguiremos llamando s, del conjunto de todas las P-férmu-
las en el dominio A del 4lgebra de modo que:

i) s(B—C)) = s(B)* v s(C)
ii) s(L) = 0
iii) s(CB) = 7 (3(B)).

El lector puede comprobar que:

iv) s((B A C)) =s(B) A s(C)

v) s((B v C)) =s(B) v s(C)

vi) s(—B) = s(B)*.

Aunque utilizamos el mismo signo para lagonjuncién y para
la operacion correspondiente de las dlgebraf modales, en cada
caso estd claro por el contexto cudl es su significado. Igual
" comentario vale para el caso del signo para la disyuncién. /

Una formula modal B es vdlida en un algebra modal A si y
sélo si para toda a31gnac1on s en A, s(B) = 1. Una formula modal
B es verdadera en una asignacién s en un dlgebra modal Asiy
sélo si s(B) es 1.

A continuacién vamos a ver que cada dlgebra modal A da
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lugar a una logica modal normal, a saber: el conjunto de todas.las
férmulas vélidas en el dlgebra. A esta légica la llamaremos la
légica de A y nos referiremos a ella con L(A).

LEMA 10.3: Para cualquier dlgebra modal A y cualesquiera
asignaciones sy s' en A, ocurre que para toda férmula modal B
cuyas letras sentenciales estén entre las letras sentenciales dis-
tintas py,..., Pp, y cualesquierq férmulas modales By,..., B,
entonces s(p;) = 5'(By)ye--, SPE 8By, SBP1/By... Py By))=
s(B).

Prueba: Por induccién, teniendo en cuenta lo que sabemos de
la operaci6n de sustitucion.l |

PROPOSICION 10.4: Para toda dlgebra modal normal A 'y todo
lenguaje modal proposicional, el conjunto de férmulas modales
vdlidas en A, L(A), es una l6gica modal normal.

Prueba: i) Puesto que toda asignacién s en A asigna el valor 1
a cada tautologia del sublenguaje proposicional del lenguaje:
modal (el lector puede demostrarlo apelando, por ejemplo, a un
célculo completo para la légica sentencial), L(A) contiene a toda
tautologia del sublenguaje proposicional del lenguaje modal. ii)
L(A) estd cerrada bajo modus ponens, pues para cada asignacion s
en A, si s(B—C) =1y s(B) = 1, resulta que s(C) =1. iii) L(A) estd
cerrada bajo necesidad, puesto que para cada asignacién s en A, si
s(B) = 1, entonces s(LIB) = 1. iv) L(A) contiene toda instancia del
axioma distributivo. Si s es una asignacién en A, entonces

s(CJ(B—C)—=>(COB—LC)) =
TEB)=s(C) =T B =2>T16O) =1

v) L(A) estd cerrado bajo sustitucién, pues si B es vilidaen A y
consideramos una instancia de sustitucién de B, B(p/C) y s esuna
asignacién en A, podemos considerar la asignacién s' que es en
todo idéntica a s excepto en que s'(p) = s(C). Por el lema anterior
tenemos que s(B(p/C) = s'(B), y puesto que s'(B) = 1 (B es vdlida

en A), s(B(p/C)) = 1.1

Si consideramos el dlgebra de Lindenbaum-Tarski, A;,de una
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l6gica modal normal L., en ella podemos definir una asignacion s
de modo que para cada letra sentencial p

s.(p) = [pl.

Entonces tenemos el siguiente lema:

LEMA 10.5: Para cada féormula modal A, s (A) = [Al.
Prueba: Por induccién. Se deja al lector.l

TEOREMA 10.6: Para cada férmula modal A
SL(A) =1y siysdlosi A esunteoremade L.

Prueba: i) Si. A es un teorema de L, lo es (A<>T). Por tant
sL(A) = 1. ii) Si sg(A) = I, entonces [A] = 1, y por tant
(AeT) es un teorema de L; por consiguiente lo es también A.l

Este teorema tiene una consecuencia importante, que es |
siguiente:

TEOREMA 10.7: Para toda l6gica normal L, la légica de
dlgebra de Lindenbaum-Tarski de L es precisamente L.

Prueba: Si B es vilida en Ay, entonces s; (B) = 1,y por tant
B es un teorema de L. Por otro lado, si B es unteoremade L y s e
una asignacion en A, supongamos que las letras sentenciales qu
ocurren en B estidn entre las letras sentenciales py,..., p,. Sea
B,..., B, férmulas para las cuales s(p;) = [B{], ..., s(p,) = [B,
Entonces, puesto que para cada i, con 1< i'< n, tenemos que s(p
= 51.(B)), por el lema 10.3 podemgps concluir que

sL(B(P/By,..., Pr/By)) = s(B).

Puesto que B es un teorema. de L, lo es B(p;/By,..., pp/By)- Pc
tanto, la asignacion s; asigna a esta férmula el valor 1, con |
cual concluimos que s(B) = 1. Por tanto, B es vahda en Ap,
pertenece a la 16gica de Al

Si L es una légica modal normal, diremos que un algebr
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modal ‘A es una L-dlgebra siy s6lo si en ella son valldos todos los
teoremas de L, es decir si L < L(A). :

Diremos que una légica L es algebraicamente, completa siy
s6lo si los teoremas de L son precisamente las férmulas validas en
toda L-4lgebra.

A continuacién podemos probar el teorema de completitud
algebraica para las 16gicas modales normales. Como vamos a ver,
toda l18gica normal es algebraicamente completa. Ello se sigue
inmediatamente del dltimo teorema. Este hecho ha llevadia algu-
nos autores a afirmar que la semadntica algebraica es simplemente
sintaxis disfrazada, afirmacién que se toma casi como sinénima de
afirmar que es superflua. Ahora biep, por un lado, las dlgebras
modales son objetos interesantes en si mismos, y la conexién entre
ellas y las 16gicas modales, proporcionada por la semantica que
estamos estudiando, es 1itil para el estudio de las dlgebras modales
al permitir aplicar resultados 16gicos al estudio de éstas. Por otro
lado, como pone de manifiesto, por ejemplo, el trabajo de Blok
(Blok [1980]), la semantica algebraica puede ser muy ttil para
estudiar relaciones entre las 16gicas modales al permitir utilizar en
dicho estudio métodos algebraicos muy potentes. Ademds, como
veremos y hemos mencionado al principio del capitulo, a nosotros
nos va a servir para caracterizar aquellas clases de marcos que son
definibles mediante una férmula modal. Para ello utilizaremos
algiin resultado del dlgebra universal.

TEOREMA 10. 8 (de completllud algebralca para K): Para toda
formula B

|- B si'y sélo si B es vdlida en toda dlgebra modal

Prueba: El conjunto de férmulas validas en toda dlgebra
modal es una légica normal. Por tanto incluye a K. Por otra parte,
toda férmula vélida en toda dlgebra modal es valida en el dlgebra
Ay y por tanto, por el teorema 10.7, es un teorema de K.1

TEOREMA 10.9 (de completitud algebraica para las-16gicas nor-
males): Toda logica normal L es algebraicamente completa.

Prueba: Por el teorema 10.7, el dlgebra A; es una L-dlgebra.
Por tanto, si una férmula es vélida en toda L-algebra, lo es en Ay,
y por consiguiente, por el teorema 10.7, es un teorema de L.
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3. Podemos hablar de las dlgebras modales mediante un len-
guaje de primer orden con identidad y sin relatores pero con los
signos funcionales, ¢, +, *, T, y las constantes 0 y / . A este len-
guaje lo llamaremos el lenguaje de las dlgebras modales.

Dada un dlgebra modal, el signo - se interpretard siempre
como la operacion A del dlgebra. El signo + como la operacién V.
El signo * como la operacidn *. El signo 7 como la operacién 1. Y.
por tltimo, los signos 0 y I como el 0 y el 1 del dlgebra, respecti-
vamente.

Una ecuacién del lenguaje de las dlgebras modales es una for-
mula de la forma #,=t, donde ¢, y ¢, son términos.

Diremos que una ecuacidn t; = t, es vdlida en un dlgebre
modal A si y sélo si su clausura universal es verdadera en A. O.
de modo equivalente, siendo x,,...,x, las variables que ocurren er
la ecuacidn, si y sdlo si para cada a;,...,ap € A, A =1 =t
[a},...,a,], lo que a su vez equivale a decir que-para cada ay,...,a,
€A B tlA[a],...,an] = tzA[al,...,an].

Al igual que podemos traducir los lenguajes modales a lengua-
jes de primer orden apropiados para hablar de marcos y de mode-
los, podemos traducir los lenguajes modales al lenguaje delas
dlgebras modales. Vamos a centrarnos en el caso del lenguaje
modal numerable. Para el caso de un lenguaje no numerable debe-
mos considerar el lenguaje de primer orden de las dlgebras moda-
les con un conjunto de variables de la cardinalidad del conjunto de
las letras sentenciales del lenguaje modal.

Supongamos una enumeracion sin repeticiones de las letras
sentenciales del lenguaje modal, y una enumeracién del mismc
tipo de las variables del lenguaje de las dlgebras modales. Defi-
’ nimos por recursién una funcién # que asigna, a cada férmuls
modal B, un término del lenguaje de las dlgebras modales, B¥, de

modo qu?,

P’ es x,

: 1# es 0 ‘
| (B—C)# es (B¥y* + C#
(OB)* es TB*

Es facil demostrar que, para cada férmula modal B y cada férmulz
modal C, las ecuaciones siguientes son vdlidas en toda dlgebra
modal:
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(B A C)* = B#*.C*
(BVv C)*=B#+CH#
(~B)¥ = (BH)*.

La proposicidn siguiente nos ensefia que a cada férmula modal
le corresponde una ecuacién de modo que la férmula y la ecuacién
son validas en exactamente las mismas dlgebras.

PROPOSICION 10.11: Para toda férmula modal B, y toda dlge-
bra modal A, B es vdlida en A si y sélo si B¥ = ] es vélida en A. ’

Para la prueba de la proposicién necesitamos el siguiente
lema: |

LEMA 10.12: Si B es una férmula cuyas letras sentenciales
estan entre las letras py,..., Py, ¥ S es una asignacién en A, enton-
ces

s(B) = B¥" A [s(py),- -, S(Pp)]-
.Prueba: Por induccién.l

Prueba de la proposicion 10.11: Sea B una férmula cualquie-
ra. Supongamos que las letras sentenciales que ocurren en B estdn
entre py,..., Py Si B es vidlida en el dlgebra modal A, entonces
para cada asignacién s en A, s(B) = 1. Dados a,,..., a, € A, consi-
deremos una asignacion s tal que s(p;) = a,, 4+ S(Pn) = a,. Porel
lema tenemos que B#*[s(py)s..., s(py)] = B¥[ay,..., a,] = 1. Por
tanto la ecuacion B¥ = | es vélida en A.

Por otro lado, si la ecuacién B¥ = ] es vahda en A, y s es una
asignacién cualquiera en A, tenemos que B#" [s(p1)s....s(P)] = 1.
Por tanto, por el lema, obtenemos que s(B) = 1. Asi, podemos
concluir que B es vélida en A.l

CoROLARIO 10.13: Para toda légica normal L y toda férmula
modal B |- B si y sélo si B¥ = ] es vdlida en toda L-dlgebra.

Prueba: Por la proposicién anterior y el teorema de completi-
tud algebraica.l

Diremos que un dlgebra modal A es un modelo de un conjunto
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de ecuaciones A si y sélo si todas las ecuaciones pertenecientes a
A son vélidas en A. ‘

COROLARIO 10.14: Si X es un conjunto de axiomas para una
légica modal L, entonces:
i) Para toda férmula modal B, B si y sélo si B* = I es
consecuenciade (C*=1:Ce X}.
ii)y Para toda dlgebra modal A, A es modelo del conjunto
{C#=1:Ce X} siysdlo si A es una L-dlgebra.

Prueba: ii) Si A es modelo de {C* = ] : C € X}, en virtud de
la proposicién 10.11, las férmulas de £ son vdlidas en A, con lo
cual podemos concluir que L = L(Z) < L(A), y por tanto que A es
una L-4lgebra. Por otra parte, en toda L-dlgebra son validas todos
los teoremas de L. Por tanto también lo son todas las férmulas de
%y, por la.proposicién 10.11, todas las ecuaciones correspondien-
tes a las formulas de X.

i) se sigue de ii): La afirmacién de i) equivale a la siguiente:
B#= ] es una consecuencia de {C¥ =1 : C e X} siy s6losi B* =/
es vdlida en toda L-dlgebra. Pero esta afirmacién se sigue inme-
diatamente de ii).l

Una clase de dlgebras modales se dice que es una clase ecua-
cional siy s6lo si es la clase de todas las dlgebras modales modelc
de algtin conjunto de ecuaciones.

El ultimo corolario nos muestra que, para cada légica modal
normal L, la clase de las L-4lgebras es una clase ecuacional de
algebras modales. La inversa de esta afirmacién también es cierta.
A cada clase ecuacional de dlgebras modales le podemos asociar
una légica cuyas dlgebras son precisamente los elementos de la

ase. Para demostrarlo necesitamos una traduccién de los térmi-
I:)s del lenguaje de las 4lgebras modales a férmulas del lenguaje

odal sentencial. Definamos, por recursién, una funcién, + del
conjunto de los términos del lenguaje de las dlgebras modales en
el conjunto de las férmulas modales de modo que

x,t es p,

0+ es L

I+ e T
(tl*)"' es —nt
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([1't2)+ es (tl+ A t'2+)
(t+ )T es (Htviph)
1+ I 1 2

(tt)t es [t

Puede demostrarse, por induccién y sin dificultad, que, para
todo término ¢, la ecuacién (t*)¥ = t es vilida en toda 4lgebra
modal.

Introduzcamos nuevos signos. funcionales, — y <, en el len-
guaje de las dlgebras modales de modo que para cada par de tér-
minos ¢ y t, las ecuaciones siguientes sean validas en toda dlgebra
modal: -

(1* + 1) =t —1)
(t1* + b)) - (* + 1) = (1,50).

El signo — corresponde a la operacién = en las algebras moda-
les, y el signo <> a la operacion <.

No es dificil demostrar que para cualesquiera términos ¢,y ¢, ¥
toda dlgebra modal A ocurre que:

i) (1) =1 esvélidaen A siysélosi #;=1, es vilidaen A
ii) (tj>1) =1 esvilidaen A siysélosi t't, =1 es vilida
en A

El lector puede comprobar que para cada par de términos #; y
tp laecuacion ((¢;")*(t,*)¥) = (t;+>t,*)* es vélida en toda 4lge-
bra modal. .

Si A es un conjunto de ecuaciones, podemos considerar el
conjunto de férmulas modales

At = {trent =t e A}

Este conjunto da lugar a la 16gica modal L(A*), para la cual vale la
proposicién siguiente:

PROPOSICION 10.15: La clase ecuacional determinada por un
conjunto de ecuaciones A es la clase de las L(AY)-dlgebras.

Prueba: Si A es una L(A*)-dlgebra, entonces, para toda ecua-
cién ;= 1, perteneciente a A, la férmula #;*¢<>1,* es vilidaen A. Y
por la proposicién 10.11, lo es la ecuacién (t;+<>t,+)* =1. Por
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tanto, puesto que la ecuacion ((¢;*)#e>(t,H)*) = (1,11 es vali-
da en toda dlgebra modal, tenemos que la ecuacién (¢;)*<>(t,*)¥
= ] es vélida en A, con.lo cual tenemos que lo es la ecuacién
(¢ H# = (1), y por tanto lo es ) = 1.

Por otra parte, si A-es una dlgebra modal en la que son vilidas
todas las ecuaciones de A, y #;=t, € A, puesto que #(=t, es vilida
en A, tenemos que la ecuacién (¢;>t,) =/ es vdlida en A. Por
tanto -también lo es la ecuacién ((¢;+)*>(t,")¥) =1, con lo cual
obtenemos que la ecuacién (¢t;T<>t,*)# =] es vdlida en A, y por
consiguiente, en virtud de la proposicién 10.11, lo es la férmula
(t;*e>t,%). Concluimos por tanto que A es una L(A'*)-dlgebra.l:

4. Vamos a estudiar ahora tres nociones algebraicas: la de
subdlgebra, la de homomorfismo entre dlgebras, y la de producto
directo de 4lgebras.

Un élgebra A, del tipo de las dlgebras modales (con dos ope-
raciones diddicas, dos monddicas y dos objetos distinguidos) es
una subdlgebra de un dlgebra modal A, si y sélo si

) Ach

ii) A, estd cerrado bajo las operaciones de A,

iii) Cada operacién de A, es la restriccién a A; de la opera-
cién correspondiente de A,

iv) El cero y el uno de A, son, respectivamente, el cero y el
uno de A,.

PROPOSICION 10.16: Si A, es una subdlgebra de A, , entonces
i) Para todo término t(xy,...,x, ) del lenguaje de las dlgebras
modales, y cada a,,...,a, € A
tAlfay,...,a,] = A2 [a,,...,a,].

ii) Para cada ecuacion t, = t, cuyas variables libres estdn
entre las xy,..., x, ycada ay,...,a, € A,

Al |= =1 [al,...,an] Sly solo si A2 |= ty=1y [al,...,an].

iii) Toda ecuacion vdlida en A, es vdlida en A, .
Prueba: Por induccién i
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CoROLARIO 10.17: Toda subdlgebra de un dlgebra modal es
un dlgebra modal.

CoroLARIO 10.18: Si A es una subdlgebra de una dlgebra
modal ‘A2 , entonces toda formula modal vdlida en A, es vdlida
en A, .

Prueba: Por la proposmlon anterior y la correspondencia entre
férmulas modales y ecuaciones del lenguaje de las dlgebras moda-
les.l

.Si (A;:1ie I)es una familia no vacia de algebras modales, su
producto directo es el dlgebra que tiene como dominio el producto

HiGIA‘i= {fI-—-) UiGIA it Vie If(l)e A i},

y como operaciones y elementos distinguidos las definidas a con-
tinuacién:

(A 2)@) = () A; g(1)
(v g)i) = (i) v; g()
(1) = f(i)*
(T O = 7 1()
0@) = 0;
1G) = 1

donde, por ejemplo, el subindice i en A; indica que ésta es la ope-
racion infimo del dlgebra A;. Al producto directo de la familia de
algebras (A, :i € I) nos referiremos con ITic [ A;.

PROPOSICION 10.19: Si (A;: i € 1) es una familia no vacia de
dlgebras modales, entonces para todo término t(xy,...,x,) del len-
guaje de las dlgebras modales y cada f.f,,....f, € Ilie1A;

ILo A |= (xp,..0%,) = x [f1,....£0.f] siy s6lo si
paracada i€ LA, |= 1(x),...x,) = x [FQ)s.:..£,(D).G0)]-

Prueba: Por induccién.|

CoRrROLARIO 10.20: Todo producto directo de algebras moda-
les es un dlgebra modal.
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PrROPOSICION 10.21: Si {A;: i € 1) es una familia no vacia de
dlgebras modales, y t es un término tal que para cada i€ 1 la
ecuacion t =1 esvdlida en A;, entonces esta ecuacion es vdli-
da en I'Iiel Ai .

.Prueba: Es una consecuencia de la proposicién 10.19.1

CoroLARIO 10.22: Si (A;: 1 € 1) es una familia no vacia de
dlgebras modales, entonces toda formula modal vdlida en todas
las dlgebras de la familia es vdlida en Tl A;.

Prueba: Utilizando la iiltima proposicién y la correspondenciz
entre férmulas modales y ecuaciones del lenguaje de las 4lgebras
modaleés.l

Dadas dos dlgebras modales A y A,, un homomorfismo de A
en A, es una funcién h de A en A, tal que:

i) h(a A;b) = h(a) A, h(b)
ii) h(av;b) =h(a) v, h(b)
iii) h(a*') = h(a)**
iv) h(0) =0,

v) h(l)=1,
vi) h(’Cla) = Tzh(a).

Debe observarse que si h es un homomorfismo de A en A,.
h[A,] es una subdlgebra de A,.

|
~ ProposiCION 10.23: Si h es un homomorfismo de A, en A,,
entonces :
i) Para todo término t(xy,..., x,) y todo a,...,a,€ A,

h(rA1[ay,...,a,]) = A2 [h(a,),...,h(a,)].

ii) Si h es inyectivo, para toda ecuacién t, = t, cuyas varia-
- bles libres estdn entre X,...,X, y cada a,,...,a,€ A

Al |=,t].z 1) [a,,...,an] Sly sélo si
A2 |= =1l [h(al),...,h(an)].
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iii) 87 h es inyectivo, toda ecuacion valida en A2 es vdlida
en A,

iv) Si el homomorfismo h es sobre A, entonces toda ecua-
cién vdlida en A es vdlida en A, .

Prueba: i) se demuestra por induccidn. ii), iii) y iv) se obtie-
nen utilizando i).1

COROLARIO 10.24: Si h es un homomorfismo de A en A,
entonces '

i) si h es sobre A, tenemos que toda férmula modal vélida en
A lo es también en A,.

ii) si h es inyectivo, toda férmula modal vadlida en A, lo es
también en A .

Prueba: Por la tltima proposicién y la correspondencia entre
férmulas modales y ecuaciones del lenguaje de las dlgebras moda-
les.l

Por las proposiciones 10:16; 10.21 y 10.23 tenemos que toda
clase ecuacional de 4lgebras modales esta cerrada bajo imégenes
homomorfas, productos directos de familias no vacias'y subilge-
bras. ,

El teorema de Birkhoff consiste en la afirmacién inversa.

TeorReMA 10.23 (de Birkhoff): Una clase de dlgebras moda-
les es una clase ecuacional si y sélo si estd cerrada bajo imdge-
nes homomorfas, productos directos de familias no vacias de
dlgebras de la clase, y subdlgebras.

Prueba: Ver Burris y Sankappanavar [1981] p. 75.1

Dada una clase de dlgebras X, sean:

H(X) la clase de todas las imagenes homomorfas de las élge—
bras pertenecientes a X;

S(X) la clase de todas las subdlgebras de las dlgebras pertene-
cientes a X;

P(X) la clase de todos los productos directos de famlhas no
vacias de 4lgebras pertenecientes a X.

Dada una clase de dlgebras X, consideremos la clase de alge~
bras HSP(X), la clase que obtenemos a partir de la clase X cerrdn-
dola primero bajo productos directos de familias no vacias, cerran-
do luego el resultado bajo subdlgebras, y cerrando, por iiltimo, la
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clase obtenida bajo imagenes homomorfas. Resulta que HSP(X) es
la menor clase de dlgebras cerrada bajo subdlgebras, imagenes
homomorfas y productos directos de familias no vacias de dlgebras
de la clase. El lector puede comprobar que ello es asi.

Una clase de dlgebras cerrada bajo subdlgebras, imdgenes
homomorfas y productos directos de familias no vacias de dlge-
bras de la clase se dice que es una variedad. Por el teorema de
Birkhoff tenemos que una clase de dlgebras es una variedad si y
s6lo si es una clase ecuacional, y ademés que:

TEOREMA 10.24: Para toda clase de dlgebras X, la menor
clase ecuacional que incluye a X es la clase HSP(X).

EJERCICIOS

10.1. Comprobar que el dlgebra de Lindenbaum-Tarski de una
l6gica modal.normal es un dlgebra modal normal.

10.2. Comprobar que el dlgebra de conjuntos asociada a un
modelo mediante su asignacion es una dlgebra modal normal.

10.3. Demostrar el lema 10.3.

10.4. Demostrar el lema 10.5.

10.5. Comprobar que para cada férmula modal B y cada fér-
mula modal C las siguientes ecuaciones son validas en toda dlge-
bra modal normal:

(BAC)* = B¥ACH
(BvC)# = B¥vCH
(B} ~ (BH*

10.6. Demostrar el lema 10.12. :

10.7. Demostrar que para toda coleccién A de algebras moda-
les normales, el conjunto de férmulas modales L(A) = {B: B es
vélida en toda dlgebra elemento de A } es una légica normal.

10.8. Dada un algebra de Boole B, diremos .de las dlgebras
modales cuya dlgebra de Boole sea B que son dlgebras sobre B.
(Cudntas dlgebras modales existen sobre el dlgebra de Boole
{0,1}, y cudles son? ;Y cudntas dlgebras modales existen sobre el
dlgebra de Boole de cuatro elementos? ;Cudles son? ,

10:9. Demostrar que para cada término ¢ del lenguaje de las
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dlgebras modales la ecuacién (¢ +)# = ¢ es vilida en toda dlgebra
modal.

10.10. Demostrar que para cada par de términos t, y t, del len-
guaje de las dlgebras modales la ecuacién ((1;)* > (1,H)) =
(tit¢>1;57%) es valida en toda dlgebra modal. '

10.11. Demostrar que para cualesquiera términos ¢,y £, y toda
dlgebra modal A ocurre que:

1) (1y$>1y) = I es vdlidaen A siy s6lo si 1)~ 1, es vdlidaen A

ii) (tj>1) = 1 es vdlida en A siy sélo si #1.1, = t] es vélida
en A:

10.12. Demostrar-la proposicién 10.16 y los corolarios 10.17 y
10.18.

10.13. Demostrar la proposicién 10.19 y los corolarios 10.20,
10.21 y 10.22.

10.14. Demostrar la proposicién 10.23 y el corolario 10.24.

10.15. Demostrar que para cada clase X de dlgebras modales
HSP(X) es la menor clase de dlgebras modales que incluye a X y
estd cerrada bajo subdlgebras, productos directos e imagenes
homomorfas. '



CAPITULO 11
. ALGEBRAS MODALES Y MARCOS

1. A cada marco M = (M,R) podemos asociarle el dlgebra
AM) =(PM), N, U, —, B, M, ),

donde I es la operacidn en el conjunto potencia de M, P(M), defi-
nida por:

IX)={ue M:Vve M(uRv - ve X)}.

Es facil comprobar que esta dlgebra es un dlgebra modal normal
Tiene la propiedad siguiente:

ProposiciON 11.1: Para toda fo’rlmula modal B,
B es vdlida en M si y s6lo si B es vdlida en A(M).

Prueba: Dada una asignacién e en M = (M,R), podemos con-
siderar la asignacién s en A(M) tal que para cada letra sentencial
P, 8(p) = e(p). Resulta que para cada férmula modal B, s(B) = e(B)
(se demuestra por induccién). De igual modo cada asignacion s en
A(M) puede verse como una asignacién e en (M,R). En este caso
ocurre también que para cada férmula modal B, s(B) = ¢(B).k

A continuacién vamos a estudiar las relaciones que hay entre
las construcciones que hemos venido considerando para marcos
(submarcos generados, uniones disjuntas e imdgenes p-morficas)
y las que hemos considerado para 4lgebras modales (imdgenes
homomorfas, productos directos y subdlgebras) cuando las aplica-

- mos a las 4lgebras asociadas a marcos del modo indicado.

PROPOSICION 11.2: Si el marco Mj= (M ,R,) es un submarco
generado del marco M, = (My,R,), entonces la funcién f de

[168]
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P(M,) en PM,) tal que para cada X D M, f(X) =X N My, es un.
homomorfismo del dlgebra A(M,) sobre el dlgebra A(M,).

Prueba: La funcién f es claramente una funcién sobre P(M,).
Es rutinario comprobar que es un homomorfismo teniendo.en
cuenta, para el caso de las operaciones I; y I, que M, est4 cerrado
bajo R,.1 ‘

La proposicién nos permite afirmar que, si M; es un submarco
generado de M,, entonces el dlgebra A(M,) es una imagen homo-
morfa del dlgebra A(M,). La proposicién siguiente nos ensefia que
a la union disjunta de una familia de marcos le corresponde el pro-
ducto directo de las dlgebras asociadas a los marcos de la familia.

PROPOSICION 11.3: Si ((M;,R;): i € I) es una familia no vacia
de marcos, entonces el dlgebra asociada a la union disjunta
@i MR}, A(®ie1 (MR}, es isomorfa al producto directo
i1 AGM;,R;)) de las dlgebras asociadas a los marcos de la familia.

Prueba: Consideremos la funcién f: U{M; x {i}: i e I}—
IT;c; P(M;) definida por

fX)A) = {ue M; : (ui) e X).

Entonces: i) f es inyectiva. ii) f es sobre IT;.; P(M;): Dada g €
ITie1 P(M;), consideremos el conjunto X, = U {g(i) x {i}:i e I}.
Entonces, f(X;)(i) = g(i). iii) f respeta las operaciones de las 4lge-
bras: No hay dificultad en comprobar que respeta la interseccion,
la unién, el complementario, €l cero y el uno. Para el caso de la
operacion I (correspondiente a 1) tenemos que

)G = {u e M;: (u,i) € (X))
={ue M;: Vve M; (uRyv — (v,i) € X)}
= LX) (),
y por tanto, f(I(X)) = 7 £(X).I

PROPOSICION 11.4: Si f es un p-morfismo de M= (M|,R,) en
M= (M,,Ry), entonces la funcion h: P(My) — P(M,) definida por

h(X) = f-1[X]

es un homomorfismo del digebra A(M,) en el dlgebra A(Mx)-
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Prueba: Es ficil ver que h respeta la interseccién, la unidn, el
complementario, y asigna el cero al cero.y el uno al uno. Ademis,
tenemos que h(Ix(X)) = f1[I,(X)] = I,(f-1[X]). La razén es la
siguiente: Si u € M, es tal que f(u) € I,(X), entonces para todo
v € M, tal que f(u)R,v, v € X. Ahora bien, si uR;w entonces, al
ser f un p-morfismo, f(u)R,f(w), y por tanto f(w) € X, con lo cual
concluimos que w € f-1[X]. Asi, u € I;(f1[X]). Por otra parte, si
u € [;(f-1[X]), tenemos que para todo w € M, tal que uR,w, w
e -f-1[X]. Supongamos que u ¢ f-1[I,(X)]. En tal caso f(u) &
I,(X). Por tanto existe ve M, tal que flu) R, vyv e X. Seau' e
M, tal que f(u') = v y uRu', que existe al ser f un p-morfismo.
Entonces, u' € f-1[X], y por tanto, f(u') € X. Pero entonces v € X,
lo que es absurdo. Por tanto concluimos que u € f-1{I,(X)].1

PROPOSICION 11.5: Si f es un p-morfismo del marco M, =
(M ;R) sobre el marco My = (My,Ry), la funcién h de P(My) en
PM,) definida por (

h(X) = f-1[X]

es una inmersion-del dlgebra A(M,) en el dlgebra A(M,).

Prueba: Por la proposicién anterior h'es un homomorfismo.
Ademds es una funcién inyectiva. La razén es la siguiente: Si X,Y
< M, son distintos, supongamos que X ¢& Y. Sea pues u € X tal
queu ¢ Y. Seav e M, tal ciue f(v) =u. Un tal v existe al ser la
funcién sobre M,. Entonces, v pertenece a f-1{X] pero no a f-1[Y].
SiY ¢ X razonamos de modo similar.}

Por la proposicién anterior. tenemos que, si un marco M, es
una imagen p-moérfica de un marco M|, el dlgebra A(M,) es iso-
morfa a una subélgebra del dlgebra A(M,).

2. .En el apartado anterior hemos asociado a cada marco un
dlgebra modal; ahora asociaremos a cada algebra modal un marco.
Consideremos un algebra modal normal cualquiera

A=A, AV, 50,1, 1),



ALGEBRAS MODALES Y MARCOS 171

Puesto que (4, A, v, *, 0, 1) es un dlgebra de Boole, podemos con-
siderar el conjunto de todos sus ultrafiltros

St(A) = {U: U es un ultrafiltro en (4, A, v, *, 0, 1)}..

Definamos en St(A) la relacién R, mediante:
UR;V siysélosi Vac A(tae U—ae V)

siysélosi {ae A:1tae UjcV.

Observemos la analogia entre la definicién de R, y.la defini-
cién de la relacién de los marcos canénicos. El operador 7T corres-
ponde al signo [], y. los ultrafiltros a los conjuntos maximales L-
consistentes.

Para ver de dénde surge la idea de la defmlclon anterior consi-
deremos el modelo canénico de una légica L, (My,Ry.ep), y el
4lgebra modal determinada por la asignacién e;, cuyo dominio es
el conjunto

{er(B): B es una férmula modal}

Existe una correspondencia entre los ultrafiltros en esta dlgebra y
los conjuntos maximales L-consistentes. La correspondencia, que
puede comprobar el lector, es la siguiente: Si U es un ultrafiltro en
el dlgebra, el conjunto {B: ¢ (B) € U} es un conjunto de férmulas
modales maximal y L-consistente. Y si X es un conjunto de fér-
mulas maximal y L-consistente, el conjunto {e; (B): B € X} es un
ultrafiltro en el dlgebra. Ademds ocurre que si X y A son conjuntos
maximales y L-consistentes, y llamamos 1, al operador del élge-
braeg,

2 R A syss para toda férmula B, si (1B € Z entonces B € A
syss para toda formula B, si X € e (LIB) entonces A € e[ (B)
syss para toda férmula B, si 1, (B) € {e (C): Ce X}
entonces e (B) € {e (C): Ce A}
syss {e(C):Ce Z} Ry ), (e (C): Ce A}

Debe recordarse la definicién, dada en el capitulo 10, del operador
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T en el dlgebra. determinada por la asignacién de un modelo:
t(e(B)) = e(LIB).
El marco que asociamos al dlgebra A es el marco

M(A) = (St(A), R, ).

La correspondencia M( . ) no tiene propiedades tan buenas
como la correspondencia A( . ). En esta idltima, para cada marco
M, en M y en A(M) son viélidas exactamente las mismas férmulas
modales. Ahora bien, para la correspondencia M( . ) Unicamente -
tenemos que para cada dlgebra modal A, toda férmula vilida en
M(A) es viélida también en A. Sin embargo, hay dlgebras que
poseen férmulas validas que no lo son en el marco asociado. La
razdn de ello se debe a que en el marco asociado a un 4lgebra infi-
nita hay mds posibles falsadores que en el dlgebra inicial. Para
verlo con claridad estudiemos un ejemplo.

Consideremos el algebra de los subconjuntos finitos y cofini-
tos del conjunto N de los nimeros naturales. Definamos en ella un
operador T mediante:

1(X)={ne N:Vm<nme X}.
El 4lgebra resultante es una 4lgebra modal normal puesto que:

DTXNY)={neN:Vm<nme XnY}={ne N:
Vm<nme X}Nn {neN:Vm<nme Y}=1X)n
T(Y).

ii) TN)=N, |

Obsérvese que para cada conjunto X finito o cofinito de nime-
ros naturales: :

1) Si X es distinto de N, 1(X) es finito.
2) (X) =N si y s6losi X =N.

En el digebra modal definida es vélida la férmula
O(Clp—p)—Up. La razén de ello es que para cada subconjunto
finito o cofinito X de nimeros naturales ocurre que

T (1(X) = X) c «X),
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puesto que T (T(X) = X) = {ne N: (Vm <n) (Vr<m) (reX) —
m € X)} y este dltimo conjunto esta incluidoen {ne N: Vm<n
m e X} = 1(X). La razén es la siguiente: si n es tal que (Vm < n)
((Vr<m) (r € X) = m € X), y m <n, entonces, caso de que m ¢
X, podemos considerar el menor r tal que r es menorque ny r ¢
X. Entonces V s <r s € X, pero, al ser r < n, tenemos que r perte-
nece a X, lo que es absurdo.

Por lo anterior tenemos que el dlgebra-que estamos conside-
rando es una GL-dlgebra. Ahora bien, el marco asociado a la
misma no es un GL-marco. Para verlo, consideremos el ultrafiltro
cuyos elementos son los subconjuntos cofinitos de nimeros natu-
rales. Este ultrafiltro es no-principal. Llamémosle U. Entonces:
UR,U. La razén es la siguiente: Si'X es cofinito y 7(X) € U, X
es N, y por tanto X € U. Por tanto, la relacién R, no es inversa-
mente bien fundada, y el marco no es un GL-marco.

LEMA 11.6: Si s es una asignacion en el dlgebra A 'y e es la
asignacion en el marco M(A) tal que para cada letra sentencial p

e(p) = {U € St(A): s(p) € U},

entonces para toda formula modal B

e(B) = {U e St(A): s(B) € U}.

Prueba: Por induccién. Por la definicién de e, vale para las
letras sentenciales, y es obvio que vale para . Demostrémoslo
para el caso del condicional. Supongamos que vale para B'yC.
Entonces

e(B—C) = (St(A)—e(B)) L &(C)

= {U e St(A): s(B) ¢ U} L {U e St(A): s(C) e U}
(hip. inductiva)

= {U e St(A): s(B)* e U} u {U e St(A): s(C) € U}
por las propiedades de los ultrafiltros

= {U e St(A): (s(B)* v s(C)) € U} por las propieda--
des de los ultrafiltros

={U e St(A): s(B—C) e U}
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Para demostrarlo para el caso de las férmulas de tipo [JB, supon-
gamos que vale para B. En tal caso

e((’B) = {U e St(A): VV € St(A) (UR,V = V € e(B))}
={U e St(A): VV € St(A) (UR,V — s(B) € V)} por
hip. inductiva
={Ue St(A): ts(B) € U},

la justificacién de la dltima igualdad es la siguiente: Si 1s(B) € U
y UR.V, tenemos que Vae A (tae U — a e V) y por tanto tene-
mos que s(B) € V. Por otra parte, si U es un ultrafiltro que verifica
que VYV € St(A) (UR,V — s(B) € V), tenemos que s(B) pertenece
a todo ultrafiltro V que incluya al conjunto {a€ A:tae U}. En
tal caso el conjunto {a€ A:tae U} U {s(B)*} no tiene la pro-
piedad de las intersecciones finitas, pues si la tuviese, por el teore-
ma del ultrafiltro, existiria un ultrafiltro V que lo extenderia; pero
entonces s(B) € V, lo que es absurdo. Existen, pues, elementos
ap,...,a, de Atalesqueta;,...Ta,e Uya A...Aa,As(B)*=
0. Entonces a; A ... A a,<s(B), y portanto Ta; A ... AT a,es
menor o igual que T s(B), con lo que concluimos que T s(B) € Ul

PROPOSICION 11.7: Si A es un dlgebra modal entonces toda
formula modal vdlida en M(A) es vdlida en A.

Prueba: Supongamos que B es una férmula modal que no es
vdlida en A. Entonces existe una asignacion s en A tal que s(B) #
I. En tal caso existe un ultrafiltro al que no pertenece s(B). Por
tanto, la asignacion e en el marco M(A) definida como en el enun-
ciado del lema 11.6 es tal que e(B) # St(A). Pero en tal caso B no
es vdlida en M(A).I

Hemos asociado a cada marco un dlgebra modal, y a cada
dlgebra modal un marco. Si, dada un 4lgebra modal A, considera-
mos el dlgebra A(M(A)), ;obtenemos (salvo isomorfismo) el dlge-

. -bra original? La respuesta es que no necesariamente. Si A(M(A))

y A fuesen isomorfas, en ellas serian vélidas las mismas férmulas.
Pero, puesto que en A(M(A)).'y en M(A) son vilidas exactamente
las mismas férmulas (Proposicién 11.1), tendriamos que en A y en
M(A) serian viélidas las mismas férmulas, y, como hemos visto,
éste no es necesariamente el caso. Hay ademds una razén de cardi-
nalidad: Para toda dlgebra modal A el cardinal de su dominio es
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menor o igual que el cardinal de St(A), y el cardinal del dominio
de A(M(A)), que es P(St(A)), es mayor que el cardinal de St(A).
Por tanto el cardinal del dominio de A es menor que el cardinal
del dominio de A(M(A))

Por otra parte, si consideramos un marco. M y el marco
M(A(M)), tampoco deben ser necesariamente isomorfos. Toda
férmula vélida en M(A(M)) es vilida en AM) y por tanto en M.
Ahora bien, pueden existir férmulas validas en M que, sin embar-
g0, no lo son en M(A(M)). Veamos un ejemplo: En el marco
(N, >) es vilida la férmula [J((Jp—p)—{p. Por tanto lo es en el
algebra A((N, >)) = (P(N) N, U, —, 0, 1, I) asociada. Aqui, para
cada conjunto X de nimeros naturales tenemos que I(X) = {n :
VY m < nm e X}. En el marco asociado a esta algebra todo
ultrafiltro no principal estd relacmnado consigo mismo. Por
tanto no es un GL-marco. :

En el dltimo caso también existe una razdn de cardinalidad
para que M y M(A(M)) no sean isomorfos: El cardinal de P(M) es
mayor que el de M, y el de St(P(M)) es mayor o igual que el de
- P(M).

Estudiemos ahora las relaciones entre las construcciones que
hemos considerado para dlgebras modales (imdgenes homomor-
fas, productos directos y subalgebras) y las que hemos considera-
do para marcos (submarcos generados, uniones disjuntas e image-

nes p-morficas) cuando las aplicamos a'los marcos asociados a las

dlgebras.

PROPOSICION 11.8: Si A es una subdlgebra de A,, entonces la
Sfuncion f de St(A,) en St(A) definida por: para cada U € St(A,)

fU)=UnN A,

es un p-morfismo del marco M(A,) sobre el marco M(A,). Asi,
M(A,) es una imagen p-moérfica de M(A,) .

Prueba: a) f es sobre St(A,): Si U € 'St(A,), entonces U es un
subconjunto de A, con la propiedad de las intersecciones finitas.
Por el teorema del ultrafiltro existe un ultrafiltro en A,, V, que lo
extiende. Entonces, f(V) = U. '

b) f es un p-morfismo : i) Si U, V € St(Ay) y URTZV enton-
ces ocurre que Va e A,(1a€ U —ae V). Portanto,sibe A;
y T;b e f(U), ;b € U. Y puesto que T, b = 17, b, b € V. Por
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tanto, b € f(V). Asf, podemos concluir que f(U)R, f(V). ii) Si
f(U) R, f(V), consideremos el conjunto siguiente -

E=f(V)ulae A;:112ae U}.

E tiene la propiedad de las intersecciones finitas (lo que puede
comprobar el lector). Por el teorema del ultrafiltro, sea V' un ultra-
filtro en A, que extiende a E. Entonces, f(V') = f(V) y UR, V'l

PROPOSICION 11.9: Si f es un homomorfismo de A, sobre A,
entonces la funcion m(f): M(A,) = M(A,) definida por: para
cada U e St(A,)

m(H(U) = £1[U],

es un p-morfismo inyectivo,’y m(f)[M(A,)] es un submarco gene-
rado de M(A,). Y por tanto M(A,) es isomorfo a un submarco
generado de M(A)).

Prueba: a) La funcién estd bien definida puesto que para todo
ultrafiltro en A,, U, f-1[U] es un ultrafiltro en A,.

b) m(f) es inyectiva, puesto que f es sobre A,.

¢) m(f) es un p-morfismo: i) Supongamos que U,V € St(A,) y
UR,,V. Entonces, si a € Ay y 1ja € m(f)(U), f(t; a) € U, y por
tanto T, f(a) € U, con lo que tenemos que f(a) € V. Por tanto a €
m(f)(V). Asi, m()(UR;m(f)(V). ii) Si m(f)(U) R X, con U €
St(A,) y X € St(A,), el conjunto

\

={fla)ae X} U (ae Ay:tae U},

tiene la propiedad de las intersecciones finitas. Por tanto existe un

ultrafiltro V en A, tal que E o.V. Entonces, U RTzV y m(f)(V) =

X.

. Por la proposicién 8.10 m(D[M(Az)] es un submarco generado
de M(A)).1

PROPOSICION 11.10: Si (A;: i € 1) es una familia de digebras
modales y consideramos el marco asociado a su producto directo

M(ITic1 Ay,
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entonces la unién disjunta de los marcos asoczados a las alge-
bras de la familia, : :

®ic1 M(AY),

es isomorfa a un submarco generado de M(I1;c1 A;).
Prueba: Consideremos la funcién

h: U {St(Al) X {i}:ie I} —» St(HiEIAi)
definida por:
h(U x (i) = g € TicsA; : gGi) € U)

Entonces: :

a) El recorrido de h estd incluido en St(IT;.;A,): Basta compro-
bar que para cadaie I, h(U x {i}) es un ultrafiltro en IT,.;A;. Ello
se sigue de que U es un ultrafiltro.

b) hesinyectiva: SiU x {i} #V X {j},yi “_], entonces U;tV
y por tanto h(U x {i}) # h(V x {j}). Sii#j,seanae U y ge
IL;cjA; tales que g(i) = a y para todo j € I distinto de i, g(j) =0
Entonces, g € h(U x {i}) pero g no pertenece a h(V x {j}).

c¢)hesun P- -morfismo: i) Si U X {i}R@V X {j} (Rg es la rela-
cién de la unidn disjunta), entonces i = j y UR,V. Por tanto, si 1
g € h(U x {i}), entonces (T g)(i) € U, y asi, t,g(l) € U. Por tanto,

g(i) € V. Concluimos pues que h(U x {i})R:h(V x {j}). ii) Si
h(U x {i})R,W, donde W es un ultrafiltro en II;.;A;, considere-
mos el conjunto V = {f(i): fe W} que es un ultrafiltro en A; (el
lector puede comprobarlo). Entonces h(V x {i}) = W, pues si f(i)
e Vyfe W, al ser W un ultrafiltro, f* € W, pero entonces f(i)* &
V y esto es imposible. Por otra parte, para ver que U X {i}RgV X
{1}, demostremos que UR.V . Supongamos pues que T;a € U. Sea
g € Il A, tal que g(i) = a. Entonces (tg)(i) = T;a. Por tanto 1g €
h(U x {i}). Asi, g € h(V x {i}), y por tanto g(i)=a € V.

Por la proposicién 8.10 concluimos lo deseado.l

3. En el §1 de este capitulo hemos visto cémo asociar a cada
marco una dlgebra modal, y en el §2 cémo asociar un marco a
cada dlgebra modal. Si partimos de un marco {M,R), tenemos que
el marco M(A((M,R))) tiene por dominio el conjunto de todos los
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ultrafiltros sobre M y por relacidn la relacién R, tal que para cada
par de ultrafiltros Uy V sobre M -

UR. VsiysdlosiVXcM(I(X)e U—->Xe V).

Al marco M(A({M,R))) lo llamaremos la extension por ultra-
filtros del marco (M,R), y nos referiremos a él con eu((M,R)). A

su dominio nos referlremos con eu(M), y a su relacién con R,,.
Asi: :

eu(M) = {U : U es un ultrafiltro sobre M}

={{U,V):U,Ve esM) y VXcM (IX) e U—- X e V)}

Asi como la operacién I en P(M) corresponde al simbolo [,
al simolo ¢ corresponde la operacién m en P(M) definida por

mX)={ue M:dve M (uRv Ave X)}.
El lector puede comprobar que para cada X ¢ M

HmX)=M-IM - X)
i) IX) =M - m(M - X)
iii) Si X < Y entonces I(X) c I(Y)
iv) IXNY)=IX)nIY)
“ V) Ry = {(UV:UVeeuM)yVXcMXe V-omX)e
U)).

TEOREMA 11.11: Para todo marco (M,R) y toda fo; mula
modal B

Si eu({M,R)) |= B entonces (M,R) |=B

Prueba: Si B es vilida en eu({M,R)), entonces, puesto que
eu((M,R)) es M(A({M,R)), por la proposicién 11.7, B es vilida en

el dlgebra A((M,R)). Por tanto, por la proposicién 11.1, B es vali-
daen (M,R).I
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La inversa del teorema no se cumple: una férmula puede ser
vilida en un marco (M,R) pero no serlo en su extensién por ultra-
filtros. Recordemos el ejemplo del comentario que sigue a la pro-
posicién 11.7. La férmula CJ(Clp—p)—Up es vilida en el marco
(N, >), pero no lo es en M(A((N, >)), que es la extensién por
ultrafiltros de (N, >).

El marco (N, <) y su extension por ultrafiltros podemos utili-
zarlos para demostrar que la clase de modelos de la sentencia
Vx Jdy (Rxy A Ryy) no es la clase de marcos de ninguna légica
modal. Evidentemente, tal sentencia es falsa en el marco (N, <).
Sin embargo, es verdadera en su extensién por ultrafiltros. Para
verlo, basta demostrar que todo ultrafiltro sobre N est4 relaciona-
do con todo ultrafiltro no-principal sobre N. Por tanto, si la clase
de marcos modelo de la sentencia fuese definible mediante un
conjunto de férmulas modales, puesto que la sentencia es verdade-
ra en la extensi6n por ultrafitros de (N, <), en la mi$ma deberia ser
vdlida toda férmula del conjunto en cuestién, y, por el teorema
anterior, toda férmula perteneciente a éste deberia ser vilida en
(N, <). Entonces, en este iiltimo marco deberia ser verdadera la
sentencia Vx Jy (Rxy A Ryy), y esto no es asi. Se deja como ejerci-
cio el completar la prueba anterior. ‘

A continuacién vamos a demostrar un lema que se inspira,
tanto en el enunciado como en la prueba, en el lema 9.19 de K.
Fine (Fine [1975]), y que necesitaremos posteriormente. Su prue-
ba es especialmente bonita, pero quizas exija al lector ciertos
conocimientos de teoria de modelos que no posea. En tal caso
puede omitirla perfectamente pero debe recordar el lema, cuyo
enunciado no exige para su comprension nada especial.

LEMA 11.12 (K. Fine): Para todo marco (M,R) existe' un
marco (M',R") elementalmente equivalente tal que la extension
por ultrafiltros de (M,R) es una imagen p-mérfica del mismo.’

Prueba: Consideremos un marco cualquiera (M,R), y el len-
guaje de primer orden con identidad en tipo de semejanza {R}.
Extendamos este tipo de semejanza introduciendo un predicado
monddico Py para cada subconjunto X de M. Consideremos la
expansién de (M,R), M= (M, R, (X)xcm ), a tal lenguaJe
Consideremos una extensién elemental M' = (M, R', (P ¥y
de M, 2—saturada (saturada respecto a los conjuntos de férmulas

S
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que contienen a lo surno un pardmetro en M'). Definamos una fun-
cién

f: M' — eu(M)
mediante: para cada elemento w € M'
fw)= {(XcM:we PY}.

Debemos ver que: a) la funcién lo es de M' en eu(M). b) es
sobre eu(M). Y c¢) es un p-morfismo.

a) Para cada w € M/, f(w) es un ultrafiltro sobre M. La razén
es la siguiente: las sentencias Vz (— Pxz ¢ Py.xz), Vz (Pxz A
Pyz <> Px ~y2) y Vz — Pz son verdaderas en M; para cada X,Y
M, y por tanto son verdaderas en M'.

b) f es sobre eu(M). Dado un ultrafiltro U sobre M, considere-
mos el conjunto de férmulas {Pyz : X € U}. Este conjunto es fini-
tamente satisfactible en M, al ser U un ultrafiltro. Por tanto lo es
en M'. Como M' es saturado, es satlsfactlble en M'. Sea pues w €
M’ tal que para caddaXe U we Px Tenemos que f(w) = (X ¢
M: w e PY). Pero este tltimo conjunto es el ultrafiltro U ya
que,' siwe P%{' y X ¢ U, entonces M - X € U, y por tanto w €
P\Y%. Ahora bien, esto dltimo es imposible puesto que en M' es
verdadera la sentencia Vz (—Pyz <> Py.x2).

c¢) f es un p-morfismo: i) Si u,v € M'y uR'v, para ver que f(u)
R,,f(v), bastard con ver que para todo X € M, si 1(X) € f(u)
entonces X € f(v) es decir que paratodo X c M, si u € Pl(X)
entonces v € PM' En Ml‘ vale la sentencia Vyz (Pyxyy A Ryz —
Pxz). Por tanto vale en M/, con lo cual tenemos lo deseado. ii) Si
f(w)R,,U, para ver que existe ve M’ tal que f(v) = Uy wR'v, con-
sideremos el conjunto de férmulas

T={Pyz:Xe U} U (RWz}.

Este conjunto de férmulas es finitamente satisfactible en M', pues-
to que si Xj,..., X, € U, el conjunto X = X; N ... " X, € U. Por
tanto M - I[(M-X) pertenece a f(w) al tener que f(w)R,,U. Por
tanto w € Pyym- x) . Por consiguiente, el conjunto {Py,z,

«Pxnz, RWz |} es satlsfactlble al ser verdadera en M,, y por tanto
en. M, la sentencia Vy (Pyym.xyy — 3z(Ryz A Pxz)). Puesto que
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M' es saturado para conjuntos de.férmulas con un pardmetro en

M/, tenemos que X es satisfacible en M'. Sea pues v € M' que

satisface X . Entonces resulta que w R'v y para todo X € U, v e
PxM' | Por tanto f(v) = Ud

4. En este apartado vamos a estudiar la caracterizacién de
Goldblatt y Thomason de las clases de marcos cerradas bajo equi-
valencia elemental que son definibles por un conjunto de férmulas
modales. Para ello establezcamos primero el siguiente lema:

LEMA 11.13: Toda clase de marcos cerrada bajo submarcos
generados, uniones disjuntas e imdgenes p-mdrficas y tal que
tanto ella como su complemento estdn cerrados bajo la forma-
cion de extensiones por ultrafiltros, es una clase de marcos defi-
nible por un conjunto de formulas modales, o lo que es equiva-
lente, es la clase de marcos de una l6gica modal.

Prueba: Supongamos que C es una clase de marcos cerrada
bajo submarcos generados, uniones disjuntas, imagenes p-morfi-
cas y extensiones por ultrafiltros, y cuyo complemento también
estd cerrado bajo la formacién de extensiones por ultrafiltros.
Vamos a demostrar que C es precisamente la clase de los marcos
en los que son validas todas las férmulas modales que son vélidas
en todo marco perteneciente a C es decir, que C = C(L(C)).

Supongamos que (M,R) es un marco en el que son vélidos
todos los teoremas de la 16gica de C. Entonces el dlgebra
A((M,R)) es un modelo de la teoria ecuacional de la clase de dlge-
bras {A((M',R")): (M',R'Y € C}. Por el teorema de Birkhoff,
A((M,R)) es una imagen homomorfa de una subdlgebra de un pro-
ducto directo TT; . ; A({M;,R;)) de dlgebras pertenecientes a la
clase. Puesto que II; . | A((M;,R;)) es isomorfa a A(®;c{M;,R})),
tenemos que:

1) A(M,R)) es una imagen homomorfa de una subélgebra, A,
de A(®;c (M;.R))).

Entonces:

2) M(A({M,R))) es isomorfo a un submarco generado de
M(A), y M(A) es una imagen p-moérfica de M(A(®;c (M;.R)))).
Ahora bien, M(A(®;c {M;,R))) = eu(®;c(M;,R}))), y puesto que
C esta cerrada bajo uniones disjuntas y formacién de extensiones
por ultrafiltros, resulta que-eu(®;.(M;,R;))) pertenece a C. Por
tanto, al estar C cerrada bajo imigenes p-morficas, tenemos que
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M(A) pertenece a C,y al estar C cerrada bajo submarcos genera-
dos e imdgenes p-morficas, M(A((M,R))) = eu({M,R)) también
pertenece a C. Por tanto; (M,R) pertenece a C, puesto que, en caso
contrario, eu((M,R)) perteneceria al complemento, al estar éste
cerrado bajo formacién de extensiones por ultrafiltros.l

TeOREMA 11.14 (Goldblatt, Thomason): Urna clase de marcos
cerrada bajo equivalencia elemental es definible por un conjunto
de féormulas modales si y sélo si estd cerrada bajo submarcos
generados, uniones disjuntas e imdgenes p-morficas, y su com-
plemento estd cerrado bajo la formacion de extensiones por
ultrafiltros.

Prueba: 1) Si una clase de marcos estd cerrada bajo equivalen-
cia elemental y es definible por un conjunto de férmulas modales,
estd cerrada bajo submarcos generados, uniones disjuntas e image-
nes p-morficas. Por otra parte, si (M,R) es un marco que no perte-
nece a la clase, existe una férmula modal, B, que es vilida en todo
marco de la clase y no lo es en (M,R). Pero entonces B no es vili-
da en eu((M,R)). Por tanto el complemento de nuestra clase de
marcos estd cerrado bajo la formacién de extensiones por ultrafil-
tros. '

ii) Supongamos que C es una clase de marcos cerrada bajo
equivalencia elemental y cerrada bajo submarcos generados, unio-
nes disjuntas.e imagenes p-morficas, y cuyo complemento estd
cerrado bajo la formacién de extensiones por ultrafiltros. Vamos a
demostrar que C estd cerrada bajo extensiones por ultrafiltros. La
razén es la siguiente: Si (M,R) pertenece a C, por el lema 11.12
existe un marco (M',R') elementalmente equivalente a (M,R) tal
que la extensién por ultrafiltros de (M,R), eu({M,R)), es una ima-
gen p-morfica de (M',R). Ahora bien, puesto que C es una clase
cerrada bajo equivalencia elemental, (M',R") pertenece a C. Por
tanto, ya que C estd cerrada bajo imdgenes p-morficas, (M,R) per-
tenece a C. Por el lema anterior concluimos que C es una clase de

marcos definible mediante un conjunto de férmulas modales.l

En el teorema anterior, ninguna de las condiciones puede debi-
litarse. Vedmoslo con ejemplos.

1. La coleccién de los marcos irreflexivos estd cerrada bajo
submarcos generados y uniones disjuntas,.pero no lo estd bajo
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imdgenes p-morficas. Por otro lado, si un marco no es irreflexivo,
su extension por ultrafiltros tampoco lo es. Para verlo basta consi-
derar, dado un indice del marco rela01onado consigo mismo, el
ultrafiltro generado por éste.

2. La clase de marcos definida por la sentencia Vx Jy Ryx estd
cerrada bajo imdgenes p-mérficas y uniones disjuntas. No estd
cerrada bajo submarcos generados. Su complemento estd cerrado
bajo extensiones por ultrafiltros. '

3. La clase de los marcos con un tnico elemento estd cerrada
bajo imdgenes p-morficas, bajo submarcos generados, pero no lo
estd bajo uniones disjuntas. Su complemento estd cerrado bajo
extensiones por ultrafiltros. |

4. La clase de los marcos definida por la sentencia Vx Jy
(Rxy A Ryy) estd cerrada bajo submarcos generados, uniones dis-
juntas e imdgenes p-morficas. Su complemento, sin embargo, no
estd cerrado bajo la formacién de extensiones por ultrafiltros. Por
ejemplo, el marco (N, <) no pertenece a la clase pero su extension
por ultrafiltros si, puesto que todo ultraflltro estd relacionado con
todo ultrafiltro no-principal.

EJERCICIOS

11.1. Demostrar que el dlgebra asociada a un marco es una
dlgebra modal normal.

11.2. Completar la prueba de la proposicién 11.1.

11.3. Completar la prueba de la proposicién 11.2.

11.4. Demostrar la correspondencia entre los ultrafiltros en el
dlgebra determinada por la asignacién de un modelo canénico y
los conjuntos maximales y L-consistentes de férmulas.

11.5. Demostrar que el conjunto E de la prueba de la proposi-
cién 11.8 tiene la propiedad de las intersecciones finitas.

- 11.6. Demostrar que el conjunto E de la prueba de la proposi-
cién 11.9 tiene la propiedad de las intersecciones finitas.

11.7. Demostrar los enunciados i) - v) que siguen a la defini-
cién de extension por ultrafiltros.

11.8. Completar la prueba de que la sentencia Vx3y(Rxy A
Ryy) es verdadera en la extension por ultrafiltros de (N, <).

11.9. Demostrar que toda dlgebra modal A es inmersible en
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A(M(A)). Para ello demostrar que la funcién f de A en P(St(A))
definida por

f(a)={Ue St(A) :ae U}

es un homomorfismo inyectivo.

11.10. Demostrar que toda dlgebra modal finita A es isomor-
fa a A(M(A)). Tener en cuenta que en un 4lgebra modal finita
todos.los ultrafiltros son principales. Concluir que, si A es finita,
en A y en A(M(A)) son vilidas exactamente las mismas férmu-
las modales.

11.11. Demostrar que todo marco finito M es isomorfo a
M(A(M)). Concluir que, si M es finito, M y M(A(M)) son modal-
mente equivalentes.

11.12. Hay sélo dos dlgebras modales sobre el dlgebra de
Boole de dos elementos, {0,1}. Una es aquella en que T es la
identidad. La otra, aquella en que T es la funcién constante 1.
- Demostrar que la 16gica de la primera es la 16gica Trivial, y que la
16gica de la segunda es la loglca Verum.

11.13. Demostrar que si C es una clase de marcos cerrada bajo
equivalencia elemental y cerrada bajo extensiones por ultrafiltros,
submarcos generados, uniones disjuntas, y tanto C como su com-
plemento estdn cerradas bajo imdgenes p-morficas, entonces C es
definible por un conjunto de f6rmulas modales.

11.14. Razonar las afirmaciones de los ejemplos 1, 2, 3 y 4 del
final del capitulo.



CAPITULO 12
SEMANTICA DE MARCOS GENERALES

1. Recordemos que para la semdntica de marcos hay légicas
incompletas y que toda logica es completa tanto en la seméntica de
modelos como en la seméntica algebraica. Thomason (Thomason
[1972]) introdujo una nueva semantica, la semantica de marcos ge-
nerales, que guarda con la semantica de marcos la misma relacién
que la semdantica de modelos generales (de Henkin) para la l6gica
de segundo orden guarda con la semaéntica estdndar de esta légica.
- En la semdntica de marcos generales toda 16gica modal es comple-
ta.

Sabemos que la clase de todas las férmulas vilidas en un mo-
delo (M,R,e) no tiene por qué ser una légica. El problema, recorde-
mos, reside en el hecho de que este conjunto puede no estar cerrado
bajo sustitucién. Un marco general es una entidad intermedia entre
un modelo y un marco. El conjunto de férmulas validas en un
marco general, a diferencia del conjunto de las férmulas vélidas en
un modelo, es una légica. Pero para cada l6gica modal L hay sufi-
cientes L-marcos generales como para que toda férmula que no es
un teorema de L no sea vélida en algtin L-marco general.

Con el fin de llegar a la definicién de los marcos generales,
consideremos, dado un modelo (M,R,e), el dlgebra de conjuntos

e = {e(B): B es férmula modal}

que, como sabemos, esta cerrada bajo la operacién que a cada sub-
conjunto X de M le asigna el conjunto {ue M: Vve M(uRv—
v € X)}. Consideremos el conjunto de todas las férmulas validas en
toda asignaci6én en (M,R) que asigna a las letras sentenciales sub-
conjuntos de M pertenecientes al dlgebra e. Este conjunto est4 ce-
rado bajo sustitucién y es, por tanto, una légica. Resulta que:

PROPOSICION 12.1: Para cada modelo (M,R,¢), el conjunto de
las formulas vdlidas en toda asignacién en (M,R) que asigna ele-

[185]




186 UNA INTRODUCCION A LA LOGICA MODAL

mentos del dlgebra e a las letras sentenciales es la mayor logica
incluida en el conjunto de las formulas validas en (M,R ).

Prueba: Basta tener en cuenta que si €' es una asignacion que
toma valores en el dlgebra e, y A es una férmula cuyas letras sen-
tenciales estdn entre p,,..., Py, €ntonces para las férmulas By,..., B,
tales que €'(p,) = e(By),.-., €'(Py) = €(B,), se verifica que e'(A) =
e(A(Po/Bos--» Pr/Bp) 1

' La proposicién nos ensefia como asociar a cada modelo un al-
gebra modal de conjuntos y una légica, la determinada por las asig-
naciones que toman valores en el dlgebra. Si en lugar de considerar
marcos ‘consideramos unas nuevas entidades formadas por un
marco {M,R) y-una 4lgebra modal de subconjuntos de' M, entidades
a las que llamaremos marcos generales, y restringimos las asigna-
ciones que consideramos en la definicion de validez a las que
toman valores en el dlgebra, tendremos, por la proposicidn anterior,
que toda 16gica serd completa respecto a esta nueva nocidén de vali-
dez. Larazén es la siguiente: si B no es un teorema de la 16gicaL, B
no es vilida en un modelo (M,R,e) de L. Por tanto B no es védlida en
(M,R,e) (segin la nueva definicién de validez). Ahora bien, puesto
que L est4 incluida-en la mayor 16gica subconjunto de Th({M,Re)),
todo teorema de L es una férmula valida (segiin la nueva nocién) en
(M,R,e). Por tanto, tenemos un marco general en el que son vélidos
todos los teoremas de L pero no B.

Siendo mds sistemdticos, un marco general es un triplo
(M,R,P) donde (M,R) es un marco y P es-una coleccién de subcon-
juntos de M a la que pertenecen el conjunto vacio y M, y estd cerra-
da bajo las operaciones de union, interseccién, complemento, y
ademds bajo la operacién I, que definfamos, recordemos, para cada
subconjunto X de M, por

I(X)={ue M:Vve M@uRv—>ve X)}].

Es decir, P es un dlgebra modal de subconjuntos de M, subélgebra
del dlgebra modal (P(M), N, U, —, B, M, I).

Una férmula modal B es vdlida en un marco general (M,R,P)
si y s6lo si para toda asignacién en (M,R) e tal que e: P — P, e(B) =
M. Debe observarse que si e: P — P, la extensidn de e a todas las
férmulas es una funcién de For(P) en P.
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Los marcos pueden verse como un caso particular de marcos
generales. A cada marco (M,R) le podemos asociar el marco gene-
ral (M,R,P(M)). Es obvio que en ambos marcos, el usual y el
general, son vdlidas exactamente las mismas férmulas.

Dada una l6gica modal normal L, decimos que un marco gene-
ral (M,R,P) es un L-marco general si y s6lo si todo teorema de L es
valido en (M,R,P).

Hemos demostrado hace un momento el siguiente teorema:

TEOREMA 12.2 (de completitud para marcos generales):Para
toda l6gica modal normal L y toda férmula modal B:

B es un teorema de L si y sélo si B es vdlida en todo L-marco
general.

A cada légica L podemos asociarle el marco general canonico,
el marco que obtenemos a partir del modelo candnico (MR .ep)
considerando el dlgebra determinada por e, e; . Es el marco general
(MR ,e). El Corolario 5.6 nos dice que la teoria modal del mode-
lo canénico de L es L. Por tanto la 16gica del marco general cdnoni-
co de L es también L. Ello nos proporciona otra prueba del teorema
de completitud para marcos generales.

El marco general canénico de una légica tiene, como veremos
mas adelante, estrecha relacién con el dlgebra de Lindenbaum-
Tarski de la misma. Por otra parte, es evidente que existe una estre-
cha relacién entre marcos generales y dlgebras modales.

2. Para marcos generales tenemos también las nociones de
submarco general generado, p-morfismo, y unién disjunta. Defina-
moslas.

(M,R,P) es un submarco general generado de (M'R",P') si‘y
s6lo si (M,R) es un submarco generado de (M',R') y ademés P =
{(XNnM:Xe P'}.

Una funcién h: M — M' es un p- morfismo del marco general
(M,R,P) en el marco general (M', R' P') siy s6lo si es un p-morfismo
de (M,R) en (M',R") y ademis {h"1[X]: X e P'} cP

Una funcién h: M — M' es una inmersién del marco general
(M,R,P) en el marco general (M';R",P") si y s6lo si es un p-morfismo
inyectivo tal que para cada X € P, existe Y € P' tal que h[X] =
=h[M] N Y.

Una funcién h: M — M’ es un isomorfismo entre el marco ge-
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neral (M;R,P) y el marco general (M',R',P') si y sélo si es una in-
mersién de (M,R,P) sobre (M',R',P").

Es facil comprobar que una funcién h: M — M’ es un isomor-
fismo entre el maro general (M,R,P) y el marco general (M',R",P') s
y sdlo si es una biyeccién entre M y M' tal que:

i) Paracadau, ve M, uRv siy sélo si h(u)R' h(v)
ii) P'= {h[X]: X € P}.

La unién disjunta de una familia ((M;,R;,P;): i € I) no vacia de
marcos generales es el marco general { Mg, Rg, Pg ), donde

Pez{X_C__M@:ViG IXﬁMiG Pl)

(La notacién que usamos es la introducida en el capitulo 8 al defini
la nocién de unién disjunta de marcos.)

Para submarcos generales generados vale el enunciado corres-
pondiente al del corolario 8.9, lo que puede demostrar el lector. Por
tanto las férmulas modales se preservan bajo submarcos generales
generados.

'Para p-morfismos de marcos generales sobre marcos generales
vale el enunciado correspondiente al del corolario 8.3. Por tanto las
férmulas modales se preservan bajo imigenes p-morficas de mar-
cos generales.

Por iltimo, para uniones disjuntas de familias de marcos gene-
rales vale el enunciado correspondiente al del teorema 8.12. Por
tanto las férmulas modales Ise preservan bajo uniones disjuntas.

3. Estudiemos ahora la relacién que existe entre marcos gene-
rales y dlgebras modales.

A cada ‘'marco general (M,R,P) le corresponde un dlgebrz
modal, el dlgebra (P, N, U, —, @, M, I). Y puesto que las asignacio-
nes en el marco son asignaciones en el dlgebra, y viceversa, ocurre
que en el marco general y en el dlgebra asociada son vélidas exacta-
mente las mismas férmulas modales. :

A menudo, si M = (M,R), para referirnos al marco general
(M,R,P), escribiremos (M,P). Al dlgebra asociada a (M,P) nos refe-
riremos con A({M,P)), o con A({M,R,P)) segiin convenga.

Como en el caso de los marcos y sus dlgebras modales asocia-
das, para los marcos generales y sus dlgebras tenemos una corres-



SEMANTICA DE MARCOS GENERALES 189

pondencia entre las nociones de submarco general generado, p-
morfismo, y unién disjunta, por un lado, y las de imagen
homomorfa, subdlgebra y producto directo, por otro. La correspon-
dencia es la siguiente:

12.3. Si (M,,P;) es un submarco general generado de (M,,P,),
el dlgebra A((M,,P;)) es una imagen homomorfa del 4lgebra
A(<M2’P2>)

12.4. Si (M,,P,) es una imagen p-morfica de (M,,P,), el dlge-
bra A({M,,P,)) es isomorfa a una subédlgebra del dlgebra
A(<M17Pl>) )

+12.5. Si ((M;,P;): i € I) es una familia no vacia de marcos ge-
nerales, el dlgebra correspondiente a la unién disjunta de la familia
de marcos es isomorfa al producto directo de las algebras
A((Mi,Pi», conie L.

Ademas, es interesante sefialar que:

12.6. Si (M,P;) es isomorfo a (M,,P,) y f es un isomorfismo
entre estos marcos, la funcién h: P; — P, definida para cada X € P,
por

h(X) =1[X],

es un isomorfismo entre las: dlgebras asociadas ‘A({M;,P,)) y
A((My,Py)).

Por otra parte, a cada dlgebra modal A podemos asociarle un
marco general, el marco (St(A), R;, W), donde W queremos que sea
una coleccién de subconjuntos de St(A) tal que el dlgebra (W, N, U,
-, @, St(A), I') sea un dlgebra isomorfa a A. El candidato a W nos lo
proporciona el teorema de representacion de Stone para dlgebras de
Boole. W ser4 la coleccidn de los conjuntos de la forma

0,={Ue St(A):ae U}.

El teorema de representacién de Stone nos dice que 1a funcién
f: A—>Wtal que paracadaa e A, f(a) = O,, es un isomorfismo entre
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el dlgebra de Boole de A y el dlgebra de conjuntos (W, N, U, —, @,
St(A)). Esta funci6n es ademés un isomorfismo entre A y (W, N,
U, —, @, St(A), I). Larazén es la siguiente: f(ta) = {U € St(A): Ta e
U} y I(f(a)) = I({U e St(A): a € U}), pero los conjuntos {U €
St(A): tae U}y I({U e St(A): a € U}) son iguales. Vedmoslo: Si
ta e U, tenemos que VVeSt(A) UR,V »ae V),y por tanto que
el ultrafiltro U € I({U € St(A): ae U}). Por otra parte, si U € I({U
€ St(A): a € U}) tenemos que VVeSt(A) (UR,V —» a e V). Su-
pongamos que ta ¢ U. Entonces el conjunto E= {be A:tbe U} U
{a*} tiene la propiedad de las intersecciones finitas, puesto que, si
tbe UybAaa*=0,b<a,ypor tanto tb < 1a, de modo que ta € U,
pero habiamos supuesto lo contrario. Sea, pues, V un ultrafiltro en
A que incluye a E, que existe por el teorema del ultrafiltro. Enton-
cesUR,V, yportantoace V, 10 que es absurdo. Concluimos pues
quetae Ul .

* Al marco general asociado a un dlgebra modal A nos referire-
mos con MG(A). Asi, acabamos de demostrar la proposicion:

PROPOSICION 12.7: Para cada dlgebra modal A,
A es isomorfa al dlgebra AMG(A)).

Esta iltima proposicién nos da un teorema de representacién
para las algebras modales: toda dlgebra modal es isomorfa a un 4l-
gebra modal de conjuntos.

Para marcos ocurria que en €l marco asociado a un dlgebra no
siempre eran vélidas todas las férmulas vélidas en el dlgebra. Al
considerar marcos generales tenemos que esto no sucede.

PROPOSICION 12.8: Para toda dlgebra modal A, en A 'y en
MG(A) son vélidas exactamente las mismas formulas modales.

Prueba: Cada elemento de W estd determinado por un tnico
elemento de A, ya que para cada dos elementos distintos y no nulos
de un élgebra de Boole siempre existe un ultrafiltro al que pertene-
ce uno pero no el otro. Por tanto existe la siguiente correspondencia
uno a uno entre las asignaciones en el dlgebra A y las asignaciones
en el marco general MG(A), la que a una asignacion s en A le asig-
na la asignacién e en MG(A) tal que para cada letra sentencial p y
cadaae A, s(p) =asiy sélo si e(p) = O,. Es fcil demostrar, obser-
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vado lo anterior, que en A y en MG(A) son validas exactamente las
mismas férmulas modales.

Si partimos de un marco general (M,P) y consideramos el
marco general MG(A((M,P))) asociado a su ilgebra, no siempre
obtenemos un marco isomorfo, aunque s{ un marco modalmente
equivalente. Pensemos en el marco general (N, >, P) con P = P(N).
La cardinalidad del conjunto de ultrafiltros en el dlgebra asociada
(P(N)) es mayor que la de N. Por tanto-la’del marco general
MG(A((N, >, P)) es mayor que la de N.

Maés adelante veremos qué condiciones debe cumplir un
marco general para ser isomorfo al marco general de su-dlgebra
modal. Ahora veamos la correspondencia que hay entre las nocio-
nes, para dlgebras, de subélgebra, imagen homomorfa, y producto
directo, y las nociones, para marcos generales, de p-morfismo, sub-
marco general generado, y unién disjunta.

12.9. Si A, es una subdlgebra de A,, el marco general MG(A,)
es una imagen p-morfica del marco general MG(A,).

12.10. Si A, es una imagén homomorfa de A, el marco gene-
ral MG(A,) es isomorfo a un submarco general generado de
MG(A)).

12.11. La unién disjunta de los marcos generales asociados a
las dlgebras de una familia (A;: i € 1) de dlgebras modales es iso-
morfa a un submarco general generado del marco general asociado
al producto directo de las dlgebras de la familia (A;:ie I).

- 12.12. Si A, y A, son isomorfas, lo son los marcos generale
asociados. :

4. En este apartado vamos a estudiar las condiciones que debe
satisfacer un marco general para ser isomorfo al marco de su dlge-
bra asociada. Para llegar a formular dichas condiciones, estudiemos
primero la relacion entre el marco general canénico de una.légica y
su dlgebra de Lindenbaum-Tarski.

Dada una l6gica modal L, consideremos su marco general ca-
nénico (M ,R; Py ) y su dlgebra de Lindenbaum-Tarski, A; . Tene-
mos la siguiente proposicién:

PROPOSICION 12.13: Para toda légica modal L, el marco ge-
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neral MG(A,) es isomorfo al marco general candnico (M ,R,Pp)
deL.

Prueba: La funcion f: St(A;) — M| definida paracada V e
St(A;) por

f(Vy=UV .

es el isomorfismo buscado. Ello es asi puesto que:

a) Para cada V € St(A;), f(V) es un conjunto maximal L-con-
sistente. Ello se sigue de las propiedades de los ultrafiltros.

b) f es inyectiva: Si V, V' son ultrafiltros en A, existe férmula
modal B tal que [B] e Vy[-B]e V"

c) f es sobre My : Para cada conjunto maximal y L-consistente
%, el conjunto {[B]: B € X} es un ultrafiltro en A; .

d) VR, V'siy sélo si f(V)R; f(V"): Supongamos que VR, V'. Si
B es una férmula modal tal que [JB € f(V), entonces [[1B] € V. Por
tanto T [B] € V. Puesto que VR, V', [B] € V' y B € f(V'). Por otra
parte, si f(V)R (V") y B es una férmula modal tal que t [B] € V,
[(JBle Vy[IB e (V). Por consiguiente B € f(V'). Por tanto [B] €
V.

f) P = {f[X]: X € W}: Los elementos de Py son de la forma
e (B), donde , recordemos, e;(B) = {£ € M;: B € X}.Demostre-
mos que Py c {f[X]: X € W}. Dado e; (B), consideremos el con-
junto Org;= {U € St(Ap): [B] € U}. Entonces para cada U € O,
B e f(U), y por tanto f(U) € e (B). Asi f[Og;] < e, (B). Por otro
lado, si £ € e; (B) tenemos que [B] pertenece al ultrafiltro determi-
nado por %, Uy = {[C]: C € X}, y por tanto dicho ultrafiltro pertene-
ce a Ogy. Pero f(Uy) = Z. Por tanto f[O(g)] es e (B). Por otro lado,
es facil ver que el conjunto {f[X]: X € W} estd incluido en Py, pues
f[Og)] = {f(U): [B] € U} y este tiltimo conjunto es e (B).1

COROLARIO 12.14: Para toda légica modal L, su marco gene-
ral candnico (M, Ry,PL) es isomorfo al marco general MG(A
((My, Ry, P)) correspondiente al dlgebra modal asociada.

Prueba: Por la proposicién anterior tenemos que MG(A;) es
isomorfo al marco general canénico de L, (M ,P.). Ademds, A es
isomorfa a A(MG(A,)). Por tanto, A; es isomorfa a A((M;,P;)).1

Tal como dice Van Benthem, la proposicién anterior nos
muestra que el téorema de completitud para marcos generales, cuya
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prueba directa es una prueba a la Henkin, es esencialmente el teore-
ma de Lindenbaum-Tarski mas el teorema de representacién de
Stone (que permite obtener marcos generales a partir de 4lgebras).

El marco general candnico de una légica modal L tiene las si-
guientes propiedades:

i) Distipgpe elementos (o es 1-refinado), es decir,
Vuve M (VXePL(ue X ve X) > u=v).
ii) Caracteriza su relacién (o es 2-refinado), es decir,
VYuve M (VXeP_(ue i(X)——}ve X) = uRpv).

iii) Todo subconjunto de Py con la propiedad de las intersec-
ciones finitas (tal que cualquier interseccion finita de elementos del
mismo no es vacia) tiene interseccién no vacia.

1) y i) se siguen inmediatamente de las definiciones de Py, Ry,
y de la operacidn 1. iii) se sigue del hecho siguiente: Si E < P tiene
la propiedad de las intersecciones finitas, el conjunto {B: e; (B) €
E} es L-consistente. Por tanto puede extenderse a un conjunto £
maximal L-consistente, y este conjunto pertenece a la interseccion
de E.

Las condiciones i), ii) y iii) son necesarias y suficientes para
que un marco general sea isomorfo al marco general de su dlgebra
asociada.

Diremos que un marco general (M,R,P) es descriptivo si y\
s6lo si
i) Distingue elementos (o es 1-refinado), es decir,
Vuve M (VXePlueXove X)—>u=v).
ii) Caracteriza su relacién (o es 2-refinado), es decir,

Vuve M (VXeP@e I(X)—>ve X)—>uRv).

iii) Todo subconjunto de P con la propiedad de las interseccio-
nes finitas tiene interseccién no vacia.
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PROPOSICION 12.15: Para toda dlgebra modal A, el marco ge-
neral MG(A) es descriptivo. '

Prueba: i) Si U, V son ultrafiltros en A que verifican, para
MG(A), el antecedente del condicional de i), son iguales. En caso
contrario, existirfaa € A talqueae Uy a*e V, pero entonces U €
O,y V¢ O, y esto es imposible.

ii) Por la definicién de R.

i) SiECcW (Wesel élgebra del marco MG(A)) tiene la pro-
piedad de las intersecciones finitas, el conjunto E'= {ae A: O, €
E} también tiene dicha propiedad. Sea U un ultrafiltro en el dlgebra
A que extiende a E'. Entonces U pertenece a la interseccién de E.|

COROLARIO 12.16: Para todo marco general (M,P), el marco
general MG(A((M,P)) es descriptivo.

TEOREMA 12.17:, Para todo marco general (M,P), el marco
general MG(A({M,P))) es isomorfo a (M,P) si y sélo si (M,P) es
descriptivo.

Prueba: Un sentido del bicondicional se sigue del tltimo coro-
lario. Para demostrar el otro sentido, definamos la funcwn M-
St(A((M P))) por ,

f(u)={X e P:ue X).

La definicién es buena puesto que f(u) es un ultrafiltro en
A(M,P)). Ademas:

i) f es inyectiva, puesto que (M,P) distingue elementos.

ii) f es sobre St(A({M,P))): Si U es un ultrafiltro en A({M,P)),
tiene la propiedad de las intersecciones finitas. Por tanto, por la
condicién iii) de la definicién de marco general descriptivo, tiene
interseccién no vacia. Sea u un elemento de la interseccién de U.
Entonces f(u) = U.

iii) Para cualesquierau, ve M, uRv siy sélo si f(u) R, f(v). En
efecto, si uRv, y X € Pes tal que I(X) € f(u), u € I(X) y por tanto
v € X, con lo cual tenemos que X € f(v). Por otra parte, si f(u)
R f(v), veamos que para cada X € P, siu € I(X), v € X. Entonces
por la condicién ii) de la definicién de marco general descriptivo
tendremos que uRv. Si X € Py u € I(X), entonces I(X) € f(u). Por
tanto, puesto que f(u)R.f(v), X € f(v)yve X
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Hay marcos tales que ningiin marco general sobre ellos es des-
criptivo. Por ejemplo, el marco (N, >). Para todo marco general
sobre él, (N, > ,P), dada una asignacién en él e, tenemos que para
cadanz1,

e(0N—L)={m: m=>n+1}. !

Por tanto, para cada n 2 1, el conjunto X, = {m: m 2 n+1} pertenece
a P. Ahora bien, el conjunto {X,: n = 1} tiene la propiedad de las in-
tersecciones finitas, pero su interseccion es vacia.

5. En la terminologia de marcos generales, la nocién de légica
canénica que hemos estudiado en capitulos anteriores es la siguien-
te: una légica es candnica si el marco de su marco general canénico
es un marco de la l6gica. En el capitulo anterior hemos estudiado
condiciones necesarias y suficientes para que una clase de marcos
- cerrada bajo equivalencia elemental fuese la clase de marcos de una
16gica modal. Existe una caracterizacion de las clases de marcos
que son la clase de marcos de una 16gica modal debida a Goldblatt y
a Thomason pero utiliza nociones muy ad hoc y no vamos a estu-
diarla aqui. Podemos, sin embargo, preguntarnos por una caracteri-
zacién de las clases de marcos que son la clase de marcos de una 16-
gica modal canénica.

Si reflexionamos un poco vemos que en los modelos hay un
parametro implicito que no estd, en principio, ni en los marcos ni en
los marcos generales: 1a cardinalidad del lenguaje. Este pardmetro,
sin embargo, si que estd implicito en los marcos canénicos, genera-
les o no, de una légica. La cardinalidad del lenguaje condiciona la
cardinalidad del marco. Este hecho hace pensar que la nocién de

modelo (marco, marco general) canénico no es la adecuada para un

tratamiento abstracto del problema que acabamos de plantear.

La generalizacién adecuada de la nocién de marco general ca-
ndnico es la de marco general descriptivo. La nocién correspon-
diente a la de 16gica canénica es la de légica d-persistente. Una
logica L es d-persistente si y sélo si el marco de todo L-marco ge-
neral descriptivo es un L-marco’.

' Van Benthem llama canénicas a las 16gicas que nosotros, y Goldblatt, 1la-
mdmos d-persistentes. El concepto de légica canénica de K. Fine ha resultado ser
equivalente al de Van Benthem (G. Sambin y V. Vaccarol [1988]).
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. Evidentemente toda légica d-persistente es canénica. Y, pues-
to que hay 16gicas que no son canénicas, hay légicas que no son d-
persistentes.
Vamos a caracterizar las clases de marcos que son la clase de
marcos de una légica d-persistente. Primero necesitamos el si-
guiente lema:

LEMA 12.18: La clase de marcos de una légica d-persistente
estd cerrada bajo la formacién de extensiones por ultrafiltros.

Prueba: Supongamos que L es una légica d-persistente, y que
(M,R) es un L-marco. Consideremos el marco general MG(A
((M;R)). Este marco general es el marco {eu({M,R)), W), y, al ser el
marco general asociado a un dlgebra modal, es descriptivo. Por
tanto, puesto que L es d-persistente, eu((M,R)) es un L-marco.l

TEOREMA 12.19 (Van Benthem): Una clase de marcos es la
clase de marcos de una logica modal d-persistente si 'y sélo si estd
cerrada bajo submarcos generados, uniones disjuntas e imdgenes
p-mérficas, y tanto ella-como su complemento estén cerrados bajo
la formacién de extensiones por ultrafiltros.

Prueba: i) Si C es la clase de marcos de una l6gica d-persisten-
te, estd cerrada bajo submarcos generados, uniones disjuntas e ima-
genes p-morficas. Ademds, por el lema anterior, estd cerrada bajo
extensiones por ultrafiltros. Por otra parte, el argumento usual nos
muestra que su complemento esté cerrado bajo extensiones por ul-
trafiltros.

ii) Si C es una clase de marcos cerrada bajo submarcos genera-
dos, uniones disjuntas e 1magenes p-morficas, y tanto C como su
complemento estdn cerrados-bajo extensiones por ultrafiltros, por
el lema 11.13 tenemos que C es la clase de marcos de una légica
modal, digamos L. Veamos que L es d-persistente. Supongamos
que (M,P) es un L-marco general descriptivo. Entonces, por el teo-
rema 12.17, MG(A({M,P))) es isomorfo a (M,P). Por otra parte, el
dlgebra asociada a (M,P), A({M,P)), es un modelo de la teoria ecua-
cional de la clase de dlgebras { A((M,R,P(M))): (M,R) € C}, puesto
que la 16gica de C es L. Por tanto, por el teorema de Birkhoff,
A((M,P)) es una imagen homomorfa de una subilgebra de un pro-
ducto directo de dlgebras pertenecientes a la clase IT, ;A
((M;,R;,P(M)))). Utilicemos ahora las correspondencias de 12.3-5 y
12.9-11. Tenemos pues que el producto directo IIiA
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((M;,R;,P(M,))) es isomorfo al dlgebra A(®;c{M;,R;,P(M,))). Por’

tanto tenemos que A((M,P)) es una imagen homomorfa de una su-
balgebra A del dlgebra A(®;c{M;,R;,P(M,))). Por tanto MG(A
({(M,P))) es isomorfo a un submarco general generado de MG(A), y

MG(A) es una imagen p-mérfica del marco general MG(A(®je; .

(M;,R;,P(M;)))). Ahora bien, este ltimo marco general es el marco
general (M(A(®;.{M,,R;))), P(Mg)), cuyo marco es la extensién
por ultrafiltros de ®@;c{(M;,R;). Puesto que C est4 cerrada bajo unio-
nes disjuntas y extensiones por ultrafiltros, dicha extensién por ul-
trafiltros pertenece a C. Por tanto, al estar C cerrada bajo imagenes
p-morficas, el marco de MG(A) pertenece a C. Por tanto el marco
de MG(A({M,P))), al ser isomorfo aun submarco generado de
MG(A), pertenece también a C (C est4 cerrado bajo submarcos ge-
nerados). Ahora bien, dicho marco es isomorfo a M. Por tanto, M
pertenece a C , y es pues un L-marco.l

CoROLARIO 12.20: i) Una légica modal L se preserva bajo ex-
tensiones por ultrafiltros si y solo si la menor l6gica completa que
extiende a L es d-persistente.

il) Una légica modal completa L es d-persistente si 'y solo si
se preserva bajo extensiones por ultrafiltros.

Prueba: i) Si una légica L se preserva bajo extensiones por ul-
trafiltros, su clase de marcos esta cerrada bajo extensiones por ul-
trafiltros. Por tanto, puesto que ademds se cumplen las dem4s con-
diciones del teorema anterior, es la clase de marcos de una logica
modal d-persistente. Pero tal 16gica es la menor l6gica completa
que extiende a la inicial.

El otro sentido del bicondicienal se.sigue de la d-persistencia:
si M es un L-marco, es un marco de su menor extension completa.
Por tanto el marco general MG(A((M,P(M)))) es un marco general
de dicha extension, y al ser esta d-persistente, el marco de este
marco general, que es eu(M), es un marco de la misma y por tanto
de L.

ii) Se sigue de i).1

Tenemos otro corolario al teorema anterior, corolario que es
una generalizacién del teorema de K. Fine, que afirma que toda 16~
gica completa, y cuya clase de marcos est4 cerrada bajo equivalen-
cia elemental es candnica, es el siguiente:
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COROLARIO 12.21: Toda légica modal completa cuya clase
de marcos estd cerrada bajo equivalencia elemental es d-persis-
tente.

Prueba: SiL cumple las condiciones del antecedente del enun-
ciado entonces su clase de marcos esté cerrada bajo extensiones por
ultrafiltros: Por el lema 11.12, para cada marco (M,R) existe un
marco elementalmente equivalente (M',R') tal que la extensién por
ultrafiltros de {M,R) es una imagen p-mérfica de (M',R’). Por tanto,
puesto que la clase de marcos de una légica estd cerrada bajo imé-
genes p-morficas, L estd cerrada bajo extensiones por ultrafiltros.
Por el corolario anterior concluimos que L es d-persistente.l

EJERCICIOS

12.1. Completar la prueba de la proposicién 12.1.

12.2. Demostrar que h es un isomorfismo entre (M;,P,) y
(M,,P,) si y s6lo si h es una inmersién de (M,,P,) sobre (M,,P,) y
h™ es una inmersién de (M,,P,) sobre (M,,P,).

12.3. Demostrar el teorema para submarcos generales genera-
dos correspondiente al teorema 8.9.

12.4. Demostrar el teorema para p-morfismos de marcos gene-
rales en marcos generales correspondiente al corolario 8.3.

12.5. Demostrar el teorema para uniones disjuntas de marcos
generales correspondiente al teorema 8.12.

12.6. Demostrar 12.3, 12.4, 12.5 y 12.6.

12.7. Demostrar 12.9, 12.10, 12.11 y 12.12.

12.8. Completar la prueba dela propos101on 12.13.

12.9. Completar la prueba de la proposicién 12.15.

12.10. Completar la prueba de 12.17.

12.11. Demostrar que las siguientes condiciones son equiva-
lentes para todo marco general (M,R,P):

i) Todo ultrafiltro en P tiene interseccién no vacia.

ii) Todo ultrafiltro en P es de la forma {X € P: u € X} para

alginue M.

ii1) Todo subconjunto de P con la propiedad de las interseccio-

nes finitas tiene interseccién no vacia. )

iv) Para todo Q < P tal que UQ =M, existe Q' = Q, Q' finito, y

tal que UQ' =M.
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12.12. Demostrar que, si (M,R,P) es un marco general para el
que todo ultrafiltro en P tiene interseccién no vacia, entonces las
condiciones siguientes son equivalentes:

i) Paratodo ultrafiltro Uen P, N {m(X): X € U} c m(N U).

ii) Paracadau,v € M, si {m(X): X € Py v € X} esta incluido

en {X € P:u e X}, entonces existe w € M tal que uRw y
{(XeP:we X}={Xe P.ve X], :
donde paracada X c M, m(X)={ue M:dve M (@uRv Ave X)}.

12.13. Demostrar que para cada marco (M,R,P) que distingue
elementos, las siguientes condiciones son equivalentes:

i) El marco caracteriza su relacién.

ii) Paracadau,ve M,si {m(X): Xe Pyve X} c {Xe P:
ue X}, existewe MtalqueuRwy {Xe P:we X} ={Xe P:
ve X}.

12.14. Considérense un marco {(M,R) y el marco general
MG(A({M,R))). ;Cudl es el dlgebra W de este marco general?

12.15. Demostrar el teorema 11.13 de Goldblatt y Thomason a
partir del teorema 12.19 de Van Benthem.







APENDICEI
LOGICA DE PRIMER ORDEN

El vocabulario de un lenguaje de primer. orden estd formado por
los siguientes simbolos:

1. Paréntesis: ), (.

2. Conectores: — (COI]dlClOﬂal) y —(negacién).

3. Vanables los elementos de un conjunto infinito numerable

V= {vo,v,,vz,...,vn... }.

4. Simbolo de igualdad: =

5. Cuantificadores: V (universal) y 3 (existencial).

6. Relatores: Para cada nimero natural n.2 1, un conjunto —~po-
siblemente vacio— de simbolos llamados relatores n-adicos.

7. Simbolos funcionales: Para cada niimero natural n > 1, un
conjunto —posiblemente vacio— de simbolos llamados s1mbolos
funcionales n-4dicos.

8. Constantes: Un conjunto —posxblemente vacio—de 51mbolos
llamados constantes.

Los conjuntos de- 51mbolos de l 8 deben ser todos dls_]untos dos
a dos. ‘

Un tipo de semejdnza es simplemente un conjunto de relatores
simbolos funcionales y constantes. El tipo'de semejanza de.un len-
guaje de primer orden es el conjunto formado. por todos los relato-
res, simbolos funcionales y constantes del lenguaje. Es precisamen-
te el tipo de semejanza lo que distingue a unos lenguajes de otros.
Para referimos a tipos de semejanza utlhzaremos la letra gnega P
con posibles subindices. ' S

» Un tipo de' semejanza sin simbolos funcionales y'sin constantes
es un tipo de semejanza relacional, y un tipo de semejanza sm rela-
tores es un tipo de semejanza algebraico. ' ,

" Dado un lenguaje de prlmer orden de'tipo de seme]anza p, el |
con_]unto de los términos'del mismo es el menor: conjunto X de su- 5
cesiones finitas de simbolos del lenguaje tal que: " * .- : ,

[201]
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i) Toda variable pertenece a X.
ii) Toda constante perteneciente a p pertenece a X.
iii) Si f es un simbolo funcional n-ddico (n > 1) y #,..., f, € X,
. t, pertenece a X. :
‘ Y el conjunto de las férmulas es el menor conjunto X de suce-
siones finitas de simbolos del lenguaje tal que:
- 1).Si R e$ un relator n-ddico perteneciente ap y fy,..., t, son tér-
minos, Rty... t; € X.
ii) Si t; y t; son términos ¢, = tye X.
iii) Si o € X, entonces —o € X.
iv) Si a,B € X, entonces (a—P) € X.
v)) Si o€ Xy x es una variable, entonces Vx o, Ix-o. € X.
Las férmulas de la forma Ry,... £, donde R es un relator n-adico
Y ts- .+, by SON términos, y las de la forma ¢, = 1,, con #; y £, términos,
son las formulas atomicas. Las férmulas de la iiltima forma son las
ecuaciones.

PRINCIPIOS DE INDUCCION

i) Todo conjunto de sucesiones finitas de simbolos de un len-
guaje de primer orden que cumple las condiciones i)-iii) de la defi-
nicién de término contiene todos los términos del lenguaje.

ii) Para cada lenguaje de primer orden, si ® es una propiedad tal
que: a) todas las variables y todas las constantes del lenguaje tienen
@, y b) para todo n 2 1 y todo simbolo funcional n-ddico f del len-
guaje ocurre que para cualesquiera términos ,..., f, con la propie-
dad @, ft)... t, también tiene la propiedad @, entonces todo término
del lengua_]e tiene la propiedad ®. .

111) Todo conjunto de sucesiones finitas de 51mbolos de un len-
guaje de primer orden que cumple las condiciones i)-v) de la defini-
cién de férmula contiene todas las férmulas del lenguaje.

iv) Para cada lenguaje de primer orden, si ®-es una propiedad

- tal que: a) toda férmula atémica tiene la propiedad @ , b) para cada
férmula oo con la propiedad @, — o tiene la propiedad ®, ¢) para
cualesquiera férmulas o, B con la propiedad ®, (0.—>[) tiene la pro-
piedad ®, y d) para cada férmula o con la propiedad ®, y cada va-
riable x, Vx o y 3x o tienen la propiedad ®, entonces toda férmula
tiene la propiedad @ .
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PRINCIPIOS DE DEFINICION POR RECURSION

Fijemos un lenguaje de primer orden. Entonces:

A) Si D es un conjunto no vacio, y para cada simbolo funcional
n-4dico f, F es una funcién de D" en D, entonces, para toda funcién
h del conjunto de las variables y las constantes en D, existe una
tinica funcién h* del conjunto de los términos en D que verifica:

1) h*(¢) =h(r), sit es una variable o una constante

2) h¥(fty.... 1) = Fp(h¥(t),..., h¥(t,))

‘B) Si D es un conjunto no vacio, F es una operacién diddica en
D, N una funcién de D en D, 'y para cada n, G,, y Gy, son funcio-
nes de D en D, entonces para toda funcién h del conjunto de férmu-
las atémicas de un lenguaje de primer orden en D, existe una tinica
funcién h* del conjunto de todas las férmulas en D que verifica:

i) h*(o) = h(o) para cada férmula atémica o
i) h*(—o) = N(h(or))

iii) h*((0—P)) = F(h*(a),h*(B))

iv) h*(Vv,0r) = Goy(h*(0t))

v) h*(Fv,0) = Gopy (h*(0)).

A cada férmula o podemos asociarle el conjuto de sus subfor-

mulas, definido por recursién como sigue:
i) Si o es atémica, ¢, es su tinica subféormula.

ii) Las subférmulas de —[ son las subférmulas de B y —p.

iii) Las subférmulas de (B—8) son las subférmulas de B las
subférmulas de 8, y (B—5).

iv) Las subférmulas de Vx [ son las subférmulas de B y Vx B.

v) Las subférmulas de 3x B son las subférmulas de B y 3x p.

- Una misma variable puede ocurrir en-distintas posiciones en
una misma férmula. Una ocurrencia de una variable x en una fér-
mula o es ligada si y sélo si es una ocurrencia de x en una subfér-
mula de o de la forma Vx B o de la forma 3x B. Una ocurrencia de la
variable x en la férmula o es una.ocurrencia'libre si y sélo si no es
una ocurrencia ligada.
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Una sentencia es una férmula enla que ninguna variable ocurre
‘libre.

Si o es una férmula, x es una variable y,es un término, ou(x/r)
es la férmula que s€ obtlene al sustituir en o todas las ocurrenmas
llbres ‘dé x por L. -

" Dado un tipo de semejanza p, una p- estructura es un tuplo or-
denado

. <A (R A)R e <fA>fe p> {c A) ep)

donde A es un conjunto no vacio, y para cada relator n-4dico (n1)
Re p,RAesuna relacmn n-ddica en A, es decir, R A DAD, y para
cada constante ¢ € p, cA es un elemento de A, y para cada.simbolo
funcmnal n-4dico f €p, f Aesupa fun016n de An enA. El domzmo
de la p-estructura A es el conjunto A.

Dada una p- estructura A, una aszgnaczon enAes una fun016n s
que a cada variable le asigna un elemento de A. Dadas una a81gna-
cién s en A, una variable x, y un elemento a de A, s(x/a) es la asig-
nacién en A que en todo es 1dentlca ala a51gna01on ] excepto en que
a la variable x le asigna a.

DEFINICIONES DE DENOTACION Y DE SATISFACCION!

Fijemos un tipo de semejanza p. Definamos primero la nocién
de denotacion de un término ¢ en una p-estructura A bajo-una asig-
nacién s en la misma, ¢ A5, La definicién es por recursién como
sigue:

it G xAs=g(x) L
cAs=cA . =~
P(ft )A’S =FAAS,. .. L -A"S).

Deflnamos ahora lo que s1gn1f1c:a que una formula o del len-
guaje de pnmer orden de tlpo p sea satisfecha en una p-estructura A
por:una asignacién en la misma s. Deﬁmmos larelaciéon A |=. o [s]
por recursién.como, 31gue o ;

A,,l;_!tl = t2 [s] . oSy soloASI v tl Ass =1, As
A= Rty...t,[s] siysélosi (tHAS,..., ;A5 e RA
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Al==0[s] - :.siysélosi noA|=ou[s]- - :
Al= (0—>B)[s] siysélosi noAl=o[s] oA|=B[s] - .
A= Vxo [s] siysblosi paracadaae A, A |= o [s(x /a)]
Al=3xoafs] .siysélosi existeae A, A |=a [s(x/a)].

LEMA DE COINCIDENCIA: Para toda p-estructura A, toda férmu-
la o cuyas variables libres estdn entre las x| ,..., x, , y cuales-
quiem asignaciones en A, s, y s, , que coinciden en el valor que
aszgnan a las var tables X1s..., Xp, OCUITE que:

A |—0L [s;] szysolo si A= [s;].

Puesto que por el lema de coincidencia o tinico que importa de
una asignacién para que sea satisfecha una férmula sonlos valores

que asigna a las variables libres de la férmula, si xy,..., x, son las
variables libres de o escribiremos: A |=a [ay,..., a,] para indicar
que para toda asignacion s en A tal.que s(x;) =ay,...,5(x,) =2, A |=
o [s].

Diremos que una senténcia ¢ s verdadera en la p-estructura A
si para alguna (toda) asignacién sen A, A |= &'[s]. En tal caso tam-
bién diremos que A es un modelo de ©.

Una sentencia © es logzcamente valzda siy solo si es verdadera
en toda p-estructura.w - - - . :

Una sentencia G es consecuencia, de un conjl]nto de sentencias
% siys6lo'sic es verdadera en toda p-estructuraien la que son ver-
daderas todas las sentencias pertenecientes a . Para mdlcar que ©
es consecuencia de X escribiremos: L|=0. .. n: o

Una p-estructura A es un-modelo de.un conjunto de sentenmas
¥ siy sélo si A es un modelo de toda sentencia elemento de Z. -

A veces, hablando laxamente, 1lamaremos modelos-a. las p-651
tructuras.

Dos p-estructuras A, y A, son elementalmente equivalentes si'y
sélo si en ellas son verdaderas exactamente las mismas sentencias.

En tal caso esrcibiremos. A 5 Ay, - i v . )
' Dadas dos:p-estructuras A .y, AZ, un zsomorfzsmo entre. Al y A,
es una biyeccién h: A — Ajital ques vy v o0
Ay 1) para cada relator R.e.p; 8i R es n-4ddico entonces para cada

aj,..., a, elementos de A, e

{ay,k.,a,) € RALsi-yisélosi ¢hi(ay);. .« h(a,)) € RA2: |
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ii) para cada simbolo funcional f € p, si f es n-ddico entonces
paracadaay,..., 3, € A :

h(fAi(ay,..., ay)) =fA2( h(a)),..., h(a,))
iii) para cada constante c € p;
h(c A1) =c Az

Dos p-estructuras son isomorfas si existe un isomorfismo entre
ambas.

" TEOREMA: Dos p-estructuras isomorfas son elementalmente
equzvalentes

Diremos que un conjunto de sentencias es finitamente satisfac-
tible si todo subconjunto finito del mismo tiene un modelo.

TEOREMA DE COMPACIDAD: Todo conjunto de sentencias finita-
mente satisfactible tiene un modelo.

Una p-estructura A, es una subestructura de una p-estructura
A, siy sélosii) Aj CA,, ii) para cada constante c € p ¢ A1 =c Az,
jli) para cada simbolo funcional f € p, si fes n-4dico, f A1 es la fun-
cién f Az restringida a (A,)?; iv) para cada relator n-ddico R € p,
RA1=RA2 N (AN

Una p-estructura A, es una subestructura elemental de una p-
estructura A, si y sélo si es una subestructura y ademds ocurre que
para cada férmula o cuyas variables libres estdn entre las xy,..., x,
y paracadaay,...,a, € Ay,

A= fay,..., a ] siy s6lo si Ay = 0 [ay,..., 8],

TEOREMA DE LOWENHEIM SKOLEM DESCENDENTE: Para todo
tipo'de semejanza numerable p, toda p-estructura A con dominio
infinito, y todo subconjunto numerable C de A, existe una subes-
tructura elemental de A, B, con dominio infinito numerable que
incluyea C.

COROLARIO (Teoréma de LﬁWenheim—Skolem): Para todo tipo
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de semejanza numerable, todo conjunto de sentencms que tiene un
modelo tiene un modelo numerable. =~ - .- - "

LOGICA DE SEGUNDO ORDEN

El vocabulario de un lenguaje de segundo orden est4 formado
por los siguientes simbolos:

1. Paréntesis: ), (.

2. Conectores: — (condicional) y —(negacion).

3. Variables de 1nd1v1duo los elementos de un conjunto mflmto
numerable V = {vg,v;,V,,... }‘. ‘

4. Variables de relamon Para cada n 2 1, un conjunto infinito
numerable V = {vy,...,vy,...} de variables de relacién (n-4adica).
Las variables de relacién 1-ddica se 1laman también variables de
conjunto.

5. Simbolo de ignaldad: =

6. Cuantificadores: V- (universal) y 3 (existencial).

7. Relatores: Para cada nimero natural n =1, un conjunto —po-
siblemente vacio— de simbolos llamados relatores n-4dicos.

8. Simbolos funcionales: Para cada niimero natural n = 1, un
conjunto —posiblemente vacio— de simbolos llamados 51mbolos
funcionales n-adicos.

9. Constantes: Un conjunto —p031blemente vacio— de simbolos
llamados constantes.

Los conjuntos de simbolos de 1-9 deben ser todos disjuntos dos
ados.

El tipo de semejanza de un lenguaje de segundo orden es el
conjunto formado por todos los relatores; simbolos funcionales y
constantes del lenguaje. Asi, la nocion de tipo de semejanza es la
misma que para primer orden. Usaremos la misma notacién y las
mismas nociones que en tal caso.

Dado un lenguaje de segundo orden de tipo de semejanza p, el
conjunto de los.términos del mismo es el menor conjunto Z de su-
cesiones finitas.de simbolos de lenguaje tal que: :

i) Toda variable de individuo pertenece a Z.
ii) Toda constante perteneciente a p pertenece a Z. :

iii) Sif es un simbolo funcional n-idico (n = 1) Yl € Z,
ft,... t,pertenece a Z. - i :

1
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Y el conjunto de las férmulas es el menor conjunto Z de suce-

siones finitas de simbolos del lenguaje tal que: - : :
i) SiR esun relator n-ddico pertenecientea p y fy,..., ¢, son

términos, Rt;... t, € Z.

ii) Si X es una variable de relacién n-ddica y ¢,...,t, son térmi-
nos, Xt,....t; € Z.

iii) Si t;y ty son términos ¢ = t, € Z.

iv) Si L€ Z;entonces ~o. € Z.

v) Sia,p e Z, entonces (a—p) e Z. :

vi) Siae Z y xesuna vanable individual, entonces ‘v’x o, dx o
€ Z.

* i) SieeZy X'es una varlable de relac1on entonces VXOL

dXae Z

iy : R [ ' H PR

Las férmulas dela forma ‘Rt;... t,, donde R es un relator n-adico
Y'ti,..., t, 'son términos, y las de 1a forma ¢} = £,,'con ¢, y , términos,
y las de la forma Xty,..., t,, donde X es una variable de relacién n-
ddicay t,....t; son los términos, son las férmiulas atémicas.

Como en el caso de la'l6gica de i pnmer orderi ténemos 10s prin-
cipios de induc¢ién y de deflmmon por recursmn cuya formulacxon
es andloga a ladeaquellgs. < *» & e K

Las nociones de subformula ocurrencia libre de una variable
(de individuo, dé relacién o de‘funcién), ocurrencia ligada de.una
variable, y sentencia se definen de modo analogo al caso de la 16git
cade pnmer orden. = ¢ i

La nocidn de p-estructura no varia. Las deflmclones de denota-
ciény satisfaccién debei ampllarse para dar cuenta de 1as formulas
con nuevos signos. Para ello debemos amphar la nocmn de a31gna-
cién en una p-éstructura. © = * - ‘ : .

Dada una p-estructura A, 'una aszgnaczon eri A es una funci6n
s'‘que a cada variable de individuo le a51gna un elémento de A; ya
cada variablé n-adica de relacion le asigna una-relacién n-4diéa én
A. Dadas una asignacién s en A, una variable dé individuo'x, y un
elemento’ade A, s(x/a) es la a51gna<31on en A que en todo-e§ idéntica
ala amgnﬁcwn s excepto ‘en’que'a la variable x le a51gna a. Dadas
una asignacién s en A, una variable de relacién n- adlca X, y unare:
lacién n-ddica R en A, s(X/R) es la asignacion en' A que'en todo es
idéntica a la asignacién s éxcepto en que a la variable X'le’ as1gna R.

Fijemos untipo de seme_]anza p: Defindmgs primero la niocién
de denotacion de un término t en una p-estructira A bajo una
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asignacién s en la misma, ¢ A»5, La definicién es por recursién como
sigue:

XA =g5(x)
CA,S:(:A

(frr... tAS=FACHAS, L, 1 AS),

Definamos ahora lo que significa que una for mula o. del len-
guaje de pnmer orden de tlpo p sea satisfecha en una p-estructura A
por una asignacién en la misma s. Definimos la relacién A |= a[s]
por recursién como sigue:

Al=t; =ty [s] siysélosl,t,AS— tyAS

A= Rty .t [s]. siyslosi ({AS..., t,AS) e RA
Al=X"ty,... t'[S]siysélo si (t A8, tAs)e §'(xm).
A |=—o[s] - = siysélosi no A = oc Is] -

Al= (oc—>|3) [s] siysélosi noA|=d[s] o A= BlsI .
A= Vxals] siysllosi paracadaae A,A|=a [s(x/a)]

A= Ix o [s] siy sélosi existea€ A,tal que A |= o [s(x/a)].
Al= VXno[s] siysdlosi paracadaR < An A |=o [s(X"/R)]
A |= 3X rou [s] siy s6losi existe RC A tal que Al= o [s(X"/R)]

vt i
i
B

N

En el caso de la 16gica de segundo orden tenemos también el
analogo al lema de coincidencia para la 16gica de primer orden.

Los conceptos de sentencia verdadera en una estructura, mode-
lo de una sentencia, sentencia l6gicamente vilida, y consecuencia
son los andlogos a los correspondientes para primer orden.

Para la 16gica de segundo orden no valen ni el teorema de com-
pacidad ni los teoremas de Lowenheim-Skolem. .



APENDICE II
ALGEBRAS DE BOOLE

Un dlgebra de Boole es un tuplo
B=(B,AV,*0,1)

donde B es un conjunto no vacio, A y V son operaciones diddicas
en B, llamadas, respectivamente, infimo y supremo, * es una ope-
racién monddica en B llamada complemento, y 0y 1 son elemen-
tos de B llamados, respectivamente, el cero del algebra y el uno
del dlgebra, que verifica para cada a,b,c € B las siguientes condi-
ciones:

i) aAnb=baa
ii) aan(Ac)=(anb)ac
ili) aanl=a.
iv). ana*=0
V) aAa=a
vi) aa(bvc)=(@ab)v(@ac)
vil) avb=bva
viii) av(bvc)=(avb)vc

ix) av0=a
X) ava*=1
xi) ava=a
xii) av(bac)=(avb)a(avc)

i)

ii)
iii)
Civ)

En toda 4lgebra de Boole B tenemos que para cada a,b,c € B

avl=1l
an0=0
av(aab)=a
an(avb)=a

v) avb=Db siysélosi anb=a.
vi) avb=av(a*aAb)
vil) aAb=aan(a*vb)

[210]
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a=(aAb)Vv(aab¥

ix) avb=1yaAb=0siysélosi a= b*
x) 1¥=0
xi) 0*=1

xii) (a¥)*=a

xiii) (aVvb)*=a* A b*

xiv) (a Ab)* =a*vb*

Dada un 4lgebra de Boole B, podemos definir una relécién <
en B mediante: Paracadaa,be B

a<b siysdlosi anb=a.

Entre las propiedades de esta relacién caben destacar las

siguientes:

1)

a<b siysélosi avb=b.

il) paratodoae B, a<1
ili) paratodo ae€ B,0<a
iv) a<a

v) Sia<bybcsec, a<c
vi) Sia<byb<aa=b
vii) a<b siysoélosi b*<a*,

-Un filtro en un élgebra de Boole B es un subcon_]unto no vacio

F de B tal que:

i) estd cerrado bajo la operacién 1nﬁmo, es decir, siabe F

entonces (aAb)e F.

ii) Si ae F'y a<b,entonces be F.

Un filtro F es propio si el cero no pertenece a E

Obsérvese que {1} es un filtro propio, y que esta incluido en
todo filtro. Es el menor filtro propio.

Un ultrafiltro en un 4lgebra de Boole B es un flltro proplo en
B maximal, es decir, que no estd incluido estrictamente en ningiin

filtro propio.

PROPOSICION 1: Dada un digebra de Boole B, un subconjunto

de B, U, es un ultrafiltro en B si y sélo si U es un filtro y para
cada a € B, uno y sélo uno de los siguientes casos se da: a€ U
o a*e U.
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Dada un dlgebra de*Boole B, un subconjunto X de B tiene la
propiedad de las intersecciones finitas (p.i.f.) -siy sélo si para
cadany cadaay,...,a € X, a; A ... A‘aﬁ-¢ 0.

PROPOSICION 2: En toda dlgebra de. Boole B, todo subconjun-
to X de B con la p.if. puede extender se a un filtro p; opio en B.

Prueba: {b € B: hay ny ay,..., a,'e X tales que (a; A ... A a,)
<b } es un filtro.l . ‘ .

TEOREMA DEL ULTRAFILTRO: Todo filtro propio en un dlgebra
de Boole B puede extenderse a un.ultrafiltro en B.

Prueba Utilizando el lema de Zorn.l

COROLARIO 3 Todo subcon]unto con la p iLf. de un algebra de
Boole B puede extenderse a un ultraf iltro en B.

Dado un conjunto X con51deremos su con]unto potencia P(X).
Este conjunto con las operaciones de -interseccién, unién y com-
plementario, y los conjuntos @ y X, constituye un dlgebra de
Boole, el algebra de los subconjuntos de X: Cualquier subconjunto
de P(X) cerrado bajo las operaciones de interseccidn, unién y
complementario, y al que pertenecen @ y X, constituye también,
junto con las operaciones y conjuntos indicados, un dlgebra de
Boole, un 4lgebra de.subconjuntos de X. -

Un dlgebra (de Boole) de conjuntos es un algebra de subcon-'
juntos de algiin conjunto X ;

Dos digebras de Boole B; y B, son lsomorfas si y’sélo si
existe una biyeccién f de B, en B tal que para cada a,b € B:

) fasnb)=f@rfb): .
i) f(a vy b) =@V, fb) :
Lo qif)  f(a*l) = fa)*2 -
. iv) £(0)=0,
v f(1)=1,

Dada .un algebra de Boole B, con51deremos el conjunto de
todos los ultrafiltros en B, :

St(B) = {U: U es ultrafiltro en B}.
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Para cadaa € B, sea O, = {U e"St(B):a € U}JEs facil comprobar
que el conjunto {O,: a € B} es un dlgebra de subconjuntos:de
St(B). Ademas, la funcmn f: B = {O ae B} defmlda para cada
a& B, pory 7 o iy '_"{ :

R R T Y

f(a) = oﬂ |

es un isomorfismo entre el dlgebra de Boole B y el dlgebra de sub-
conjuntos de St(B), {{O,: a € B}, N, U, —, B, St(B)). Este hecho
nos permite afirmar que:

! .
TEOREMA DE REPRESENTACION DE STONE: Toda dlgebra de
Boole B es isomorfa a un dlgebra de subconjuntos de algiin con-
Jjunto.

Un ultrafiltro U en un dlgebra de Boole B es un ultrafiltro
principal siy sélo si es de la forma U = {b € B: a < b} para algin
a € B. Un ultrafiltro que no es de esta forma es un ultrdafiltro no-
principal.

En el dlgebra de los subconjuntos de un conjunto X, los ultra-
filtros principales son los de la forma {Y o X: x € Y} para algin
x € X. Y los ultrafiltros no-principales son aquellos que contienen
a todos los subconjuntos finitos de X y a todos los subconjuntos
de X con complemento finito (los subconjuntos cofinitos de X).

Los ultrafiltros en el dlgebra de los subconjuntos de un con-
junto X se llaman ultrafiltros sobre X. Es facil ver que un ultrafil-
tro sobre X es principal si y sélo si contiene un subconjunto finito
de X, y es no-principal si y s6lo si todos sus elementos son infini-
tos. .

Resumamos las propiedades mads iitiles de los ultrafiltros sobre
un conjunto X. Para todo ultrafiltro U sobre X ocurre que:

iyParacadaYC X, Ye UoX-Ye U.

ii)Pe U,1e U

iii)ParacadaY,Zc X, YNZe UsiysblosiYe UyZe
u - ‘ A
iv)yParacadaY,Zc X, YUZe UsiysblosiYe UoZe
U. ’

v)ParacadaY,Zc X,siYCS ZyY e Uentonces Z € U.
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vi) Si Y c X entonces paratodoZ € U,ZNY # @ si y sélo si
Ye U

Evidentemente todo ultrafiltro en un dlgebra de Boole B veri-
fica las condiciones correspondientes a las i)-vi).
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TABLA DE LOGICAS

KT Ej.8.13
KT4:54 Ej:8.15.
KD : Deéntica T Cap. 4
KTB : Sistema Brower Cap. 5

KT4B : KT4E : S5
KDA4E : Deéntica S5

K4 . Ej.8.12
KT4M : S4.1 ' Ej.4.9
KT4DI : S4.3 Ej.5.3
KT4G : $4.2 Ej. 5.4

KT4Dumm : D : Légica
diodoreana de Prior

KT4Grz : Sistema Grzegorczyk Ej. 4.4
KL:K4L:GL:L:KW:

Légica de la demostrabilidad Prop. 4.10, Teor. 7.6, Cor. 7.8,

Cor. 7.11, Ej. 8.16, Ej. 7.8

KTr : Sistema Trivial Ej.5.8,Ej. 4.2
KV : Sistema Verum Ej. 5.7,Ej. 4.3
K4M Ej. 4.1
KT4M + (Op A (p—Op))—p: VB Prop. 7.17, Prop. 7.19
KH Prop. 7.12, Prop. 7.15
K + [ 0p-Hg)—»Op—q) . Ej. 7.4
K4DI1 L : K4.3W Ej. 7.9, Prop. 4.9, Ej. 7.10
KT + D(DDp-)Dq)-—)(E]p—)q) MK3 Ej. 7.4, Ej. 7.5, Ej. 7.6, Ej. 7.7
KF:K + ()L_.Ip——:o(OD(p Aqv 00(pAa—g) Cap.9§3.
K+ {00100+ in>1) Cap. 9 después de Cor.9.16.

LOGICAS TRATADAS ESPECIALMENTE:

GL : KL, KW, K4L, K + O p—p)—-0p
Completa, no canénica, tiene prop. marcos finitos, finit. axiomatizable, no
de primer orden, decidible.

KH : K + O@pep)-0p
Incompleta, no candnica, no tiene p. ma. f., finit. axiomatizable, no de pri-
mer orden.

[219]
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Urqhuart : Para cada X ¢ N recursivamente enumerable pero no recursivo y a
que pertenece el 1, la légica asociada a X es
K + O@p—Up) + 0L A p)-»>0OC L—op) +
O@QT A p)—=O@T-p) + (OTIL A OT)-OMT (n e X)
Completa, candnica, tiene p. ma. f;, no finit. axiomatizable, de primer orde
indecidible.

VB : de Van Benthem : KTM # (Op A O(p—Up))—p
Incompleta, no canémca,,no tiene p. ma. f., finit. axiomatizable, de pnmer
orden. N [

KF : de Kit Fine : K + ODp—)(OD(p AQ) VOO A ——.q)) . R -
Completa, canénica, finit. a)uomatlzable no de primer orden AR

MK3: KT+|:](DDp——>E]q)——>(Dp—-)q) -
Completa, candnica, no tlene‘p ma. f., finit. axiomatizable, de pnmer orde



TABLA DE FORMULAS

D Cp—0p

T Cp—p

4 Cp-00p

5E" Op—-0p

B p—J0p

Tr peUp

Vr Op

M COp—0Tp

G 0Cp—-CI0p

Grz D@ (p-Cp)—p)—p
LW,GL OOp-p)-Up

H OCpep)-0p
Dumm  O@O(p-0Op)—p)—>(Tp—p)

Dl,Lem [O(@p—q)vOOg—p)

D1,,Lemy((Cpap)—q) v O(((gaq)—p)

KF

CO@p—0q) v OOq—0p)
p—Llp

LI(Cp—p)

Op—Clp

Opelp

OCp—-p

00 0p-»0000p
O(Cp—0p)

O@QT A p)-J(0T—p)

O LA p)-00 L >p)
OOL A OOT)—-CINOT
OT—>Clp—p)

(%p A Dl(p—Cp))—p
D(DDp-—)Dql)—é(Dp—)q)
O L—-nt | n>1)
00p—(00(pAg) v 00 (pA—1q))
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Prop. 4.3
Cap.3,§ 6
Prop. 4.1
Prop. 4.4
Prop. 4.2

Ej. 4.2,Ej. 5.8
Ej. 4.3,Ej. 5.7

Prop. 4.8

Ej. 44

Prop. 4.10, Teor. 7.6, Cor. 7.8,
Cor. 7.11, Ej. 8.16, Ej. 7.8
Prop. 7.12, Prop. 7.15

Ej. 4.15
Prop. 4.9

Ej. 4.5

Ej. 4.2

Ej. 4.13, Ej. 5.10
Prop. 4.5
Prop. 4.6
Prop. 4.7

Ej. 4.7

Ej. 4.8 ’
Ej. 4.9

Ej. 4.10

Ej. 4.11

Ej. 4.14, Ej. 5.11

Prop. 7.16

Ej. 7.4, Ej. 7.5, Ej. 7.6, Ej. 7.7
Después de Cor. 9.16

Apt. 3 del Cap. 9.






- . {NDICE DE SIMB0OLOS

Los simbolos de la lista que viene a continuacién son los sfmbolos
especificos de la 16gica modal y de este libro. El mimero de pé4gina que
acompaiia a cada uno de ellos indica el primer lugar en que aparece y en el que
se especifica su significado. -

P: 15.

—: 15,
115,

(: 15.

): 15,
:15.

For (P): 16.
- 17. .

A 17,

v: 17.

o 17,

T: 17.

0: 17,

lg(.): 18.
Sub(.): 18.
A(pl/Bl» Haid pn/Bn): 19,
A(p/B): 19.
Taut (P): 23.
L(X): 24.
l—L: 27.

k. 29.
Ded, (Z): 30.
(M,R): 36.
SM,R,e): 37.
=, 37.

= 37.
L(C): 42.
C(L): 42.
R" 44,

k= 46.

l=d: 46.

O™ 50.
0™ 50.
Jx: 50.

(M, R, ie(pa): o< K)): 62.
(A, RA, (P A o< K)): 63.

MO, 63.

ES,: 63.

ML: 70.

Ry: 70.

€. 70.

(ML’ RL, €l 70.
/ L. 72.

~g 81.

[x]g: 81.

[x]: 81.

ey 82.

M/Z: 82.

Ry: 82.

Ry 82.

R#: 83.

®,.(M, R): 118,

HislMi: 120.

rlu<Mi, Ri>: 120.

EC; 129.

EC,: 129.

ECy: 129.

ECyy: 129,

[223]

Ta((MR,e)): 142,
T(M): 142,
OOINE: 144,

(A, AV, % 0,1, 1) 151,
=: 122,

*LnVLf ALy 0L7 lLl T 153.
For(P)/~y:153.
L(A): 155.

AL: 155.

(A)*: 158.

(t)*: 160.

A’ 161,

H(X): 165.

S(X): 165.

P(X): 165.
HSP(X): 165.
A(M): 168.
St(A): 171.
M(A): 172.
eu(M): 178.

R, 178,

m{X): 178.
eu((M,R}): 178.
e: 153, 185.

I(X): 186.
(M,R,P): 187.
Pg: 188.

A((M, P)): 188.
MG(A): 190.
(ML, Ry, P,): 191.



INDICE DE TERMINOLOGIA CONJUNTISTA

A continuacién presentamos una serie.de expresiones simbolicas del lenguaje
de:la teorfa de conjuntos empleadas en el libro Junto con, para cada una de ellas;
la-especificaci6n de su significado.. . : B

X M Y: la interseccién del conjunto X conel Y.

X U Y: la unién del conjunto X con el Y.

X —Y: la diferencia entre el conjunto X yel Y.

P(X): el conjunto potencia del conjunto X.

f: A —B: f es una funcién de A en B.

X € A: X pertenece a A.

ACB:Aesun subcon_‘unto de B, A estd mclu1do en B.

A X.B: el producto cartesiano de A con B.

Vx: para todo x.

Jx: existe un x, hay un x. .

N: el conjunto de los.mimeros naturales

@: el conjunto vacfo.

UA: 1a unién del conjunto A.

NA: la intersecci6n del conjunto A.

Mic1A; la interseccién de la familia de conjuntos [A;:ie I}.

U,.1A;: la unién de la familia de conjuntos (A €-1}.

IT;e 1A el producto cartesiano de la familia de conjunto {A;: i€ ).
h[X]: el conjunto de imédgenes de los elementos de X por la funcién h, :
h(x): 1a imégen de x por la funcién h. &

[224]



{NDICEDE AUTORES Y MATERIAS

Este indice se ha elaborado s1gu1endo el sngmente criterio. Al lado de cada
entrada de una matena aparece el niimero- de pagina en que el concépto es intro-
ducido y definido, y si una misma entrada tiene més de una acepcién, aparecen
los niimeros de pigina correspondlentes Al lado de cada-nonibré (de autor, de
i6gica o de teorema) aparecen los niimeros de pdgina’en que ﬁguran tooen

Algebrae: 153, * . <, t s
Algebra e : 171.

Algebra de Boole: 210. L
Algebra de conjuntos:!212.: i -
Algebra de Lindenbaum-Tarski: 153:
Algebra modal (normal): 151 =+
Ancestro (de una relamén) 44 v
Arbol: 125, de
—reflexivo: 125. R
—transitivo: 125. ' ¢ . oo
—reflexivo y transitivo: 126, »
Asignaci6n en un 4lgebra: 153.
Asignacién en una p-estructura A: 204
Asignacién-en'un marco M: 36/ *
Axioma de McKinsey: 149.-
Axioma distributivo: 23..* - - .. 7

Benthem, J:'van: 11,713,104 135 136
138, 196.
Birkoff, G.: 165,166. ' * -
Blok; W: 3157, + o o o
Boolos G 12 SRR
Ca.map,R 9
Clase ecuacional: 160. i
—elemental: 129. T
—A-elemental: 129. B
—EC:192: % i
—EC,#129. v v
—EC;: 129, o
—2X-elémental:129:
—ECg4: 129. . i
—ZXA-elemental: 129, o
Clausura booleana: 91.  :. .-
Clausura modal: 92 °

Completltud de K para marcos: 71

Conexién zig-zag: 124, '

Conjunto de férmulas satisfactible:
206.

—finitamente satisfactible: 141.

Conjunto de férmulas modales:

—L-consistente: 127,

—L-consistente y maximal: 68.

—L-inconsistente: 127.

—infinitamente satisfactible: 141,

—satisfactible: 141.

—satisfecho en un indice: 141.

Consecuencia:

—débil: 46.

—débil médulo L:.50.

—local débil: 50.

—Ilocal débil médulo L: 50.

—fuerte: 46.

—tautoldgica: 29.

Constantes: 201, 207.

Constante sentencial .L: 15.

Creswell, M. J.: 99, 11.

Cuantificador: 201, 207.

Deducible de X: 27.
Denotacién de un término: 204, 209.
Desenmarafiamiento: 127.

Ecuacién: 202.

—vilida en un dlgebra modal: 158
Elementalmente equivalentes: -
—p-estructuras: 205.

—marcos: 129.

Estructura w-saturada: 140,
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Extensién por ultrafiltros: +78.
Extensiones seguras: 46.

Feferman, S.: 116.

Filtrado: 83.

—-a través de: 83.

Filtro: 211.

-—propio: 211.

Fine, K.: 10, 129, 140, 143 144, 179,
197.

Finitamente axiomatizable: 25.

Finitamente satisfactible: 141.

Férmula (modal): 16.

—longitud de: 18.

—deducible deX: 27.

—pgrado de: 51.

—verdadera en un indice: 37.

—vélida en un modelo: 37.

—vilida en un marco: 37.

—vidlida en una clase de modelos: 37.

—vilida en una clase de marcos: 37.

—vdlida en un marco general: 186.

—vilida en un 4lgebra: 154.

—verdadera en una asignacién en un
dlgebra; 154,

—satisfactible en un modelo: 141.

Férmula (de primer orden): 202.

—de segundo orden: 208.

—atémica: 202, 208.

GL: 27,93 y ss.
Godel, K.: 12.
Goldblatt, R. 1.: 10, 123, 124, 135,
136, 137, 182. e
Hintikka, J.: 9.
Homomorfismo: 114.
—entre dlgebras: 164,
Hugues, G. E.: 110.

Imagen p—mérfica 114..

Indice final: 39. -

Induccién (principio de): 17.

Inmersién entre marcos generales
187.

Infimo: 35.

Instancia del axioma distributivo: 23.

UNA INTRODUCCION A LA LOGICA MODAL

Instancia de sustitucién de una tauto
logia: 22.

Isomorfismo: 114,

—entre marcos generales: 187,

—entre p-estructuras; 205.

Jonsson, B.: 9.

Kanger, S.: 9.
Keisler, J. M.: 133.
KF: 144,

KH: 99 y ss.
KH-marco: 99.
Kripke, S.: 9, 11, 12.

L-4lgebra: 157.

Lemmon, E.J.: 10, 27, 67.

Lewis: C.I.: 9.

L-marco: 42.

L-marco general: 187.

L-modelo: 42.

Lema de Goldblatt: 123.
Lenguaje modal: 15.
—yvocabulario de: 15.

Letras sentenciales: 15.

Légica: 22.

—algebraicamente completa: 157.
—completa: 42.

—completa respecto a.sus modelos

——caracterizada por una clase de mar:
cos: 43.

—<canénica: 72.

—con la propiedad de los modelo:s
finitos: 79.

—con la propiedad de los marcos fini-
tos: 79. ‘

—cldsica: 22.

—regular: 22.

—normal; 22.

—finitamente axiomatizable: 25.

—recursivamente axiomatizable: 25.

—que extiende a: 25.

—de una clase de ‘marcos C: 42.

—(C-correcta: 42.

—C-completa: 42,

—incompleta: 42.

—d-persistente: 195.



INDICE DE AUTORES Y MATERIAS

Légica E: 23.

Légica K: 23.

Légicamente finito: 91.
Légicas de Urquhart: 108 y.ss.
Yos: 120, 121.

Mackinson, D.: 67, 115.

Marco: 36.

—canénico: 70.

—sgenerado por in indice: 126.

—general: 186.

—general descriptivo: 193.

—fuertemente generado: 98.

Marcos modalmente equivalentes: 129.

McKinsey, J. C. C.: 9, 143.

Menor l6gica clésica: 23.

Menor légica normal: 23.

Modalidad: 92.

Modelo: 37.

—canénico: 70.

—de un conjunto de ecuaciones: 159

—de un conjunto de sentencias: 204.

—irreflexivo: 47, 48.

—modalmente 1-saturado: 141.

—modalmente 2-saturado: 141.

—modalmente saturado: 141.

Modelos modalmente -equivalentes:
81.

Modus ponens: 22.

Operador modal: 15.
Orden parcial: 35.

p-morfismo: 112.

—teorema del: 112.

—inyectivo: 114.

—sobre: 112. o

—entre marcos generales: 187, .

Principio de induccién: 17. |

Principio de definicién por recursién:
17.

Producto directo de élgebras: 163

Propiedad de la disyuncién: 98.

Propiedad de la interseccién finita
(p.if.): 212.

Propiedad de los modelos finitos
(pm.f): 79

227

Propiedad de los marcos finitos
(pmaf): 79
Punto final: 39.

Quine, W.0O.: 12,

Rama finita: 125,

—infinita: 125.

Rasiowa, H.: 9.

R-cadena: 104.

R-predecesor: 125.

R-sucesor: 104,

Recession frame: 107, 110.
Recursi6n (principio de): 17.

Regla de necesidad: 23

Relacién:

—apropiada: 82.

—euclidea: 53, 54.

—funcién: 53, 55. .
—funcién de M en M: 53, 55. -
—débilmente conectada: 53, 56.
—débilmente dirigida: 53, 56.
—débilmente densa: 53, 55.
—inversamente bien fundada: 53, 57.
—reflexiva: 47.
—serial: 53, 54.
—simétrica: 54.
—transitiva: 54.
Relator: 201, 207
Reticulo: 35.
p-estructura: 204.

Scott, D.: 10, 27, 67.

Segerberg, K.: 10, 112, 116.
Sentencia: 203. i
—verdadera de una p-estructura; 2035.
—légicamente vilida: 205. '
Sahlqvist, H.: 10, 127.
Satisfaccién: 204, 209.

Shelah, S.: 133.

Simbolo de igualdad: 201.

Simbolo funcional: 201.

Sikorski, R.: 9.

Smorinsky, C.:'12. .

Solevay, R.: 11.

Subélgebra: 162.

Subestructura: 206.

—elemental: 206. -
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Subférmulas: 18. (

Sublenguaje sentencial:‘15.- ¢ .. .

Submarco: 116. o

Submarco generado: 116.

—generado por x: 44,

—pgeneral generado: 187.

Submodelo generado: 116.

—generado por x: 44.

Supremo: 35.

Sustitucién de letras sentenciales por
férmulas: 19. :

Sustitucién: 22,

Tarski, S.: 9.

Tautologia: 22, 29,

—instancia de sustitucién de: 22.

Teorema de, una l6gica: 27.

Teorema de:

—Van Benthem: 136, 196.

—Birkhoff: 165.

—Craig: 26. -

—XK. Fine: 143. .

—Goldblatt: 136, 137, 138.

—Goldblatt-Thomason: 182.

—Keisler: 133.

—XKeisler-Shelah: 133.

—kos: 120, 121.

—Léwenheim-Skolem: 206.

—L&wenheim-Skolem descendente
206.

Teorema: B

—de compacidad: 206.

—de completitud algebraxca pa!ra K:
157.

—de completitud algebraica para las
16gicas normales: 157. .

—de completitud de K para‘marcos:
71. .
—de completitud para marcos genera-

les: 187.

UNA INTRODUCCION A LA LOGICA MODAL

~—de completitud para modelos: 71.

—de representacién de Stone: 213.

—del ultrafiltro; 212, . .. ... ..

Teoria modal (de un modelo): 142

Teoria de la completitud; 9,

Teoria de la correspondencia: 10.

Teoria de la dualidad: 11.,

Término: 201, 207.

Thomason, S. K.: 10, 182, 185, .

Tipo de semejanza; 201.

Traduccién del lenguaje modal al len-
guaje de primer orden: 61.

Traducci6n de férmulas modales a tér-
minos: 158.

Traduccién de términos a férmulas
modales: 160.

Unién disjunta: :

—de una familia de marcos: 118:

—de una familia de marcos generales:
188.

Ultrafiltro: 211.

—principal: 213.

—no-principal: 213.

—sobre un conjunto: 213.

Ultrapotencia de marcos: 121.

Ultraproducto de marcos: 120.

Urquhart, A.: 108.

Van Benthem, J.: véase Benthem, J.
van. ' Co

Variable: 201.

—de individuo: 207.

—de relacién: 207.

—aocurrencia libre de: 203;:208.

—ocurrencia ligada de: 203 208

Variedad: 166. ;

VB: 104;. L :

VB-marco: 104." . ... 7 v o



SERIE DE FILOSOFIA Y ENSAYO
Dirigida por Manuel Garrido

Alston, W. P.; Edwards, P.; Malcom, N.; Nelson, J. O., y Prior, A.: Los origenes de la filosofia
analitica. Moore, Russell, Wittgenstein.

Alstin, J. L.: Sentido y percepcion.

. Boden, M. A.: Inteligencia artificial y hombre natural.

Bottomore, T.; Harris, L.; Kiernan, V. G.; Miliband, R.; con la colaboracién de Kolakowski, L
Diccionario del pensamiento marxista.

Brown, H. 1.: La nueva filosofia de la ciencia (2.* ed.)

Bunge, M.: El problema mente-cerebro (2.° cd.).

Couturat, L.: El digebra de la Idgica.

Chisholm, R. M.: Teoria del conocimiento.

Dampier, W. C.: Historia de la ciencia y sus relaciones con la filosofia y la religion.

Diaz, E.: Revisidn de Unamuno. Anilisis critico de su pensamiento politico.

Doop, J.: Nociones de ldgica formal.

Eccles, J. C.: La psique humana.

Edelman, B.: La prdctica ideoldgica del Derecho.

Fann, K. T.: El concepto de fi /osoﬁa en Wittgenstein.

Ferrater Mora, J., y otros: Filosofia y ciencia en el pensamzento espartol contempordneo (1960-1970).

Feyerabend, P.: Tratado contra el método.

Garcla Sudrez, A.: La ldgica de la experiencia.

Garrido, M.: Ldgica simbdlica.

Gomez Garcia, P.: La antropologia estructural de Claude Lévi-Strauss.

Gurméndez, C.: Ser para no ser. Ensayo de una dialéctica subjetiva.

Habermas, J.: La ldgica de las ciencias sociales.

Habermas, 1.: Teorfa y praxis.

Hierro, J. S.-P.: Problemas del andlisis del lenguaje moral.

Hintikka, J.: Ldgica, juegos de lenguaje e informacién.

Hintikka, J.: Saber y crecer. Una introduccidn a la 16gica de las dos nociones.

Kuhn, T. 8.: Segundos pensamientos sobre paradigmas.

Lakatos, 1., y otros: Historia de la ciencia y sus reconstrucciones racionales (2.° ed.).

Lindsay, P. H., y Norman, D. A.; Introduccidn a la psicologia cognitiva (2.* ed.).

Lorenzen, P.: Metamatemdtica.

Lorenzo, J. de: £l método axiomadtico y sus creencias.

Lorenzo, J. de: Introduccidn al estilo matemdtico.

Lorenzo, J. de: La filosofia de la matemdtica de Jules FHenri Poincaré.

Martin Santos, L., y otros: Ensayos de filosaofia de la ciencia.

Mates, B.: Ldgica matemdtica elemental.

McCarthy, Th.; La teoria criticu de Jiirgen Habermas.

Paris, C.: Hombre y naturaleza.

Popper, K. R.: Bisqueda sin término. Una aulobxograﬁa intelectual.
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