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PROLOGO

El universo es un gigantesco sistema termodindmico. En
todos los niveles encontramos inestabilidades y bifurcacio-
nes. En esta perspectiva podemos preguntarnos por qué
durante tanto tiempo el ideal de la fisica estuvo asociado
con la certidumbre, es decir con la negacion del tiempo y
la creatividad. .. En ciencia, la busqueda de certidumbres
encontr6 finalmente su expresion suprema en las “leyes de
la naturaleza”, asociadas a la obra de Newton... Lo que
emerge hoy es una descripcion mediatriz, situada entre dos
representaciones alienantes: la de un mundo determinista
y la de un mundo arbitrario sometido al puro azar. Las
leyes no gobiernan el mundo, pero tampoco éste es regi-
do por el azar. Las leyes fisicas corresponden a una nueva
forma de inteligibilidad, expresada en las representaciones
probabilisticas irreductibles. .. Distinguimos nuevos hori-
zontes, nuevas preguntas, nuevos riesgos. Vivimos un mo-
mento privilegiado de la historia de la ciencia.

ILYA PRIGOGINE

ESTE LIBRO ESTA CONCEBIDO como introductorio a la teoria de la probabi-
lidad. Se presenta en él todo el material que forma parte del programa de los
dos primeros cursos de probabilidad que se ofrecen en varias universidades.
El primer volumen comprende los temas correspondientes al primer curso y
el segundo volumen comprende los del segundo curso.

A este nivel introductorio, la teoria de la probabilidad utiliza como herra-
mienta mateméatica bésica el cdlculo combinatorio, la teoria de series de nu-
meros reales y el cdlculo diferencial e integral en una y varias variables, de
manera que, para el primer volumen se asume el conocimiento de los dos
primeros de estos temas asi como del calculo en una variable, mientras que
para el segundo volumen se asume ademas el conocimiento del calculo en
varias variables.

11
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En esta obra se pretende presentar una introduccién a la formulacién
moderna de la teoria de la probabilidad, intentando combinar diferentes as-
pectos: se busca la motivaciéon heuristica de los conceptos, se trata de ubicar
el origen de ellos y se exponen los resultados con el mayor rigor posible. Esta
ultima tarea presenta dificultades, pues la teoria de la probabilidad moderna
requiere, como herramienta bésica, de la teoria de la medida, la cual no es
conocida por la mayor parte de los lectores a quienes esta dirigido este libro.
Para salvar esta dificultad, se introducen, a lo largo de los dos volumenes, los
elementos que se necesitan para entender algunos conceptos probabilisticos
bésicos y contar con la herramienta que permite demostrar los resultados
que se exponen. Con el mismo proposito, se incluye un Apéndice en el cual,
entre otros temas, se exponen los conceptos y resultados béasicos de la teoria
de integracion de Lebesgue.

Como se muestra en este primer volumen, el método para calcular proba-
bilidades consiste en comenzar asignando probabilidades a una determinada
familia de eventos y después, utilizando las propiedades de la funcién de
probabilidad, se trata de extender ésta a una familia de eventos tan grande
como sea posible. El enfoque de este libro es probabilistico en el sentido de
que, para resolver cualquier problema, antes que otra cosa, se busca llevar
este método tan lejos como sea posible, en lugar de intentar reducirlo, des-
de el inicio, a un problema de otro tipo, como pudiera ser uno de céalculo
combinatorio.

La teorfa de la probabilidad surge del estudio de los fenémenos aleato-
rios. El primer problema a resolver en este estudio consiste en encontrar
un modelo matemético que permita analizar a profundidad el fenémeno en
consideracion. El modelo utilizado en este libro es el que formulé Andrey
Nikolaevich Kolmogorov en el afio 1933. Para un estudiante que se inicia en
la teoria de la probabilidad no resulta simple entender el por qué se utiliza
este modelo, lo cual es muy explicable por el hecho de que éste es el resulta-
do de un proceso de investigacion en el cual estuvieron involucrados muchos
estudiosos del tema y, por lo general, no se muestra al alumno més que la
conclusién del proceso. En este libro se profundiza en este tema buscando
dar mayor claridad al estudiante.

Este primer volumen esté dividido en dos grandes partes: en la primera
se desarrolla el método para calcular probabilidades y se presentan las reglas
bésicas; en la segunda se hace el estudio de las variables aleatorias, concepto
bésico en la teoria de la probabilidad.
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A su vez, la primera parte se divide en cinco capitulos: en el primero se
definen los conceptos basicos del calculo de probabilidades y se comienza a
construir el modelo matematico de los fenémenos aleatorios; en el segundo
se formulan las propiedades que permiten extender la funcién de probabili-
dad, definida en el capitulo I, ademés de introducir los conceptos de proba-
bilidad condicional y de independencia asi como las reglas que se relacionan
con ellos; en el tercer capitulo se estudian diferentes maneras en que se pue-
de seleccionar una familia de elementos de una colecciéon dada; en el cuarto
capitulo se integra lo estudiado en los 3 primeros capitulos para formular
las reglas generales del célculo de probabilidades; finalmente, en el quinto
capitulo se completa el modelo mateméatico de los fenémenos aleatorios in-
troduciendo la propiedad que facilita el estudio de aquellos cuyo conjunto de
posibles resultados es infinito; de esta forma, queda formulado el modelo de
Kolmogorov, el cual sera la base para los capitulos posteriores.

La segunda parte se divide en cuatro capitulos: en el primero se hace un
estudio general de las variables aleatorias, ademas de formular algunos resul-
tados de calculo integral que seréan de utilidad més adelante; en el segundo y
tercero se estudian las familias bésicas de variables aleatorias; finalmente, en
el cuarto, se introduce y se estudia otro concepto fundamental de la teoria
de la probabilidad, el de esperanza.

MIGUEL A. GARCIA ALVAREZ
Marzo, 2004

Departamento de Matematicas
Facultad de Ciencias, UNAM
Meéxico, D.F., 04510

e-mail: magaz@servidor.unam.mx






NOTACION

AUB Unioén de los conjuntos Ay B

ANB Interseccion de los conjuntos A y B

Ur—1 Ak Union de los conjuntos Ay,..., A,

Mi—y Ak Interseccion de los conjuntos Ai,..., A,

A° Complemento del conjunto A

Ax B Producto cartesiano de los conjuntos A y B
ACB El conjunto A esté contenido en el conjunto B
ADB El conjunto A contiene al conjunto B

0 Conjunto vacio

N Conjunto de los niimeros naturales

Z Conjunto de los niimeros enteros

R Conjunto de los niimeros reales

R R U {—o00, 00}

{n,...,m} Conjunto de ntimeros enteros entre n y m inclusive

{n,n+1...} Conjunto de niumeros enteros mayores o iguales a n

(a,b) Intervalo abierto {z € R |a < z < b}
[a, b] Intervalo cerrado {x € R |a < x < b}
(a,b] Intervalo semiabierto {z € R |a < z < b}

15
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Intervalo semiabierto {z € R |a < z < b}

Producto punto de los vectores x y y

Norma del vector =

Valor absoluto del ntimero real x

Mayor entero menor o igual a x

Conjugado del ntimero complejo z

Minimo entre a y b

Maximo entre a y b

méx(z,0)

méx(—z,0)

Suma de los ntmeros x1, ..., Ty,

Producto de los ntmeros z1,...,z,

Logaritmo natural de x

Combinaciones de n elementos tomados de k en k

Composicion de las funciones f y ¢

funciéon definida sobre el conjunto A,
con valores en el conjunto B

z tiende al valor o
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Le 29 juillet 1654

Monsieur,

Limpatiente me prend ausst bien qu’a vous; et quoique je
sois encore au lit, je ne puis m’empécher de vous dire que
je regus hier au soir, de la part de M. de Carcavi, votre
lettre sur les partis, que j’admire si fort, que je ne puis
vous le dire. Je n’ai pas le loisir de m’etendre ; mais en un
mot vous avez trouvé les deux partis des dés et des parties
dans la parfaite justesse ; j’en suis tout satisfait; car je ne
dout plus maintenant que je suis dans la verité, aprés la
rencontre admirable ot je me trouve avec vous... j’en ai
trouvé un abrégé, et proprement une autre méthode bien
plus courte et plus nette, que je voudrais pouvoir vous dire
ici en peu de mots; car je voudrais désormais vous ouvrir
mon coeur, s’il se pouvait, tant que j’ai de joie de wvoir
notre rencontre. Je vois bien que la verité est la méme a
Toulouse et a Paris.

CARTA DE PASCAL A FERMAT

EL SURGIMIENTO del calculo de probabilidades, como disciplina matematica
independiente, tiene como base las soluciones que, durante el periodo que
va del ano 1654 al 1657, dieron Blaise Pascal, Pierre de Fermat ([12]) y
Christiaan Huygens (|14]) a varios problemas, entre los cuales destacan los
siguientes:

PROBLEMA 1. ;Cdmo deben repartirse las apuestas en un juego que se in-
terrumpe? Por ejemplo, suponiendo que dos jugadores, A y B, apuestan 32
pesos cada uno en un juego que consiste de partidas consecutivas, en cada
una de las cuales cada jugador tiene la misma posibilidad de ganarla, de
tal manera que quien gane una partide acumula un punto y el juego es ga-
nado por quien obtenga primero cuatro puntos, jcomo deben de repartirse

17



18 INTRODUCCION A LA TEORIA DE LA PROBABILIDAD

las apuestas en caso de que el juego se interrumpa cuando el jugador A ha
ganado dos puntos y B un punto?

PROBLEMA 2. ;Cudntas veces se necesita lanzar un par de dados para que
sea mds favorable obtener por lo menos un par de seises que no obtenerlo?

PROBLEMA 3. Dos jugadores, Py Q, juegan a lanzar alternadamente un par
de dados. El juego comienza lanzando P el par de dados, con la condicion de
que si obtiene una suma igual a 6 gana el juego; en caso contrario el juego
continta lanzando Q el par de dados, con la condicion de que si obtiene una
suma igual a 7 gana el juego; en caso contrario el juego continida lanzando
P el par de dados bajo las condiciones iniciales. ;Cudles son las respectivas
probabilidades que cada jugador tiene de ganar el juego?

PROBLEMA 4. Dos jugadores, A y B, los cuales poseen 12 fichas cada uno,
juegan a lanzar sucesivamente tres dados, estableciéndose que A dard una
ficha a B cada vez que se obtenga una suma igual a 11, mientras que B dard
una ficha a A cada vez que se obtenga una suma igual a 14. Si el ganador
del juego es el primero que lleque a poseer las 24 fichas, ;cudles son las
respectivas probabilidades que cada jugador tiene de ganar el juego?

Los problemas 1 y 2 fueron planteados a Pascal en el afio 1654 por Antoine
Gombaud de Méré, conocido como el chevalier de Méré, quien era aficionado a
los juegos de azar y habia logrado resolver el problema 2 pero no el 1. Pascal y
Fermat encontraron las soluciones correctas a los dos problemas, mismas que
se dieron a conocer entre ellos en una serie de cartas las cuales constituyen
los tinicos documentos en los cuales quedaron plasmados los métodos que
utilizaron. Mas tarde, Huygens, sin conocer los métodos utilizados por Pascal
y Fermat, encontr6é también las soluciones correctas a ambos problemas y en
el ano 1657 publico sus soluciones en su libro De Ratiociniis in Ludo Aleae
([14]), siendo ésta la publicaciéon que se convirtio en la base para el desarrollo
posterior del calculo de probabilidades.

Sin embargo, no fueron Pascal, Fermat y Huygens los primeros en resol-
ver de manera correcta problemas de probabilidad. La historia del célculo
de probabilidades se remonta por lo menos al siglo X cuando se plantearon
algunos problemas que més tarde fueron la base para resolver problemas de
probabilidad. En particular, en esa época se plante6 el problema de deter-
minar cuantos resultados distintos pueden obtenerse al lanzar n dados. La
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primera solucién correcta conocida de este problema se encuentra en un poe-
ma titulado “De Vetula” y escrito por Richard de Fournival (1200-1250). Ahi
se afirma que 3 dados pueden caer en un total de 216 caminos.

La primera referencia conocida a una relaciéon entre las diferentes posibi-
lidades de ocurrencia de un evento y la frecuencia con que éste se observa, se
encuentra en los comentarios a una publicacién de La Divina Comedia, que
en el ano 1477 hizo Benvenuto d’Imola. Dice ahf:

Concerniente a estos lanzamientos (de dados) debe observarse que los dados son
cuadrados y cualquier cara puede caer, asi que un nimero que pueda aparecer
en més caminos debe ocurrir mas frecuentemente, como en el siguiente ejemplo:
con tres dados, tres es el mas pequeno nimero que puede obtenerse y s6lo se
obtiene con tres ases; cuatro puede obtenerse s6lo en un camino, con un dos y
dos ases.

En el libro titulado Summa de Arithmetica, Geometria, Proportioniti et
Proportionalita, escrito por Luca Paccioli en 1487 y publicado en 1494, se en-
cuentra formulado un problema similar al 1: Dos personas juegan de manera
que se requiere un total de 60 puntos para ganar, siendo el premio de 22 du-
cados. Por alguna circunstancia, cuando uno tiene acumulados 50 puntos y el
otro 30, no pueden continuar el juego. ; Qué parte del premio le corresponde
a cada uno? Paccioli consideraba, errobneamente, que la parte que correspon-
de a cada uno debe ser proporcional a los puntos que lleva ganados; en este
caso, la reparticiéon deberia hacerse en la proporciéon de 5 : 3, es decir, al que
lleva 50 puntos le corresponderian % y al otro %.

El primer estudio sistematico de problemas de probabilidad se debe a Gi-
rolamo Cardano, quien en el ano 1526 escribi6 un libro titulado Liber de Ludo
Aleae, cuya primera publicacion aparecio en el ano 1663 (|6]). En ese trabajo,
Cardano realizoé un estudio de problemas relacionados con lanzamientos de
dados.

En su libro, estableci6 Cardano el nimero de posibilidades en el lanza-
miento de 2 y 3 dados, obteniendo 36 y 216, respectivamente. Aunque en
un lenguaje distinto al que se usé mas tarde en el calculo de probabilidades,
Cardano plante6 y resolvio, a la manera clasica, problemas de probabilidad.
Un ejemplo es el siguiente:

Considerando el lanzamiento de 2 dados, establecidé que por lo menos un
as se obtiene de 11 maneras; lo mismo puede decirse de por lo menos un dos,
y asi sucesivamente. Agregaba que, sin embargo, un as o un dos no se obtiene
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de 22 maneras, pues hay 11 maneras en que se obtiene por lo menos un as y
9 mas en que se obtiene por lo menos un dos, asi que en total son 20 maneras
de obtener por lo menos un as o por lo menos un dos. Continuaba diciendo
que si se agrega ahora el 3, habra 7 maneras méas y asf sucesivamente; en el
siguiente paso habra que sumar 5 maneras mas, luego 3 y por udltimo 1.

Decia entonces que si alguien dijera, quiero un as, un dos o un tres, se
sabe que hay 27 caminos favorables y como el circuito es de 36, los caminos
en que no se obtiene ninguno de estos ntimeros son 9; las posibilidades son
entonces de 3 a 1.

Con este razonamiento Cardano llegd de hecho a la llamada definicion
clasica de probabilidad estableciendo las posibilidades de obtener un deter-
minado resultado en funcién del ntimero de posibles maneras en que ese
resultado puede obtenerse.

Situdndonos nuevamente en la época de Pascal y Fermat, el problema 1
fue el problema que més interés provocd debido a que pocos lograron en-
contrar la solucién correcta. La soluciéon de Fermat a este problema es la
siguiente:

Al jugador P le faltan dos partidas para ganar y al jugador Q tres partidas,
entonces, a lo més en 4 partidas adicionales se acaba el juego. Denotando
por la letra a el que P gane una partida y por la letra b el que gane Q, los
posibles resultados de 4 partidas son los siguientes:

(a,a,a,a),(a,a,a,b),(a,a,b,a),(a,b,a,a), (b a,aa),(a,abb),(a,b a,b),
(a7 b7 b7 (I),

(b7 a‘? a‘? b)? (b7 a‘7 b? a)7 (b7 b? a7 a)? (a7 b7 b’ b)? (b7 a/’ b? b)’ (b7 b? a? b)7 (b7 b’ b? a‘)’
(b’ b7 b’ b)

en donde, por ejemplo, (b, b, a, b) significa que P gana solo la tercera partida
y Q las otras 3.

De estos 16 posibles resultados, hay 11 que hacen ganar al jugador P,
a saber, (a,a,a,a), (a,a,a,b), (a,a,b,a), (a,b,a,a), (b,a,a,a), (a,a,b,b),
(a,b,a,b), (a,b,b,a), (b,a,a,b), (b,a,b,a), (b,b,a,a). Los 5 restantes hacen
ganar al jugador Q. Por lo tanto, las apuestas se deben repartir en la pro-
porciéon 11 : 5.

Los métodos seguidos por Pascal y Huygens para resolver este problema
son distintos al de Fermat pero similares entre ellos. Su solucién es como
sigue:
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Supongamos que al jugador A le falta una partida para ganar y a B dos,
entonces, al jugar la siguiente partida hay dos posibilidades, la primera es
que P la gane, en cuyo caso gana el juego y por lo tanto toda la apuesta,
la segunda es que Q la gane, en cuyo caso P y Q quedan en igualdad de
condiciones y debe entonces tocar a cada uno la mitad de las apuestas, es
decir 32. Entonces en un caso a P le tocan 64 y en otro 32, asi que, cualquiera
que sea el caso, P tiene asegurado 32 y los otros 32 de las apuestas pueden
corresponder a P 0 a Q con un azar igual; por lo tanto, de esos 32, la mitad
debe ser para P y la otra para Q. Es decir, cuando a P le falta un punto y a
Q dos, a P le corresponde 32 4+ 16 =48 y a Q 16.

Supongamos ahora que a A le falta un punto y a B tres. En esta situacion,
si se juega la siguiente partida, P puede ganar toda apuesta o bien 48 por el
primer caso. Por lo tanto a P le corresponde 48 + %(16) =56yaQ8.

Finalmente, supongamos que a P le faltan dos puntos y a Q tres. En
esa situacion, si se juega la siguiente partida, P puede quedar faltdndole un
punto y tres a QQ, en cuyo caso le corresponde 56 por el segundo caso; o bien,
si Q gana esa partida, quedan en igualdad de circunstancias y toca a cada
uno 32. Entonces P tiene asegurados 32 y puede ganar 56 — 32 = 24 con un
azar igual que Q; asi que entonces a P le corresponde 32+ 3(24) =44y a Q
8+ %(24) = 20, es decir, la reparticién de las apuestas debe ser de 11 : 5.

Aunque los resultados de Pascal, Fermat y Huygens permitieron el esta-
blecimiento de reglas generales para resolver problemas de probabilidad y en
ese sentido pueden considerarse como el origen del calculo de probabilidades,
la teoria de la probabilidad comenzé a ganarse un lugar importante dentro
de la matematica a partir del libro de Jacques Bernoulli, Ars Conjectandi,
publicado en el afio 1713, ocho anos después de su muerte ([1]).

Ademas de resolver con sus propios métodos los problemas ya resueltos
por Pascal, Fermat y Huygens, Bernoulli se plante6 un problema de singular
importancia, el cual seria la base para todo el desarrollo posterior de la teoria.
Escribié Bernoulli en su libro:

parece que, para hacer una hipétesis correcta sobre un hecho cualquiera, sélo es
necesario calcular exactamente el ntimero de casos posibles y, entonces, determi-
nar las veces que puede posiblemente ocurrir un caso mas que otro. Pero aqui,
inmediatamente, surge nuestra mayor dificultad, porque este procedimiento se
puede aplicar Gnicamente a muy pocos fendémenos; de hecho, casi exclusivamen-
te a los relacionados con los juegos de azar... pero hay otro camino que nos
conduce a lo que buscamos, y nos permite, por lo menos, hallar a posteriori lo



22 INTRODUCCION A LA TEORIA DE LA PROBABILIDAD

que no podemos determinar a priori, o sea, averiguando a partir de los resulta-
dos observados en numerosos casos similares. Ha de suponerse, a este respecto,
que, bajo condiciones similares, la ocurrencia (o no ocurrencia) de un suceso
en el futuro seguird la misma pauta que se ha observado para sucesos iguales
en el pasado... Lo que atin tiene que ser averiguado es si, cuando se aumenta
el nimero de observaciones, también se sigue aumentando la probabilidad de
que la proporcion registrada de casos favorables y desfavorables se aproxime
a la verdadera relacion... Este es el problema que he decidido publicar aqui,
después de haber trabajado sobre él durante veinte anos.

El resultado al que hace referencia Bernoulli en su libro es el ahora lla-
mado teorema de Bernoulli (véase la seccion VIIL.1).

Mas tarde, en el ano 1733 ([10]), siguiendo a Bernoulli, Abraham de
Moivre demostraria el ahora llamado teorema de de Moivre-Laplace (véase la
seccion VIIL.3). Ambos resultados constituyeron los primeros teoremas limite
de la teoria de la probabilidad, cuyo estudio se prolongé durante un periodo
de més de 200 afos, sentando asi las bases de la teorfa de la probabilidad
moderna.

Los teoremas limite fueron formulados y demostrados de manera general
a principios del siglo XX, interviniendo en ese proceso, entre otros, Pierre
Simon Laplace ([20], [21]), Siméon Denis Poisson (|29]), Pafnuty Lvovich
Chebyshev ([7], [8], [9]), Andrei Andreyevich Markov (|27]), Aleksandr Mik-
hailovich Lyapunov ([25], [26]), Félix Edouard Justin Emile Borel ([2]), Fran-
cesco Paolo Cantelli ([3], [4], [5]), J. W. Lindeberg (|24]), Paul Pierre Lévy
(122], [23]), Aleksandr Yakovlevich Khintchine ([15], [16]), Andrey Nikolaevi-
ch Kolmogorov (|17, [18]) y William Feller (|11]).

A principios del siglo XX la teoria de la probabilidad gozaba ya de una
gran popularidad; sin embargo, sus fundamentos matematicos no eran sa-
tisfactorios. De hecho, la probabilidad no era considerada como parte de la
matematica. Sus conceptos y métodos eran especificos para las aplicaciones y
no formaban parte de una estructura abstracta general. La misma definicion
de probabilidad, la cual estaba basada en el concepto de equiprobabilidad,
resultaba insatisfactoria pues no en todos los fenémenos aleatorios resulta
evidente qué resultados pueden considerarse como equiprobables.

Una buena referencia para conocer el estado de la teorfa de la probabili-
dad a principios del siglo XX es el libro de Jules Henri Poincaré (]28]), cuya
primera frase es elocuente: “No se puede dar una definiciéon satisfactoria de
la probabilidad”. Comenta més adelante que
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la definicién completa de la probabilidad es una especie de peticion de princi-
pio: jcomo reconocer que todos los casos son igualmente probables? Aqui, una
definicion matematica no es posible; deberemos, en cada aplicacion, hacer con-
venciones, decir que consideramos tal y tal caso como igualmente probables.
Esas convenciones no son completamente arbitrarias, pero escapan al espiritu
del matematico, que no tendré més que examinarlas una vez que son admitidas.
Asi, todo problema de probabilidad ofrece dos periodos de estudio: el primero,
metafisico, por asi decirlo, el cual legitima tal o cual convencién; el segundo,
matematico, que aplica a esas convenciones las reglas del calculo.

El estudio de la fundamentaciéon matematica de la teoria de la probabili-
dad se realiz6 en los primeros 30 anos del siglo XX, hasta que, en el ano 1933,
A. N. Kolmogorov publicé un articulo ([19]) en el cual establecio la formula-
cion de la teoria de la probabilidad que prevalece hasta nuestros dias.

El modelo que formulé Kolmogorov es axiomético, lo cual se explica por
el hecho de que, a principios del siglo XX, el método axiomético habia ga-
nado un gran prestigio, luego de las aportaciones de Nikolai Ivanovich Lo-
bachevskii, Hermann Minkowski y otros matematicos, las cuales mostraban
que es posible definir geometrias no euclidianas mediante diferentes sistemas
axiomaticos. Aportaciones como ésas, asi como la buasqueda del rigor en la
ciencia, habian llevado a plantear la necesidad de la axiomatizacién para to-
das las ramas de la matematica, asi como para aquellas ramas de la fisica en
donde las matematicas desempenian un papel preponderante ([13]).

La historia de la teoria de la probabilidad no termina con su fundamen-
tacion matematica; ésta, que fue la conclusiéon de un proceso, se convirtié a
su vez en punto de partida para profundizar en temas estudiados con ante-
rioridad y para el estudio de nuevos sujetos de interés. Una vez formulado
el modelo de Kolmogorov, la teoria de la probabilidad conté con una nueva
herramienta que la haria desarrollarse mucho mas: la teoria de la medida. En
particular, la teoria de los procesos estocdsticos se convirtié en el centro de
interés de los estudiosos de la probabilidad, tema que hasta la fecha contintda
desarrollandose.
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PRIMERA PARTE

El calculo de probabilidades






I. EL MODELO MATEMATICO

En medio de las causas variables y desconocidas que desig-
namos con el nombre de azar y que hacen incierta e irre-
gular la marcha de los acontecimientos, se ve surgir, a me-
dida que ellos se multiplican, una regularidad asombrosa,
que parece obedecer a un designio y que se ha considera-
do como una prueba de la providencia. Pero reflexionando
sobre ella, se reconoce pronto que esta regularidad no es
mas que el desarrollo de las respectivas posibilidades de
los acontecimientos simples, los cuales deben presentarse
mas frecuentemente cuando mas probables son.

PIERRE SIMON LAPLACE

1.1 EXPERIMENTOS ALEATORIOS

EL ESTUDIO DE LA NATURALEZA se realiza mediante la experimentacién, es
decir, la observacién de sistemas que son brindados por la misma naturaleza
o disenados especialmente para el estudio de determinadas propiedades del
sujeto de interés. Por ejemplo, en fisica, se estudian las leyes del movimiento
de los cuerpos basandose ya sea en la observacién del movimiento de cuerpos
que ofrece la misma naturaleza, como pueden ser los planetas de nuestro
Sistema Solar, o bien disenando experimentos en el laboratorio, por ejemplo,
utilizando planos inclinados para estudiar el movimiento de cuerpos sobre
ellos.

En general, el estudio de un determinado sistema conduce a un modelo
de éste mediante el cual el estudio puede ser profundizado. El modelo, en
general, es solo una aproximaciéon del sistema real y esta sujeto siempre a
comprobacion. Asi, por ejemplo, en fisica, el estudio del movimiento de los
cuerpos condujo a la mecanica clasica, segiin la cual este movimiento obedece
a las llamadas leyes de Newton. Estas se aplicaron a todo sistema en donde
intervienen movimientos mecanicos hasta que se descubrieron fenémenos a

29



30 INTRODUCCION A LA TEORIA DE LA PROBABILIDAD

los cuales no se adaptaban con exactitud. La Teoria de la Relatividad mos-
traria que las leyes de Newton son vélidas Gnicamente dentro de un cierto
rango mas alla del cual es necesario substituirlas por las leyes de la mecénica
relativista.

En la teoria de la probabilidad nos planteamos el estudio de una determi-
nada clase de experimentos mediante un modelo matematico que definiremos
més adelante. Para este fin, consideraremos un experimento como cualquier
proceso que conduce a un resultado especifico. Asi, el observar el color de los
ojos de una persona, el preguntar a una persona si le gustan los chocolates,
el medir el tiempo que permanece prendida una ldmpara de manera inin-
terrumpida, el medir el tiempo que una piedra tarda en caer de un edificio,
son todos ejemplos de experimentos. Como puede verse, le estamos dando al
concepto de experimento un sentido muy amplio, no nos interesa el tipo de
proceso involucrado, pudiendo ser éste una observacion, una medicién o cual-
quier otra cosa, lo inico que requerimos es que el proceso en consideracién
conduzca a un resultado que puede ser especificado.

DEFINICION 1.1 (Experimento) Un experimento es cualquier proceso que con-
duce a un resultado especifico.

Para los fines del tema que abordaremos en este libro, clasificaremos a los
experimentos en dos grandes categorias. Por un lado consideraremos todos
aquellos experimentos en los cuales, una vez definidas todas las condiciones
bajo las cuales se realizan, su resultado queda tnicamente determinado. Los
experimentos relativos al movimiento de un cuerpo bien determinado, sujeto
a la accion de ciertas fuerzas, también bien determinadas, entran dentro de
esta categoria. El movimiento del cuerpo queda perfectamente determinado
conociendo la posiciéon y velocidad del cuerpo en un momento dado, asi
como las fuerzas que actian sobre él. Ese movimiento queda determinado en
el sentido de que siempre que se repitan las mismas condiciones, el cuerpo
seguira la misma trayectoria.

Por otro lado, consideraremos todos aquellos experimentos en los cuales,
una vez definidas las condiciones en que se realizan, su resultado no queda
tinicamente determinado. A un experimento de este tipo lo llamaremos alea-
torio. En otras palabras, un experimento es aleatorio si, una vez definido,
al considerar diferentes repeticiones de él, aunque sea potencialmente, todas
bajo las condiciones establecidas, se pueden obtener resultados distintos.
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DEFINICION 1.2 (Experimento aleatorio) Un experimento aleatorio es un ex-
perimento con la caracteristica de que, una vez definidas todas las condiciones
bajo las cuales se realiza, su resultado no queda unicamente determinado.

Dentro de la categoria de experimentos aleatorios caben todos aquellos
en los cuales la indeterminaciéon del resultado se debe simplemente a que
las condiciones en que se realizan incluyen cierta arbitrariedad que los hace
impredecibles, asi como aquellos que son por naturaleza no deterministicos,
es decir, aquellos en los que aun cuando las condiciones en que se realizan no
incluyen arbitrariedad, el resultado es impredecible por no estar tinicamente
determinado. No caben dentro de esta categoria de experimentos aquellos
que son deterministicos pero en los cuales el experimentador no es capaz de
predecirlos por ignorancia, ya sea de las condiciones en que se realizan o de
las leyes que los rigen, o bien por no disponer de los medios adecuados para
ello. Algunos ejemplos ilustraran este punto:

EJemMPLO 1.3. Consideremos una linea de un boliche, boliches y una bola de
boliche, todos con caracteristicas fisicas que podemos considerar invariables
maentras experimentamos con ellos. Supongamos, ademds, que contamos con
algun aparato que nos permite colocar los boliches en cualquier posicion de-
terminada y con otro aparato que mos permite lanzar la bola con la fuerza
y direccion que deseemos. Fijemos una posicion determinada de los boliches,
elijamos una fuerza de lanzamiento de la bola orientada hacia los boliches y
consideremos el experimento consistente en lanzar la bola con esa fuerza y
direccion determinadas a priori y en observar el nimero de boliches que caen.
Este experimento, ast definido, es un ejemplo de un experimento determinis-
tico. Incluso si el experimentador desconoce las leyes fisicas involucradas en
el experimento o no cuenta con los medios adecuados para realizar cdlculos
rdpidos y entonces no puede predecir, antes de que la bola llegue a los boliches,
el numero de boliches que caerdn, el experimento sigue siendo deterministi-
co pues siempre que Se repitan las mismas condiciones, el resultado serd el
mismo, es decir éste estd unicamente determinado.

EiemMpPLO 1.4. Consideremos ahora el mismo dispositivo de boliches, pero de-
finamos un nuevo experimento consistente en lanzar la bola con una fuerza
y direccion arbitrarias (sobre la linea)' y en observar el mimero de boliches

1Cosa que se puede lograr, por ejemplo, eligiendo a una persona de manera arbitraria
y pidiéndole que lance la bola sobre la linea como mejor le parezca
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que caen. Este nuevo experimento es ahora un ejemplo de un experimento
aleatorio. Incluso si el experimentador conoce perfectamente las leyes fisicas
wvolucradas en el problema y dispone de una computadora que le permite
efectuar cdlculos rdpidos y asi predecir, antes de que la bola llegue a los boli-
ches, el nimero de boliches que caerdn en cada lanzamiento, el experimento
sigue siendo aleatorio pues la eleccion arbitraria de la fuerza y direccion de
lanzamiento de la bola es parte del experimento y entonces el resultado de
éste no estd unicamente determinado.

EjEMPLO 1.5. Supongamos que tenemos tres pelotitas pintadas, una de rojo,
una de azul y otra de verde, colocadas en 3 cajas numeradas del 1 al 3, de
manera que la bola roja se encuentre en la caja 1, la azul en la 2 y la verde
en la 3. Consideremos entonces el experimento consistente en pedirle a una
persona, elegida arbitrariamente, que saque la pelotita colocada en la caja
numero 3 y anote el color de ella como resultado del experimento. Incluso si
la persona elegida desconoce la manera en que estdn colocadas las pelotitas
en las cajas y entonces para ella el resultado del experimento es impredecible,
el experimento descrito es un erperimento deterministico pues estando ya
colocadas las pelotitas en sus respectivas cajas, el resultado serd siempre el
mismo.

EJEMPLO 1.6. Consideremos las mismas 3 pelotitas del ejemplo anterior, las
mismas 3 urnas numeradas del 1 al 3 y consideremos el experimento consis-
tente en colocar las pelotitas en las cajas, una en cada una, de manera arbi-
traria, y en seleccionar después la pelotita de la urna ndimero 3, anotando su
color como resultado del experimento. Incluso si alguna persona fuera capaz
de predecir la manera en que quedardn colocadas las pelotitas en las cajas en
cada realizacion particular del experimento descrito, éste es un experimento
aleatorio pues la colocacion arbitraria de las pelotitas en las cajas es parte
del experimento. La prediccion del resultado en cada realizacion particular
del experimento indicaria que cada realizacion particular admite un inico
posible resultado, pero una repeticion del experimento, en las mismas con-
diciones (que incluyen la colocacion arbitraria de las pelotitas en las cajas),
puede dar un resultado distinto. A

En los dos ejemplos de experimentos aleatorios dados arriba, la indeter-
minacién del resultado de ellos se debe exclusivamente a que las condiciones
en que se realizan incluyen cierta arbitrariedad y entonces, al repetirlos, po-
demos esperar distintos resultados. En otras palabras, si bien estan definidos
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con base en experimentos que son por naturaleza deterministicos, se introdu-
ce la aleatoriedad al permitir que las condiciones precisas en que se realizan
sean variables.

El problema de la existencia de otro tipo de experimentos aleatorios en
los cuales la aleatoriedad sea intrinseca a ellos no sera abordado en este libro.
Los ejemplos que pueden darse para abordarlo requieren la profundizacién en
areas cientificas como puede ser la mecanica cuéntica. Lo tinico que podemos
mencionar aqui es que ambos tipos de experimentos aleatorios caben en
el estudio que haremos y nuestro objetivo sera el establecer modelos que
nos permitan estudiarlos. Como lo mencionamos con anterioridad, el tnico
requisito que tienen que cumplir los experimentos que consideraremos es el
poder especificar los resultados que se obtienen al realizarlos.

Como puede verse por los ejemplos dados arriba, en general, la definicién
de un experimento aleatorio involucra una familia de experimentos particu-
lares, todos realizados bajo las mismas condiciones (las cuales puedes incluir
cierta arbitrariedad). La situacion es distinta Gnicamente cuando se trata
de experimentos con una aleatoriedad intrinseca; es decir aquellos para los
cuales, aun cuando las condiciones bajo las cuales se realizan no incluyen
arbitrariedad, el resultado no esta tnicamente determinado. Ahora bien, el
que la definicién de un experimento aleatorio involucre en general una familia
de experimentos particulares no significa que sea posible realizar realmente
cada experimento particular de la familia; es decir, no significa que el expe-
rimento aleatorio sea realmente repetible. El siguiente ejemplo ilustrara este
punto:

EiempLo 1.7. Tomemos un gato para experimentar, digamos el gato de la
Sra. Conchita que vive en la casa de al lado, el cual estd completamente sa-
no y no tiene ninguna herida. Consideremos entonces el experimento consis-
tente en elegir una persona de manera arbitraria, darle una pistola cargada
y pedirle que dispare sobre el gato. Como resultado del experimento, obser-
vemos si, después de realizarlo, el gato estd vivo o muerto. Si quisiéramos
considerar una serie de repeticiones de este experimento, en un momento
dado, posiblemente después de su primera realizacion, este experimento ya
no serd repetible pues el gato ya estard herido o muerto y entonces no se
pueden reproducir las condiciones originales bajo las cuales estd definido el
experimento. Sin embargo, el experimento que definimos es un erperimento
aleatorio y su definicidn involucra, al menos conceptualmente, una familia de
experimentos particulares, a saber, diferentes personas que disparan sobre el



34 INTRODUCCION A LA TEORIA DE LA PROBABILIDAD

gato de diferentes maneras particulares. El estudio de este tipo de experimen-
tos puede ser mdas complejo que el de un experimento aleatorio que se pueda
realizar tantas veces como queramos, sin embargo, forma parte del grupo de
experimentos que nos interesa estudiar. A

En general, consideraremos en este libro experimentos aleatorios del ti-
po de los ejemplos 1.4 y 1.6, es decir, en los cuales la aleatoriedad proviene
de que las condiciones en que se realizan incluyen cierta arbitrariedad y en-
tonces no podemos esperar el mismo resultado en cada una de sus posibles
realizaciones. En ese tipo de experimentos, cada una de sus realizaciones se
efectiia bajo condiciones particulares precisas y su resultado esté entonces
inicamente determinado; la aleatoriedad proviene de que, dentro de las con-
diciones generales que caracterizan al experimento aleatorio, caben diferen-
tes condiciones precisas de experimentacion. También, como nota aclaratoria,
estaremos interesados fundamentalmente en el estudio de experimentos alea-
torios, aunque eventualmente consideraremos experimentos deterministicos,
viéndolos como casos extremos de experimentos aleatorios en los cuales sélo
se admite un posible resultado. Finalmente, cabe mencionar que en todo pro-
blema de probabilidad esta involucrado un experimento aleatorio, aunque no
sea explicitamente.

DEFINICION 1.8 (Realizacién de un experimento aleatorio) A cada repeticion
particular de un experimento aleatorio la llamaremos una realizacion de éste.

1.2 EVENTOS

A partir de esta seccién consideraremos algunos experimentos aleatorios cuya
descripcién conviene senalar de una vez. En ocasiones consideraremos un
experimento aleatorio consistente en lanzar cierto nimero de dados y anotar
los ntimeros que se obtienen. En ese caso debe entenderse, a menos que
se diga otra cosa, que se trata en primer lugar de dados usuales, es decir
cubos con seis caras marcadas con nimeros del 1 al 6; ademés se entendera
también que se trata de dados perfectamente simétricos y balanceados y
que el lanzamiento de ellos se realiza también de la manera en que se hace
usualmente en un juego con dados, es decir se agitan de manera arbitraria y
se hacen caer sobre una mesa; finalmente se considera que el resultado que



EL MODELO MATEMATICO 35

se obtiene con cada dado es el nimero que aparece en su cara superior. Una
descripcién semejante puede hacerse de un experimento aleatorio consistente
en lanzar una o varias monedas y anotar el resultado que se obtiene; en
ese caso, los dos posibles resultados del lanzamiento de una moneda seran
llamados cara y cruz. En muchas ocasiones consideraremos un experimento
aleatorio consistente en seleccionar “al azar” uno o varios elementos de una
coleccién de objetos, que bien pueden ser cosas, animales, personas, etc.; en
esos casos podemos hablar en general de la eleccién al azar de individuos de una
poblacién y la eleccion “al azar” se refiere, por el momento, a que ésta se realiza
de manera arbitraria, es decir sin que haya predilecciéon por elegir algunos de
los individuos de la poblaciéon. Mas adelante definiremos el término “al azar”
de una manera mas precisa.

Hechas estas aclaraciones, consideremos el experimento aleatorio consis-
tente en lanzar un dado 3 veces en forma consecutiva, anotando los niimeros
que se obtienen. Cada posible resultado de este experimento lo podemos re-
presentar por una terna de numeros; asi, la terna (2,5,3) significa que en
el primer lanzamiento se obtiene 2, en el segundo 5 y en el tercero 3. Cada
posible resultado de este experimento tiene determinadas propiedades, por
ejemplo, el resultado (2,6,1) tiene la propiedad de que nos da una suma
igual a 9, también tiene la propiedad de que los 3 ntimeros son distintos,
otra es que el nimero mas grande es el 6, etc.; estas propiedades no son las
mismas para todos los posibles resultados del experimento, aunque algunas
de ellas pueden coincidir para varios resultados, por ejemplo, el resultado
(3,2,6) tiene como propiedad comin, con el resultado anterior, el que su
numero mas grande es el 6, también es comun la propiedad de estar formado
por 3 numeros distintos, en cambio la propiedad de que la suma es 9 no se
presenta aqui.

Con cada posible resultado del experimento descrito podemos asociar
entonces determinadas propiedades. Supongamos ahora que atn no hemos
realizado el experimento y fijemos una determinada propiedad, por ejemplo,
el que la suma de los 3 ntimeros que se obtienen sea 12. Antes de realizar el
experimento, no sabemos si esta propiedad se presentard o no al realizarlo,
inicamente realizando el experimento podemos decir si se presenta o no.

En general, diremos que una propiedad es relativa al experimento aleato-
rio si una vez realizado éste podemos decir si se presenta o no, es decir, si el
experimento aleatorio determina la presencia o no de esa propiedad. Dado
un experimento aleatorio, a cada propiedad relativa a ese experimento la
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llamaremos un evento relativo al experimento, o simplemente un evento, si
no hay confusién sobre el experimento aleatorio al que se refiere.

DEFINICION 1.9 (Propiedad relativa a un experimento aleatorio) Diremos que
una propiedad es relativa a un experimento aleatorio si una vez realizado éste
podemos decir si se presenta o no.

DEFINICION 1.10 (Eventos) Un evento es una propiedad relativa a un expe-
rimento aleatorio.

Cuando, al realizar un experimento, la propiedad que define a un evento
se presenta, diremos que el evento ocurre, en caso contrario, diremos que no
ocurre. Un evento tiene entonces la caracteristica de que una vez realizado
el experimento podemos decir si ocurre o no ocurre.

DEFINICION I.11 (Ocurrencia de un evento) Se dice que un evento ocurre al
realizar un experimento aleatorio si la propiedad que lo caracteriza se presen-
ta en esa realizacion.

Los eventos relativos a un experimento aleatorio seran denotados por
letras maytusculas A, B, C,...; asi, en el ejemplo descrito antes, podemos
definir a A como el evento: ‘se obtienen resultados distintos en cada uno de
los 3 dados’.

A manera de ilustracion, consideremos los siguientes ejemplos:

EJEMPLO 1.12. Consideremos el experimento aleatorio consistente en lanzar
3 veces un dado en forma consecutiva y en anotar el nimero resultante en
cada lanzamiento. Los siquientes son eventos relativos a este experimento:

A: Se obtiene una suma igual a 9.
B: Se obtiene por lo menos un 5.
C': En el segundo lanzamiento se obtiene 3.

EJEmMPLO 1.13. De una urna en la cual hay 2 bolas rojas, 4 bolas blancas y 7
bolas negras, se extraen 3 bolas al azar. Los siguientes son eventos relativos
a este experimento:

A: Se obtienen 3 bolas de distinto color.
B: Ninguna de las 3 bolas seleccionadas es blanca.
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EiempLo 1.14. Se elige al azar un matrimonio de una cierta poblacion y se
cuenta el nimero de hijos e hijas que ha tenido. Los siguientes son eventos
relativos a este exrperimento:

A: El matrimonio seleccionado tiene 2 ninos y una nina.
B: El matrimonio seleccionado tiene en total 4 hijos.

C': El matrimonio seleccionado tiene mds ninos que ninas.
D: El matrimonio seleccionado tiene unicamente un nino.

EJjEmMPLO 1.15. De una determinada poblacion humana se eligen al azar 10
personas y se anota su sexo, edad, peso y estatura. Los siguientes son eventos
relativos a este experimento:

A: Todas las personas elegidas son mayores de 21 anos.

B: Todas las personas elegidas menores de 10 anos pesan menos de 30
kilos.

C': La estatura promedio de las personas elegidas es un nimero entre
1.5 m. y 2.0 m.

1.3 PRINCIPIO DE REGULARIDAD DE LAS FRECUENCIAS

Algo que hace interesante el estudio de los experimentos aleatorios es el
hecho de que, a pesar de su aleatoriedad, presentan también una regularidad,
aunque de un tipo distinto a la del ejemplo del movimiento de un cuerpo
sujeto a la acciéon de ciertas fuerzas, en el cual la regularidad consiste en que,
siempre que se repitan las condiciones establecidas para el experimento, el
cuerpo seguird la misma trayectoria.

En el caso de un experimento aleatorio, cuando, de ser posible, éste se
realiza varias veces, se obtienen diferentes resultados; sin embargo, se pue-
de observar que se manifiesta una regularidad en la frecuencia relativa de
ocurrencia de cada posible resultado, manteniéndose aproximadamente cons-
tante cuando el nimero de realizaciones del experimento es grande. Por fre-
cuencia relativa de un posible resultado o, en general, de un evento relativo a
un experimento, entenderemos la fraccién que resulta de dividir el ntimero de
veces que el evento ocurre en una serie de realizaciones del experimento entre
el nimero total de veces que el experimento se realiza en esa serie. Esta fre-
cuencia relativa se puede expresar también como un porcentaje simplemente
multiplicando por 100 la fraccién descrita.
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Por ejemplo, consideremos el experimento aleatorio consistente en obser-
var el sexo de un recién nacido elegido arbitrariamente en un cierto hospital.
El resultado de una realizacién de este experimento no esta tinicamente deter-
minado, pudiendo ser una de dos alternativas: hembra o varén. Sin embargo,
si se mide la frecuencia relativa con que cada una de estas dos alternativas
se ha presentado, se observara que la proporciéon de hembras y varones se
mantiene aproximadamente constante.

La misma regularidad se puede observar en la frecuencia relativa de
ocurrencia de cualquier evento relativo a un experimento aleatorio repeti-
ble. Asi, por ejemplo, al realizar muchas veces el experimento aleatorio con-
sistente en lanzar 3 dados y anotar los niimeros que resultan, se podra ob-
servar que, a medida que crece el nimero de repeticiones del experimento,
la frecuencia relativa con que se obtiene una suma igual a 8 se mantiene
aproximadamente constante.

A esta propiedad de regularidad de la frecuencia relativa con que ocurre
cada uno de los posibles resultados de un experimento aleatorio repetible o,
en general, cada evento relativo al experimento, la llamaremos principio de
regularidad de las frecuencias. Este principio no es un principio absoluto que se
cumple en cualquier serie de repeticiones de un experimento aleatorio; por
ejemplo, supongamos que tenemos a la mano un dado perfectamente simé-
trico y balanceado y consideremos el experimento aleatorio consistente en
lanzar ese dado de manera arbitraria sobre una mesa y en observar el ni-
mero que muestra la cara superior del dado al estabilizarse sobre la mesa.
Supongamos ademas que el experimento aleatorio descrito lo hemos ya rea-
lizado un millén de veces, observando que el namero 1 resulta en 15 % de
los casos. Si el mismo experimento lo realizamos un millén de veces mas, no
necesariamente se obtendra una frecuencia relativa de ocurrencia del ntimero
1 cercana al 15 %, en realidad cualquier frecuencia de ocurrencia es perfec-
tamente aceptable. Sin embargo, basandonos en el principio de regularidad
de las frecuencias, podemos decir que en muchas series de un millén de rea-
lizaciones del experimento aleatorio descrito, una desviaciéon grande de la
frecuencia con que ocurre el niimero 1 de un determinado porcentaje, ocurri-
ra raramente, es decir en proporciéon pequena. La cadena de razonamientos
en este sentido es interminable, nuevamente la tltima afirmacién no debe to-
marse como algo absoluto, siendo perfectamente aceptable que en diferentes
series de un millén de realizaciones del experimento aleatorio se obtengan
porcentajes de ocurrencia del nimero 1 completamente distintos.
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Abundando un poco més en el anélisis del ejemplo anterior, supongamos
que en la segunda serie de un millén de realizaciones del experimento descrito,
se observe que el ntimero 1 se obtiene tnicamente 10 veces, es decir que el
nimero 1 se obtiene solo en 0.001 % de los casos en vez de un porcentaje
cercano al 15 %. ;Significa eso que podemos estar seguros que el niimero 1 se
presentard en un porcentaje muy superior al 15 % en una serie posterior de
realizaciones del mismo experimento, de manera que, tomando las dos series
juntas, el porcentaje con que se presente el niimero 1 sea ya cercano al 15 %?
La respuesta es un no. De hecho, dos series de repeticiones del experimento
descrito son totalmente independientes, es decir lo que ocurra en una de ellas
no tiene ninguna influencia en lo que ocurra en la otra. Esto no contradice
el que el porcentaje con que se presenta el niimero 1 se pueda estabilizar a
la larga, pues lo que ocurre en una serie de un milléon de realizaciones del
experimento tiene poca influencia en el porcentaje de ocurrencia del niimero
1 digamos en un billén de realizaciones del mismo experimento.

Asi, el principio de regularidad de las frecuencias debe interpretarse con
cuidado. Expresa que la frecuencia con que se presenta cada posible resultado
de un experimento aleatorio, en una serie grande de realizaciones, se mantiene
aproximadamente constante, pero, una eventual desviaciéon de esa constante,
si bien es algo que ocurre raramente, es perfectamente aceptable.

1.4 EL CONCEPTO DE PROBABILIDAD

Consideremos un determinado experimento aleatorio y eventos A, B, C, ...
relativos a ese experimento. Al considerar una realizaciéon del experimento,
podemos decir si cada uno de los eventos en consideracién ocurre o no, pe-
ro antes de realizar el experimento no podemos, en general, determinar si
un evento ocurrird o no al realizarlo. Sin embargo, cuando un experimento
aleatorio se realiza varias veces, se puede observar que la frecuencia relativa
con que ocurre cada evento, relativo a ese experimento, no es la misma para
todos los eventos. La manera mas simple de verificar esto es observando que
en una serie de realizaciones de un experimento aleatorio hay eventos que
ocurren muy raramente y otros que ocurren casi siempre. Por ejemplo, si
consideramos el experimento consistente en lanzar 10 dados y lo realizamos
varias veces, se podra observar que el evento ‘se obtiene un 1 en cada uno
de los 10 dados’ ocurre muy raramente, mientras que el evento ‘la suma de
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los ntmeros que se obtienen en los 10 dados es mayor que 10’ ocurre casi
siempre. En general, la diferencia en la frecuencia relativa de ocurrencia de
un par de eventos no serd tan marcada como en este ejemplo, pero si se
podré observar que, en general, son distintas para eventos distintos. Esta
diferencia en la frecuencia relativa con que ocurre cada evento relativo a un
experimento aleatorio puede interpretarse diciendo que, entre todos los even-
tos, hay unos que ocurren “mas facilmente” que otros. Mas aiin, con base en
el principio de regularidad de las frecuencias, en una serie grande de reali-
zaciones de un experimento aleatorio, la frecuencia relativa con que ocurre
cada evento se mantiene aproximadamente constante. Esa constante puede
interpretarse como una medida del “qué tan facilmente” esperamos que el
evento correspondiente ocurra.

El problema que se plantea en el calculo de probabilidades consiste en
encontrar una manera que permita medir el “qué tan facilmente” se presen-
tarad un evento en futuras realizaciones de un experimento aleatorio. Asi, se
trata de asignar un ntmero a cada evento, el cual exprese esa medida. De
acuerdo con lo dicho anteriormente, esperamos que, en el caso de experimen-
tos aleatorios repetibles, los niimeros asignados a los diferentes eventos sean
tales que, mientras mas grande sea el numero asignado a un evento, més
grande sera la frecuencia relativa con que éste ocurre en una serie grande de
realizaciones del experimento.

A ese nimero que mide la “facilidad” con que un evento ocurre al realizar
el experimento aleatorio correspondiente lo llamaremos la probabilidad del
evento correspondiente.

DEFINICION 1.16 (Probabilidad de un evento) La probabilidad de un evento
relativo a un experimento aleatorio es un numero que mide la “facilidad” con
que el evento ocurre al realizar el experimento.

1.5 ESPACIOS MUESTRALES

En general, dado un experimento aleatorio, no es dificil precisar y denotar
de alguna manera a cada uno de sus posibles resultados. Por ejemplo, vimos
que en el caso del experimento aleatorio consistente en lanzar un dado 3
veces en forma consecutiva, anotando los niimeros que se obtienen, cada
posible resultado puede representarse mediante una terna de nimeros con la
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convenciéon de que, por ejemplo, la terna (2,5, 3) significa que en el primer
lanzamiento se obtiene 2, en el segundo 5 y en el tercero 3.

A manera de notacién, utilizaremos la letra w con un subindice para
denotar a cada posible resultado de un experimento aleatorio. Asi, en el
caso del lanzamiento de dados descrito arriba, podriamos denotar con wy al
resultado (1,1, 1), con we al resultado (1,1,2), ....

Al conjunto formado por todos los posibles resultados de un experimento
aleatorio se le llama el espacio muestral de ese experimento y se le denota
con la letra . Asi, en el ejemplo dado arriba, el espacio muestral esta dado
por:

Q={(1,1,1),(1,1,2),...}

O bien, si hemos definido a los posibles resultados usando w’s, podemos
escribir:

Q={wi,we,...}

DEFINICION 1.17 (Espacio muestral) El espacio muestral de un experimento
aleatorio es el conjunto formado por todos sus posibles resultados.

El espacio muestral de un experimento aleatorio puede ser un conjunto
muy grande e incluso puede contener una infinidad de elementos. Un ejemplo
tipico de esa situacién es el siguiente:

EJEMPLO 1.18. Consideremos el experimento aleatorio consistente en lanzar
una moneda al aire tantas veces como sea necesario hasta obtener por primera
vez cruz, anotando el resultado de cada lanzamiento. Los posibles resultados
de este experimento pueden representarse por sucesiones de A’s y C'’s, en
donde A representa la obtencion de cara y C la obtencion de cruz en un
lanzamiento. Asi, la sucesion CCCCCCA representa un posible resultado
del experimento aleatorio descrito. Utilizando w’s, podriamos definir:

w1:C
wy = CA

w3 = CCA

El niimero de cruces que resultan antes de la obtencion de una cara puede
ser cualquier numero entero no negativo, es decir, en este caso el espacio
muestral 2 es un conjunto infinito numerable. A
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Como se muestra en el ejemplo siguiente, el espacio muestral de un ex-
perimento aleatorio puede incluso ser mas grande que un conjunto infinito
numerable.

EjEMPLO 1.19. Considérese el experimento aleatorio consistente en elegir
al azar una ldmpara de la produccion de una cierta fdabrica y en medir su
tiempo de vida, es decir, el tiempo que permanece iluminando continuamente
antes de fundirse. Aunque el tiempo de vida lo podriamos dar mediante un
maltiplo entero de una unidad de tiempo elegida previamente, tedricamente
ese tiempo de vida puede ser cualquier nimero real no negativo. En otras
palabras, en este caso, cada posible resultado del experimento aleatorio puede
representarse con un numero real no negativo, que representa el tiempo de
vida de la lampara seleccionada, y Q = {x € R:x > 0}. Asi, en este caso,
Q es un conjunto infinito no numerable.

1.6 REPRESENTACION DE EVENTOS

Consideremos un experimento aleatorio y un evento A relativo a ese experi-
mento. Antes de realizar el experimento, no sabemos si el evento A ocurrira o
no. Siendo el evento A una propiedad relativa al experimento, solo podemos
saber si ocurre o no realizando el experimento. Es decir, el que A ocurra o no
depende de cual sea el resultado del experimento. Para algunos resultados,
la propiedad que define al evento A se presentara y para otros resultados no
se presentara. El evento A divide entonces al conjunto de todos los posibles
resultados del experimento en dos clases; una clase esta formada por todos
aquellos resultados de los cuales se deduce la ocurrencia de A y la otra por
todos aquellos resultados de los cuales se deduce la no ocurrencia de A. Al
conjunto formado por los resultados de la primera clase lo llamaremos el
conjunto de resultados favorables a la ocurrencia de A.

DEFINICION 1.20 (Resultados favorables a un evento) Los resultados favora-
bles a un evento A, relativo a un experimento aleatorio, son todos aque-

llos posibles resultados del experimento de los cuales se deduce la ocurrencia
de A.

De esta manera, cada evento A relativo a un experimento aleatorio puede
representarse como un subconjunto del espacio muestral €2 de dicho experi-
mento, el formado por los posibles resultados que le son favorables.
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EJEMPLO [.21. Consideremos el experimento aleatorio consistente en lanzar
3 dados sobre una mesa, anotando los nimeros que se obtienen, y llamemos
A al evento: ‘se obtiene el mismo nimero en los 3 dados’, entonces podemos
escribir:

A=1{(1,1,1),(2,2,2),(3,3,3),(4,4,4),(5,5,5),(6,6,6) }
A

Por otra parte, cada subconjunto A del espacio muestral ) representa
un evento, a saber, el evento: ‘ocurre alguno de los resultados que confor-
man A’.2

Dado un evento especifico, el subconjunto del espacio muestral que lo
representa queda tnicamente determinado; por otra parte, dado un subcon-
junto del espacio muestral, se le pueden asociar diferentes eventos, los cua-
les, formalmente, son distintos; por ejemplo, si consideramos el experimento
aleatorio consistente en lanzar un dado 3 veces en forma consecutiva, al sub-
conjunto del espacio muestral A = {(1,1,1)} se le pueden asociar los eventos
‘la suma de los niimeros que se obtienen es igual a 3’ y ‘se obtiene 1 en ca-
da uno de los lanzamientos’. Sin embargo, puede observarse que todos los
posibles eventos que pueden asociarse con un subconjunto del espacio mues-
tral tienen la caracteristica de que uno de ellos ocurre en una realizaciéon del
experimento si y sblo si ocurren los otros. Esto motiva la siguiente definicién:

DEFINICION 1.22 (Equivalencia de eventos) Dos eventos son equivalentes si
la ocurrencia de cualquiera de ellos implica la ocurrencia del otro en cualquier
realizacion del experimento.

Con base en esta definicion, la familia de eventos queda partida en clases
formadas por eventos que son equivalentes entre si. Todos los eventos de una
clase son esencialmente el mismo y asi lo consideraremos en lo sucesivo. De
esta manera, hay una correspondencia uno a uno entre los eventos relativos
a un experimento aleatorio y los subconjuntos del correspondiente espacio
muestral.

En particular, cada posible resultado w € €2 representa un evento, con-
sistente en la ocurrencia de w. A esta clase particular de eventos, que se
representan por un elemento de 2, los llamaremos eventos elementales.

2En la formulacién moderna de la teoria de la probabilidad se restringe la familia de

eventos de tal manera que se pueda garantizar que la funcion de probabilidad satisfaga
determinadas propiedades. Este punto sera analizado mas adelante.
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DEFINICION 1.23 (Eventos elementales) Un evento elemental relativo a un
experimento aleatorio es un evento consistente en la ocurrencia de un es-
pecifico posible resultado del experimento.

De la misma manera, el mismo espacio muestral {2 representa un evento,
el cual tiene la particularidad de ocurrir siempre que se realiza el experimento
aleatorio correspondiente, razén por la cual es llamado el evento seguro.

DEFINICION 1.24 (Evento seguro) FEl evento sequro relativo a un experimento
aleatorio es un evento que siempre ocurre al realizar el experimento.

Finalmente, el conjunto vacio () representa también un evento, el cual
no tiene asociados resultados favorables y que podria definirse como: ‘no
ocurre ninguno de los posibles resultados del experimento’. Evidentemente
este evento nunca ocurre, razén por la cual es llamado el evento imposible.

DEFINICION 1.25 (Evento imposible) El evento imposible relativo a un expe-
rimento aleatorio es un evento que nunca ocurre al realizar el experimento.

1.7 COMPOSICION DE EVENTOS

Consideremos un experimento aleatorio, digamos lanzar 3 veces un dado en
forma. consecutiva. Con relacion a un experimento de este tipo, hemos dicho
que podemos definir eventos, los cuales tienen la caracteristica de ocurrir o
no ocurrir cuando realizamos el experimento. En el ejemplo en consideracién,
los siguientes son eventos:

: Se obtiene una suma igual a 7.

: Se obtiene 3 nimeros iguales.

: Se obtiene por lo menos un 5.

: Se obtiene una suma igual a 3.

En el primer lanzamiento se obtiene 6.

: En el segundo lanzamiento se obtiene 3.
: No se obtiene ningtn 5.

TQTEYTQ D

: Se obtiene una suma menor que 20.

Estos eventos se pueden comparar unos con otros, por ejemplo, al com-
parar el evento A con el evento B, podemos decir que, al realizar el expe-
rimento, es imposible que ocurran ambos; al comparar el evento C con el



EL MODELO MATEMATICO 45

evento GG, podemos decir que, al realizar el experimento, uno ocurre si y so-
lo si el otro no ocurre; al comparar el evento E con el evento F', podemos
decir que la ocurrencia o no ocurrencia de uno de ellos no influye sobre la
ocurrencia o no ocurrencia del otro; comparando los eventos B y D, podemos
decir que la ocurrencia de D en una realizaciéon del experimento implica la
ocurrencia de B.

También a partir de los eventos dados, podemos definir nuevos eventos.
Por ejemplo, a partir de C'y B podemos considerar un evento definido por
la propiedad de que ocurre en la realizacién de un experimento si y sélo
si ocurre alguno de los dos eventos considerados o ambos, en este caso, el
nuevo evento asi definido ocurre sélo cuando se obtienen 3 ntimeros iguales,
o bien cuando los 3 niimeros no son iguales pero se obtiene por lo menos
un 5; también podemos considerar otro evento definido por la propiedad de
que ocurre en la realizaciéon de un experimento si y sélo si ocurren ambos
eventos, en este caso, el nuevo evento asi definido ocurre tinicamente cuando
se obtienen tres cincos.

Las consideraciones anteriores nos llevan a las siguientes definiciones, para
las cuales supondremos que se tiene definido un experimento aleatorio &£ y
eventos A, B, C,... relativos a ese experimento.

DEFINICION 1.26 (Unién de eventos) Si A y B son dos eventos, definimos un
nuevo evento caracterizado por la propiedad de que ocurre en la realizacion
de un experimento si y solo si ocurre alguno de los eventos A o B, o ambos.

A este nuevo evento lo llamaremos la union de A y B y lo denotaremos por
AUB.

DEFINICION 1.27 (Interseccién de eventos) Si A y B son dos eventos, defi-
nimos un nuevo evento caracterizado por la propiedad de que ocurre en la
realizacion de un experimento si y sdlo si los dos eventos A y B ocurren. A
este nuevo evento lo llamaremos la interseccion de A y B y lo denotaremos
por AN B.

DEFINICION 1.28 (Complemento de un evento) Si A es un evento, definimos
un nuevo evento caracterizado por la propiedad de que ocurre en la realiza-
cion de un experimento si y solo si A no ocurre. A este nuevo evento lo
llamaremos el complemento o la negacion de A y lo denotaremos por A€.

EiempPLO 1.29. Considerando el experimento y los eventos definidos al inicio
de esta seccion, tenemos:
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EUF': se obtiene 6 en el primer lanzamiento o se obtiene 3 en el segundo
lanzamiento, o bien se obtienen ambos resultados.

ANC: Se obtiene un 5 y 2 unos.

B€: No se obtienen 3 numeros iguales. A

La terminologia de la teoria de Conjuntos utilizada en las definiciones
anteriores no es fortuita pues hemos visto que hay una correspondencia uno
a uno entre los eventos relativos a un experimento aleatorio y los subconjun-
tos del correspondiente espacio muestral, de tal manera que las operaciones
entre conjuntos se traducen inmediatamente en operaciones entre eventos y
resulta evidente que las definiciones anteriores corresponden precisamente
a las correspondientes operaciones entre conjuntos. De esta manera, todas
las propiedades que se tienen para las operaciones entre conjuntos se tradu-
cen inmediatamente en propiedades de las operaciones entre eventos. Entre
estas propiedades podemos destacar la conmutatividad, la asociatividad, la
distributividad y las leyes de Morgan.

Todas las operaciones entre conjuntos se traducen en operaciones entre
eventos, por ejemplo, dados dos eventos A y B, se puede definir la diferencia
A — B como el evento AN B¢, es decir como el evento que ocurre si y sélo si
ocurre el evento A pero no el evento B.

De la misma manera, las relaciones que se pueden establecer entre con-
juntos se traducen en relaciones entre eventos; por ejemplo, se puede decir
que el evento A esta contenido en el evento B, y denotarse por A C B, si,
vistos como subconjuntos del espacio muestral, A y B tienen esa relacion; es
decir si la ocurrencia del evento A implica la ocurrencia del evento B.

EJeEMPLO 1.30. Sean A y B dos eventos, entonces el evento ‘ocurre A pero
no B’ se puede representar por AN B¢ el evento ‘ocurre exactamente uno
de los dos eventos A y B’ se puede representar por AUB — AN B; el evento
‘no ocurre ninguno de los eventos A y B’ se puede representar por A°N B¢ o
bien por (AU B)°. A

En la teoria de Conjuntos se tiene el concepto de eventos ajenos, lo cual
significa que éstos tienen una intersecciéon vacia. Como veremos mas adelante,
este concepto es especialmente importante en la teoria de la probabilidad.
Cuando dos eventos se representan mediante dos conjuntos ajenos se dice
que dichos eventos son mutuamente excluyentes; en otras palabras, se tiene
la siguiente definicion.
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DEFINICION 1.31 (Eventos mutuamente excluyentes) Diremos que dos even-
tos A y B son mutuamente excluyentes si la ocurrencia de ambos en cual-
quier realizacion del experimento es imposible.

Este concepto, si bien simple, en ocasiones se vuelve confuso al comparar-
lo con el de independencia, el cual se define mas adelante (véase la seccion
I1.7). Por tal motivo conviene ilustrarlo aqui con un ejemplo:

EJEMPLO 1.32. Un experimento aleatorio consiste en lanzar un dado dos
veces en forma consecutiva. El resultado del experimento consiste en la pa-
reja ordenada de niumeros que muestran las caras superiores de los dados.
Los eventos A y B que se definen a continuacion son entonces mutuamente
excluyentes:

A: Se obtiene 6 en el primer lanzamiento.

B: Se obtiene 5 en el primer lanzamiento.

Sin embargo, st C es el evento ‘se obtiene 6 en el seqgundo lanzamiento’,
los eventos A y C' no son mutuamente excluyentes:

Esto es ast porque los eventos A y B no pueden, en ningin caso, ocurrir
ambos en alguna realizacion del experimento aleatorio; en cambio, es posible
que los eventos A y C ocurran ambos en alguna realizacion del experimento.

DEFINICION 1.33 (Eventos mutuamente excluyentes) Diremos que n eventos
A1, ..., A, son mutuamente excluyentes si los eventos A; y A; son mutua-
mente excluyentes para toda i,j € {1,...,n}, coni # j.

Un problema de particular importancia consiste en expresar un evento
dado en términos de otros eventos més simples. Por ejemplo, como veremos
més adelante, en muchas ocasiones se busca expresar un evento dado en
términos de una unién de eventos mas simples que el evento dado y de tal
manera que estos dltimos sean mutuamente excluyentes.

EjempLO 1.34. En una cierta compania el esquema para aprobar una pro-
puesta es el siguiente: tres personas —A, B y C— analizan la propuesta y
ésta es aprobada unicamente si por lo menos dos de las tres personas dan
su wisto bueno. Consideremos una determinada propuesta y sean A, B, C
y D los eventos ‘la persona A da su visto bueno’, ‘la persona B da su visto
bueno’, ‘la persona C da su visto bueno’ y ‘la propuesta es aprobada’, res-
pectivamente. D puede expresarse como una union de eventos mutuamente
excluyentes, cada uno de los cuales estd dado en términos de A, B y C, a
saber, D=(ANBNC)YUANB°NCYU(A°NBNC)U(ANBNC).
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1.8 FUNCIONES DE PROBABILIDAD

Como hemos dicho antes, el problema que se plantea en el célculo de probabi-
lidades consiste en encontrar una manera que permita asignar a cada evento
un namero, el cual mida el “que tan facilmente” se presentara el evento en
futuras realizaciones de un experimento aleatorio. Ese niimero que se asigna
a un evento es llamado, como ya dijimos también, la probabilidad del even-
to. Dicho de otra manera, lo que se busca es una funcion con valores reales
definida sobre la familia de eventos; a tal funcion la llamaremos la funcién de
probabilidad.

Al asignar probabilidades a cada evento, relativo a un experimento alea-
torio dado, lo que estamos haciendo es definir un modelo que nos permitira
estudiar el experimento aleatorio. En un problema real cada probabilidad
asignada tendra una interpretacién practica y con base en esa interpretacion
se podra decidir sobre la fidelidad con que el modelo representa al fenémeno
aleatorio en consideracion. La asignacién de probabilidades es asi, en un cier-
to sentido, arbitraria, pues se puede proponer una cierta asignacién, desarro-
llar el modelo con base en ella y méas adelante, de acuerdo a la interpretaciéon
practica que demos a la probabilidad, decidir sobre la validez del modelo
como representacion del experimento aleatorio. Sin embargo, como veremos
en los ejemplos desarrollados en este libro, para nosotros la probabilidad de
un evento refleja siempre determinadas caracteristicas del experimento alea-
torio en consideracién, es decir, tiene un sentido objetivo. De esta manera,
al desarrollar un modelo para un experimento aleatorio buscaremos que la
asignaciéon de probabilidades no sea arbitraria, debiendo reflejar de alguna
manera las caracteristicas del experimento aleatorio.

La interpretacién practica de la probabilidad de un evento que se utiliza
més frecuentemente es la basada en el principio de regularidad de las frecuen-
cias. Segin esta interpretacion, la probabilidad de un evento A, relativo a
un experimento aleatorio repetible, es un niimero que debe ser aproximada-
mente igual a la frecuencia relativa con que el evento A ocurre en una serie
grande de realizaciones del experimento aleatorio. A lo largo de este texto,
utilizaremos esta interpretacion en diferentes situaciones, en particular, en lo
que sigue, la usaremos para deducir algunas reglas que impondremos sobre
nuestros modelos.

Si interpretamos a la probabilidad de un evento de acuerdo con el prin-
cipio de regularidad de las frecuencias, se imponen algunas restricciones so-
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bre el modelo que queremos construir. En particular, siendo la frecuencia
relativa con que ocurre un evento una cantidad no negativa, la probabilidad
de un evento cualquiera debe tener entonces la misma propiedad. En otras
palabras, podemos escribir la siguiente regla:

Si A es un evento y denotamos por P(A) a su probabilidad de ocurrencia,
entonces P(A) > 0.

Por otro lado, el evento seguro €2 tiene, en cualquier caso, una frecuencia
relativa igual a 1 pues siempre ocurre. Es decir, podemos escribir P(2) = 1.

Supongamos ahora que un cierto evento C es la uniéon de dos eventos
mutuamente excluyentes A y B y que hemos logrado de alguna manera
asignar las probabilidades P(A) y P(B) a los eventos A y B respectivamente.
De acuerdo a la interpretacién que estamos dando a la probabilidad de un
evento, P(A) y P(B) representan las frecuencias relativas con que ocurren
los eventos A y B, respectivamente, en una serie grande de realizaciones
del experimento aleatorio. Resulta entonces claro que la suma P(A) + P(B)
representa la frecuencia relativa con que ocurre el evento C' y se tiene entonces
P(C)=P(A)+ P(B).

Hemos derivado las 3 propiedades anteriores del supuesto de que pode-
mos interpretar a la probabilidad de un evento como un ntmero que debe
ser aproximadamente igual a la frecuencia relativa con que el evento ocurre
en una serie grande de realizaciones del experimento aleatorio. Sin embargo,
las propiedades mismas no involucran el uso de la frecuencia relativa con
que ocurre cada uno de los eventos en consideraciéon. Mas aiin, si pensamos
a la funcion de probabilidad que buscamos como una medida definida sobre
los eventos relativos al experimento aleatorio en consideracién, las propieda-
des primera y tercera pueden considerarse como las minimas que se pueden
pedir, mientras que la segunda puede verse simplemente como una normali-
zacion de dicha medida. En otras palabras, esas 3 propiedades parecen ser
lo suficientemente razonables como para ser compatibles con cualquier inter-
pretacion practica que se dé a la probabilidad. Con base en esto, tomaremos
esas propiedades como punto de partida en la construcciéon del modelo que
estamos buscando. En otras palabras, se tiene la siguiente definicién:

DEFINICION 1.35 (Funcién de probabilidad) Dado un experimento aleatorio
cualquiera, denotando por A a la familia de eventos relativos a ese expe-
rimento, diremos que una funcion P : A — R es una funcion de probabilidad
st se satisfacen las siguientes propiedades:
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I. P(A) > 0 para todo evento A.
1. P(Q2) =1.
1. Si A y B son dos eventos mutuamente excluyentes, entonces:

P(AUB) = P(A) + P(B)

1.9 EJERCICIOS

EJERCICIO 1.1 (Problema de los 3 jugadores) Tres jugadores —P, Q y R—
juegan partidas por parejas, comenzando P contra Q). Quien gane una partida
jJuega con el otro jugador, hasta que uno de los jugadores gane dos partidas
consecutivas, ganando entonces el juego. Describa el espacio muestral de este
juego.

EJERrcIcIO [.2. Un experimento aleatorio consiste en elegir al azar 3 nime-
ros —a, b y c— en el intervalo [0, 1], para formar la ecuacion ax®+bx+c = 0.
Sea A el evento ‘las dos raices de la ecuacion son reales y distintas’. Repre-
sente como un conjunto £ al espacio muestral de este experimento y al evento
A como un subconjunto de Q.

EJercicio 1.3. Dos personas, Py @, juegan un juego de azar, el cual con-
siste en ir lanzando un par de dados por turnos, comenzando por P, de tal
manera que, si P obtiene una suma igual a 7, se acaba el juego, ganando P,
mientras que, si () obtiene una suma igual a 6, se acaba el juego, ganando Q).
Sea A el evento ‘el jugador P gana el juego’. Represente como un conjunto
Q al espacio muestral de este juego y al evento A como un subconjunto de €.

EJERCICIO [.4. Sean A y B dos eventos y sean E y F los eventos ‘ocurre
exactamente uno de los dos eventos A y B’y ‘ocurre a lo mds uno de los dos
eventos A y B’, respectivamente. Exprese los eventos E y F en términos de
Ay B.

EJERrCICIO 1.5. Un trabajador produce n partes de un articulo. Sea A; el
evento ‘la i-ésima parte estd defectuosa’. Exprese en términos de los A; cada
uno de los siguientes eventos: a) ninguna de las n partes estd defectuosa, b)
al menos una de las n partes estd defectuosa, c¢) exactamente una de las n
partes estd defectuosa.



II. LAS REGLAS BASICAS

Mientras mas dificil parezca determinar por la razén lo que
es incierto y esta sometido al azar, la ciencia que logre ese
resultado parecera mas admirable.

CHRISTIAAN HUYGENS

II.1 ALGUNAS PROPIEDADES ELEMENTALES

DE LAS 3 PROPIEDADES que estamos pidiendo a cualquier funcién de proba-
bilidad se derivan otras, entre las que destacan las siguientes:

PROPOSICION II.1. Si A es cualquier evento, entonces,
P(A) <1y P(A°)=1—-P(A).
Demostracion
Los eventos A y A° son mutuamente excluyentes y su unién es el evento
seguro €, asi que 1 = P(Q) = P(A) + P(A°), de lo cual se sigue el resultado.

[
PROPOSICION I1.2. P()) = 0.
Demostracion
Siendo 2 y () complementarios, se tiene, por la proposicion anterior,
Phy=1-P(Q)=1—-1=0. [

PrOPOSICION I1.3. Si A y B son eventos tales que A C B entonces,
P(B— A)=P(B)— P(A).
Demostracion
Se tiene B = AU (B — A) y los eventos A y B — A son mutuamente
excluyentes, de manera que se tiene, P(B) = P(A) + P(B — A), de lo cual
se sigue el resultado. ]

PROPOSICION 11.4. Si A y B son eventos tales que A C B, entonces,
P(A) < P(B).
Demostracién
Por la proposicion anterior, se tiene P(B)— P(A) = P(B— A), de manera
que, siendo P(B — A) un nimero real no negativo, se tiene el resultado. =

51
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II.2 PROPIEDAD DE LA ADITIVIDAD FINITA

Una propiedad especialmente importante de la funcién de probabilidad esté
dada en la siguiente proposicion:

PROPOSICION I1.5 (Propiedad de la aditividad finita) Sean Ay, ..., A, n even-
tos mutuamente excluyentes, entonces, P (|J7_1Ar) = > p_q P(Ag).

Demostracién

La demostracion es por induccién sobre el ntiimero de eventos n. Para
n = 2 el resultado se obtiene directamente de la definicion I1.35.

Supongamos ahora que la propiedad es valida para el caso de cualesquie-
ra n — 1 eventos mutuamente excluyentes y sean Aq,..., A, n eventos mu-
tuamente excluyentes. Los eventos | J z;iAk y A, son entonces mutuamente
excluyentes, asi que se tiene:
PIUI_ ) = PIUGZIAR) + P(A4) = SIH(PAY) + P(Ay) = Sp_, (PAy)

|

La propiedad de la aditividad finita puede considerarse como la propie-
dad bésica de la funcion de probabilidad pues ésta permite establecer un
método para calcular probabilidades de eventos. Mediante este método, da-
do un evento A, cuya probabilidad se busca, se trata de encontrar una des-
composicion de A en una unién de eventos mutuamente excluyentes cuyas
probabilidades sean méas simples de calcular; entonces la probabilidad de A
se obtiene como la suma de esas probabilidades. Numerosos ejemplos de esta
situacién se presentaran a lo largo del texto.

De manera general, el método para asignar probabilidades a los eventos relativos
a cualquier experimento aleatorio va de lo simple a lo complejo: primero se encuentra
la probabilidad de una clase particular de eventos y, a partir de ahi, utilizando las
propiedades de la funcién de probabilidad, se extiende ésta a una clase mas amplia
de eventos y después a familias cada vez mas extensas. Este sera el método que
utilizaremos a los largo de este texto.

PROPOSICION I1.6 (Subaditividad finita o desigualdad de Boole) Sean Ay, ...
Ay, n eventos, entonces, P (J7_1Ar) <> p_q P(Ak).

Demostracién

Sea By = Ay y, para k € {2,...,n}, By = Ay — Uf;ll Aj, entonces
Ur1Ar = U1 Ak, Br C Ap para cualquier k € {1,...,n} y los eventos
By, ..., B, son mutuamente excluyentes, asi que:
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P(Uk=14k) = P (Ug=1Br) = 2k=1 P(Br) < Xok—y P(Ar) =

II.3 REGLA DE LA SUMA

Al igual que la propiedad de la aditividad finita, la siguiente propiedad ge-
neraliza la propiedad ¢ de la funcién de probabilidad y es también particu-
larmente importante:

PROPOSICION I1.7 (Regla de la suma para 2 eventos) Si A y B son dos even-
tos cualesquiera, entonces:

P(AuB)=P(A)+ P(B)—- P(ANnB)

Demostracion

Se tiene AUB = AU (B—ANDB) y los eventos Ay B— AN B son
mutuamente excluyentes, asi que se tiene, P(AUB) = P(A)+P(B—ANB) =
P(A)+ P(B)— P(ANB). "

La siguiente proposicién, cuya demostraciéon se deja como ejercicio, gene-
raliza la proposicion 11.7 para el caso de n eventos cualesquiera.

PROPOSICION I1.8 (Regla de la suma para n eventos) Sean A1, ..., A, n even-
tos cualesquiera, entonces:

P(UZ:lAk) = 22:1 P(Ak) - Z{i,jé{l,...,n},:iyéj} P(AZ N AJ)

EJempLO I1.9. Dos eventos A y B son tales que P(A) = 0.3, P(B) = 04
y P(AN B) = 0.1. Encuentre la probabilidad de que a) ocurra exactamente
uno de los dos eventos A y B y b) no ocurra ninguno de los dos eventos.

Solucién
a) PA—ANB)+P(B-ANB)=03-01+04-0.1=0.5
b) P(A°’NB¢) =P ((AUB)°) =1-P(AUB) =1-P(A)— P(B)+P(ANB)
=1-03-04+01=04 A
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Para implementar el método para asignar probabilidades, descrito en la
seccion I1.2, se requiere obviamente de una manera que permita iniciar el
proceso, lo cual es objeto de parte del siguiente tema. Ademas, con el objeto
de tener todas las herramientas que permiten extender la funciéon de proba-
bilidad, se trataran también los temas de la probabilidad condicional y otros
relacionados.

I1.4 ELECCIONES AL AZAR Y RESULTADOS EQUIPROBABLES

En una clase bastante amplia de problemas, la asignaciéon de probabilidades
a los eventos de un experimento aleatorio puede iniciarse gracias al concepto
de “eleccion al azar”.

La eleccién al azar se refiere a experimentos aleatorios en los cuales se
dispone de una coleccién de objetos, los cuales pueden ser bolas, cajas, tar-
jetas, personas, etc., y se define el experimento aleatorio precisamente como
la eleccion al azar de uno o varios objetos de la coleccion. El término “elegir
al azar” que se utiliza en esos casos se entiende en el sentido de que, al elegir
los objetos, no se tiene preferencia por la eleccion de uno de ellos sobre la
eleccion de otro.

Ahora bien, si recordamos que la probabilidad de un evento es un ntimero
que representa la facilidad con que el evento se presenta al realizar el experi-
mento aleatorio, entonces, al considerar el experimento aleatorio consistente
en ‘“elegir al azar” uno o varios objetos de la coleccion, los posibles resulta-
dos del experimento deberan tener asignada la misma probabilidad, en cuyo
caso diremos que los posibles resultados son equiprobables. De aqui que, en
realidad, el término “elecciéon al azar” es sinébnimo de equiprobabilidad de los
posibles resultados de la eleccion.

Un experimento aleatorio puede estar compuesto por dos o més experi-
mentos definidos como elecciones al azar y en algunos casos la equiprobabi-
lidad se da tinicamente parcialmente, pero, de cualquier manera, esto puede
ser suficiente para determinar la probabilidad de cada uno de los posibles
resultados del experimento compuesto. Esto resuelve nuestro problema pues
una vez asignada una probabilidad a cada evento elemental, la probabilidad
de cualquier evento compuesto por un nimero finito de eventos elementales
se puede calcular, gracias a la propiedad de la aditividad finita, simplemente
sumando las probabilidades de los eventos elementales que lo componen.
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En particular, aunque no siempre es el caso, los posibles resultados de
un experimento aleatorio pueden resultar equiprobables. En ese caso resulta
aun mas simple asignar una probabilidad a cualquier evento. En primer lugar,
con base en la propiedad ¢ de la funcién de probabilidad y en la propiedad
de la aditividad finita, la suma de las probabilidades asignadas a los eventos
elementales debe ser igual a 1, de manera que si son N los posibles resultados
del experimento y todos ellos tienen asignada la misma probabilidad, cada
una de ellas debe ser entonces igual a % Sea entonces 2 = {w1,...,wn} el
espacio muestral del experimento aleatorio y A = {wj,,...,w;, } un evento
cualquiera; por la propiedad de la aditividad finita, la probabilidad del evento
A esta dada por P(A) = .

En otras palabras, en este caso, para calcular la probabilidad de un evento
A, es necesario inicamente encontrar el nimero de eventos elementales que lo
componen y dividir este nimero por el nimero total de eventos elementales.

Este método de encontrar probabilidades, basdndose en la equiprobabili-
dad de los posibles resultados, es conocido como la definicién clasica de proba-
bilidad. Segun esta definicién, la probabilidad de un evento A se calcula de la
siguiente manera:

_ 7 de eventos elementales que producen la ocurrencia de A

P(A)

# total de eventos elementales

relacion que es exactamente la misma que la que hemos dado anteriormente.

Debe tenerse presente que esta manera de calcular probabilidades puede
aplicarse inicamente cuando se ha determinado que los posibles resultados
del experimento aleatorio son equiprobables.

En algunos casos se tienen experimentos aleatorios en donde intervienen “sime-
trias”, las cuales hacen que tales experimentos se puedan considerar equivalentes a
una eleccién al azar. Un ejemplo tipico de esa situaciéon se presenta al conside-
rar el experimento consistente en lanzar un dado sobre una mesa y observar
el niimero que muestra finalmente su cara superior. Si se trata de un dado
simétrico y balanceado, por consideraciones de simetria, este experimento
puede considerarse equivalente a seleccionar al azar un ntimero del conjunto
{1,2,3,4,5,6}, de tal manera que la probabilidad de cada uno de sus posibles
resultados es igual a Y.

EsempLO I1.10. Un experimento aleatorio consiste en seleccionar al azar
un paquete de dos bolas de una urna, la cual contiene 4 bolas rojas y 6 bolas
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blancas. ;Cudl es la probabilidad de que las dos bolas seleccionadas sean de
color rojo?

Solucién

Dado que la eleccion es al azar y que el nimero de paquetes de dos bolas
que se pueden obtener como resultado del experimento es igual a 45, se puede
concluir que la obtencion de cada uno de esos paquetes es igual a /45. Por
otra parte, de los 45 posibles paquetes de dos bolas, hay 6 en los cuales las
dos bolas son rojas. Por lo tanto, la probabilidad que se busca es igual a 6/45.

A

Como ya dijimos, el concepto de eleccion al azar puede aplicarse de ma-
nera parcial y esto ser suficiente para determinar la funcién de probabilidad.
Como ilustracion consideremos el siguiente ejemplo:

EsempLo I1.11. Una primera urna contiene 2 bolas rojas y 4 blancas; una
sequnda urna contiene 8 bolas rojas y 7 blancas; y una tercera urna contiene
6 bolas rojas y 4 blancas. Un experimento aleatorio consiste de dos partes,
en la primera parte se selecciona una urna al azar y en la sequnda parte se
selecciona al azar una bola de la urna elegida en la primera parte. ;Cudl es
la probabilidad de que se seleccione una bola roja?!

Solucién

El espacio muestral de este experimento aleatorio tiene 31 elementos, uno
por cada una de las posibles bolas que se seleccionan. Representemos por
R1, Rs las bolas rojas de la primera urna; por Rs, R4, Rs, Rg, R7, Rg, Rg, R1g
las bolas rojas de la sequnda urna, etc. De la misma manera, representemos
las bolas blancas de la primera urna por By, By, Bs, By, etc., y consideremos,
para i € {1,2,3}, los siguientes eventos:

A;: Se elige la i-ésima urna.
B: Se selecciona una bola roja.

Como la eleccion de la urna se realiza al azar, se tiene, P(A;) = % Por
otra parte, dado que, una vez seleccionada la urna, la eleccion de la bola se
realiza también al azar, la probabilidad de seleccionar cualquiera de las bolas

'En realidad en este problema est4 implicito el concepto de probabilidad condicional,
el cual se introduce mas adelante. Se trata aqui inicamente para ilustrar el hecho de que
el concepto de eleccion al azar permite encontrar la funciéon de probabilidad, incluso en
casos en donde los posibles resultados del experimento no son equiprobables.
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de la primera urna es la misma para todas ellas; lo mismo puede decirse de
la probabilidad de seleccionar cualquiera de las bolas de la sequnda o de la
tercera urna (sin embargo, la probabilidad de seleccionar cualquiera de las
31 bolas no es la misma para todas ellas). Llamemos p; a la probabilidad
comin de seleccionar cualquiera de las bolas de la i-ésima urna. Los eventos
A; tienen la siguiente representacion:

Ay ={R1, Ry, B1, By, B3, By}
Ay = {R3, R4, Rs, Re, R7, Rs, Ry, R10, Bs, Bg, By, Bg, By, Bio, B11}
As = {Ri1, Ri2, R13, R4, Ri5, Ri6, Bi2, B13, B14, Bis}

Ast que, aplicando la propiedad de la aditividad finita, se tiene:

1 =P(A1) =6p;
1= P(Az) = 15p,
1 = P(A43) = 10p3

Por lo tanto, py = 15, p2 = 35 Y P3 = 35-

Finalmente, aplicando nuevamente la propiedad de la aditividad finita, se
tiene:

-2 4,8, 6 _ 22
P(B)_18+45+30_45
Una aplicacion general de esta idea se realizard posteriormente en el es-
tudio del muestreo aleatorio.

II.5 PROBABILIDAD CONDICIONAL

En ocasiones un experimento aleatorio est4 compuesto por varios experimen-
tos, también aleatorios, los cuales se realizan uno después del otro. Un ejem-
plo tipico de esta situacién se obtiene al considerar n elecciones sucesivas,
todas ellas al azar, de elementos de una determinada poblacién. El resultado
de cada parte puede ser independiente o depender de las partes anteriores.
En general en estos casos lo que se tiene a la mano para iniciar el proceso de
calcular probabilidades son probabilidades de eventos relativos a cada parte
del experimento, condicionadas a lo que haya ocurrido en las primeras par-
tes. Este tipo de probabilidades es conocido con el nombre de probabilidades
condicionales. Como ilustracién, consideremos el ejemplo siguiente:
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EsempLo I1.12. Una urna contiene 3 bolas rojas y 6 bolas negras. Un expe-
rimento aleatorio consiste en dos partes, en la primera, se selecciona al azar
una bola de la urna y se deja fuera de ésta, en la sequnda, se selecciona al
azar una de las bolas restantes en la urna.

Denotemos por Bi, Bo, B3, By, Bs, Bg, B7, Bg, By las 9 bolas de la urna.
Cada posible resultado del experimento aleatorio puede entonces representarse
mediante una pareja (Bj, Bj), coni # j, en donde B; representa el resultado
de la primera eleccion y Bj el de la sequnda. El espacio muestral consta asi
de 72 elementos.

La descripcion del experimento no da directamente la probabilidad de cada
uno de estos posibles resultados, en cambio, se obtiene inmediatamente la
stguiente informacion:

Como la eleccion de la primera bola se realiza al azar, cualquiera de las
bolas en la urna tiene la misma probabilidad de ser elegida, de manera que
si, para i € {1,...,9}, definimos los siguientes eventos:

Bi1 : En la primera eleccion se obtiene la bola B;,

se tiene:

(2

B} = {(By,B1),(Bi, B2),...(Bi,Bi_1), (Bi, Biz1), - .. (B, Bg)}
y P(B}) =}

para toda 1.

Por otra parte, una vez seleccionada la primera bola, la eleccion de la se-
gunda se realiza también al azar, de manera que todas las bolas restantes
tienen la misma probabilidad de ser elegidas. Esto significa que, para cada
i€ {l,...,9}, las probabilidades de cada uno de los 8 posibles resultados que
componen el evento BZ-I, son iguales.

Con esta informacion se puede obtener la probabilidad de cada uno de los
posibles resultados del experimento pues siendo 8 los elementos que componen
cada B}, teniendo todos ellos la misma probabilidad y la suma de ellas siendo

igual a 1/9, se concluye que la probabilidad de cada uno de ellos es 1/72. A

Las probabilidades relacionadas con la segunda parte del experimento
del dltimo ejemplo pueden calificarse como condicionales pues se obtienen
condicionadas a lo que ocurrié en la primera parte. Podriamos escribir éstas
de la siguiente manera:

P(B]?]Bil):% para j e {l,...,9}, jF#i

en donde B]2 representa al evento ‘en la segunda eleccion se obtiene la bola B;’.
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Las probabilidades asi definidas se leen: la probabilidad condicional del
evento BJZ dada la ocurrencia del evento Bil.

Lo que hemos visto en el ejemplo anterior es que a partir de las probabili-
dades P(B})y P(B?|BZ-1) es posible obtener las probabilidades P(B} OBJZ) =
P((Bi, By)).

A continuacién se muestra como estas ideas pueden extenderse a una
situacién general y obtener asi una herramienta més que nos permitira ex-
tender la funciéon de probabilidad.

Una probabilidad condicional tiene un sentido muy claro en los casos en
que se trata de la probabilidad de un evento que depende de una segunda
parte de un experimento, condicionada a lo que ocurra en la primera parte de
éste. En el caso general de cualquier experimento aleatorio, es posible definir
el concepto de probabilidad condicional de un evento B dada la ocurrencia
de un evento A, pero cambiando el enfoque.

Decir que un evento A ocurre equivale a decir que ocurre alguno de los
posibles resultados que lo componen; en otras palabras los posibles resultados
del experimento aleatorio no son ya todos los elementos del espacio muestral
sino tnicamente aquellos que conforman el evento A. También se puede dar
la misma idea diciendo que, cuando el evento A ocurre, el espacio muestral
se reduce y queda conformado exclusivamente por los posibles resultados que
componen al evento A.

La pregunta es: ;jqué relacion existe entre la probabilidad de un evento
B, calculada con relacién a todo el espacio muestral, con la probabilidad del
evento B, calculada con relacién al espacio muestral restringido? Obviamente
estas probabilidades no tienen que ser iguales pues, por ejemplo, dado que
A ocurre, la ocurrencia de A se vuelve segura, es decir, se tiene P(A|A) = 1;
pero A puede tener cualquier otra probabilidad, toméandola con relacion a
todo el espacio muestral.

Dado que el evento A ocurre, un evento B ocurre si y sblo si ocurre
AN B, es decir, se debe de tener P(B | A) = P(ANB | A), de manera que el
problema se reduce a determinar cual es la probabilidad de un subconjunto
del espacio muestral restringido, con relaciéon a éste.

De acuerdo con el significado que queremos darle a la probabilidad de
un evento, como una medida del que tan facilmente ocurre éste al realizar el
experimento aleatorio, podemos asumir que las probabilidades en el espacio
muestral restringido deben asignarse de tal manera que entre ellas guarden
la misma proporcién que la que guardan en el espacio muestral original. En
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otras palabras, si D1 y D5 son eventos cualesquiera contenidos en A entonces
se debe tener:

P(Ds) _ P(D2|A)

P(Dy)  P(D1]4)

Es decir:
P(Dy) _ P(D1) _
P(Dy|A) — P(Di]4)

en donde ¢ depende exclusivamente del evento A.
Por otra parte, sabemos que P(A|A) = 1, de lo cual se obtiene ¢ = P(A)
y, entonces,
P(D|A) = ((D§7 para cualquier evento D C A.

Ademas, P(B | A) = P(AN B | A), para cualquier evento B.

Asi, podemos concluir que la siguiente definicién es la adecuada:

DEFINICION II.13 (Probabilidad condicional) Sean A y B dos eventos y su-
pongamos P(A) > 0, se define la probabilidad condicional de B, dada la
ocurrencia de A, P(B|A), mediante la formula:

P(ANB)

P(BIA) = =5 p

Siendo la probabilidad condicional una probabilidad calculada en un es-
pacio muestral reducido, es de esperarse que ésta tenga las mismas propie-
dades que cualquier funcién de probabilidad. En efecto, esto es asi, como se
demuestra en seguida, de manera que la probabilidad condicional satisface
las mismas propiedades que se obtienen como corolarios para cualquier fun-
cion de probabilidad, por ejemplo, la propiedad de la aditividad finita, la
regla de la suma, etc.

PROPOSICION I1.14. Dado un evento A de probabilidad positiva, la funcion
que asigna a cada evento B el nimero real P(B | A), de acuerdo con la
definicion I11.13, es una funcion de probabilidad, de acuerdo con la defini-
cion 1.35.

Demostracién
La funcién asi definida es claramente no negativa, ademas:

P(A) P(A) a
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Si B y C son eventos mutuamente excluyentes, entonces:

P[AN(BUC P[(ANB)U(ANC P(ANB)+P(ANC
P(BUC | 4) = ZAQBUCL _ PIANBISNC)] _ PUANB)P(ANC)

= B 1 PURO) — P(B| A) + P(C | A) .

EsempLo I1.15. Una urna contiene tarjetas numeradas del 1 al n, de tal
manera que, al seleccionar una de ellas al azar, la probabilidad de obtener un
numero dado es proporcional a su magnitud. Si se selecciona una tarjeta al
azar, scudl es la probabilidad de que esté marcada con el nimero 1 en cada
uno de los dos casos siguientes: a) sin disponer de informacion adicional y
b) sabiendo que la bola seleccionada estd marcada con algin nimero entre
lym (1<m<n)?

Solucién

a) Consideremos, para cada k € {1,...,n}, al evento Ay: la tarjeta selec-
cionada estd marcada con el nimero k. Se sabe que P(Ay) = ck, en donde c
es una constante; ademds, > p_ P(Ax) =1, es decir, ¢y p_1 k=1, asi que

2 2 2
= atn ¥ entonces, P(Ay) = n(n+1)k, de manera que, P(A1) = OESIR
b) Consideremos, para cada m € {1,...,n}, al evento By,: la tarjeta estd

marcada con algin nimero entre 1 y m (inclusive). Se tiene:
1
P(Bp) =3k P(Ar) = ﬁ e k= TLE::U)

Ast que: “ ) (42)
P mB’"L P
P (A1 | Bn) = p(le) = p(Biz) - m(n3+1)

Obsérvese que el resultado corresponde a la idea de que una probabilidad
condicional consiste en una probabilidad calculada en un espacio muestral
reducido, a saber, el que corresponde a la condicion. El saber que la tarjeta
que se obtiene estd marcada con algun numero entre 1 y m es equivalente a
decir que lo que se tiene es una urna con tarjetas numeradas del 1 al m de
tal manera que, al seleccionar una de ellas al azar, la probabilidad de obtener
un numero dado es proporcional a su magnitud.

EJEMPLO I1.16. Sea C un evento de probabilidad positiva y A, B dos eventos
tales que, dado que C ocurre, la probabilidad de que A ocurra es 2/9, la
probabilidad de que B ocurra es 3/9 y la probabilidad de que no ocurra ni A
ni B es 5/9. Encuentre la probabilidad de que a) ocurra al menos uno de los
dos eventos A y B, b) ocurran los dos eventos A y B y ¢) ocurra exactamente
uno de los dos eventos A y B, sabiendo, en los 3 casos, que C ocurre.
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Solucién
a) PPAUB|C)=1-P((AUB)°|C)=1-P(A°NB°|C)=1-2=1%
b) PLANB|C)=P(A|C)+P(B|C)-P(AUB|C)=2+2-14=1
¢) PLA—ANB|C)+P(B-ANB|C)=2%-+3-1=3

EsempLo I1.17. Una cierta fruta crece en dos regiones X y Y, las cuales
en ocasiones estdn infectadas con una plaga que puede datviar la fruta. Es
sabido que la probabilidad de que la region X esté infectada es igual a 2/5, la
probabilidad de que la region Y lo esté es igual a 3/4 y la probabilidad de que
alguna de las dos regiones esté infectada es igual a 4/5. Dado que un envio
de fruta que viene de la region X estd infectado con la plaga, ;cudl es la
probabilidad de que la region Y también se encuentre infectada?

Solucién
Si llamamos A y B a los eventos ‘la region X estd infectada con la plaga’
y ‘la regz'o’n Y estd infectada con la plaga’, respectivamente, se sabe P(A) = %,
P(B)=3 yP(AUB) = 5, asi que:
P(ANB)=PA)+P P(AUB 2 3 1_7
(ANB) = P(A) + P(B) - PAUB) =2 + 5 — s = o

Por lo tanto:

P(B|A)=

P(ANB) & 7

P(A) 8

II.6 REGLA DEL PRODUCTO

La definicién de probabilidad condicional puede utilizarse en dos sentidos
diferentes; por un lado, se puede utilizar de manera directa para calcular la
probabilidad de un evento B, dado que ocurre algun otro evento A, es decir,
con respecto a un espacio muestral reducido; por otro lado, la definicion
puede expresarse en la forma siguiente:

P(AN B) = P(B|A)P(A)

relacién que es conocida como la regla del producto (para dos eventos).

Esta forma, si bien expresa exactamente la misma relaciéon que la forma
original, se aplica en un sentido muy distinto pues permite calcular la proba-
bilidad de una intersecciéon de eventos en aquellos casos en que la probabili-
dad condicional de la formula puede obtenerse de manera directa. Esta idea
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va la aplicamos en el ejemplo I1.12 en el cual las condiciones del problema
determinaban algunas probabilidades no condicionales y otras condicionales;
a partir de ambas, se pudo establecer la probabilidad de ocurrencia de cada
uno de los posibles resultados del experimento aleatorio, los cuales consisten,
en ese caso, de intersecciones de eventos.

La idea general que puede establecerse aqui es la siguiente:

Dado un determinado experimento aleatorio, se trata de establecer, con base en
las caracteristicas del experimento, las probabilidades (condicionales o no) de una clase
particular de eventos. Una vez establecidas éstas, el problema radica en extender la
funcién de probabilidad a una clase de eventos tan amplia como sea posible, utilizando
las propiedades que tiene la funcién de probabilidad. Las probabilidades condicionales
que puedan asignarse en la primera parte de este proceso no se calculan con base en
la definicién, sino que mas bien se establecen como caracteristicas que se imponen
al modelo matematico que estamos construyendo para el experimento aleatorio en
consideracién. En la segunda parte del proceso, las propiedades basicas de la funcién
de probabilidad, las cuales permiten su extensién, son la regla de la suma y la del
producto.

La regla del producto, establecida para dos eventos, puede generalizarse
al caso de n eventos, obteniéndose asi la forma general de la regla del pro-
ducto, la cual, junto a la forma general de la regla de la suma, constituye,
como ya lo mencionamos, una de las herramientas bésicas en el célculo de
probabilidades.

PROPOSICION I1.18 (Regla del producto) Sean A1, ..., Ay, n eventos tales que
P(Ai1N...NA,—1) >0, entonces:

P( Z:lAk) = P(An‘Al Nn...N An—l) cee P(AQ‘Al)P(Al)

La demostraciéon de esta proposicién se deja como ejercicio.

EiempLO I1.19. Una urna contiene 15 bolas negras y 10 bolas blancas. Un
experimento aleatorio consiste en seleccionar al azar, una por una, 10 bolas
de la urna, de tal manera que cada bola seleccionada se deja fuera de la urna.
Calcule la probabilidad de que la primera bola blanca se obtenga en la quinta
eleccion.

Solucién
Sea Ny el evento ‘se obtiene bola negra en la k-ésima eleccion’ y By el
evento ‘se obtiene bola blanca en la k-ésima eleccion’, entonces:
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P(NlﬂNgﬁNgﬂN4ﬂB5)
:P(B5|N1QNQQN30N4) (N4’N1ﬂN2ﬁN3)--'P(N1)

_ 1012131415 _ 13 _
= 91 92 23 24 25 — 353 — 0-091383

EJEMPLO I1.20. Se van colocando al azar bolas, una a una, en cualquiera de
N cajas, hasta que alguna caja llegue a tener 2 bolas. ; Cudl es la probabilidad
de que el proceso termine en el paso n, en donde 2 <n < N +17?

Solucion

Consideremos los siguientes eventos:

A: el proceso termina en el paso n.

By.: la k-ésima bola que se coloca queda en una caja desocupada.
B: la n-ésima bola que se coloca queda en una caja ocupada.

Se tiene:

P(A) = P(B 'ﬂB—lﬂB)

(B ‘ Bl N---N Bn—l) .- ‘P(BQ ’ Bl)P(Bl)

(5) (42) (=42 (39
- (5)(-#) (1) (-5

EJeEmpLo 11.21. Cada uno de n palillos se rompe en una parte corta y una
parte larga; inmediatamente después se forman n parejas al azar, con las 2n
partes que se obtienen. ;Cudl es la probabilidad de que a) cada una de las n
parejas esté formada por una parte corta y una larga? y b) cada una de las
n parejas quede formada como lo estaba antes de romper los palillos?

Solucién

a) Se puede asumir que la formacion de las nuevas n parejas se forman
eligiendo al azar cada una de las parejas de manera consecutiva. Sea entonces
Ay el evento ‘la pareja nimero k estd formada por una parte corta y una
larga’.

Dadas r partes cortas y r partes largas, si se seleccionan 2 al azar, la

probabilidad de que se elija una parte corta y una parte larga estd dada por

r2

@ = 5., asi que:

2

P(Alﬂ--'ﬂAn):P( n’Alﬁ ﬂAn_l) (A2|A1) ( )
_12. . n=2 n-1 _n__ nli(2)(4)(2n—4)(2n—2)(2n)
13 2n—>5 2n—3 2n—1 (2n)!
om(
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b) Sea By, el evento ‘la pareja nimero k forma uno de los palillos origi-
nales’. Dados r palillos cortados, cada uno en una parte corta y una larga, si
se seleccionan 2 partes al azar, la probabilidad de que correspondan al mismo

T

palillo estd dada por &) = Tl—ly ast que:
2

P(B ﬂ'”ﬂBn):P(Bn’Blﬂ‘--ﬂBn_l)”-P(Bg|Bl)P(Bl)

1., 1 1 1 _ (24)-2n=4)2n=2)2n) _ 27n
3" 2n—52n—32n—1 (2n)! = @n)!

EiempPLO 11.22. En un concurso se colocan tres puertas y detrds de ellas se
colocan al azar tres premios, uno de los cuales es un automovil y los otros
dos son pequenos regalos de consolacion. A cada concursante se le asigna
micialmente la puerta nimero 1, pero otra persona, que puede ver como
estan colocados los premios, abre alguna de las puertas 2 y 3 en donde no
se encuentre el automouvil, de tal manera que, st no se encuentra en ninguna
de ellas, abre la numero 2 con probabilidad p y la nimero 3 con probabilidad
1 — p. El concursante, quien conoce el valor de p, tiene entonces la opcion
de escoger cualquiera de las dos puertas que se encuentren cerradas. ;Cudl
es la mejor estrategia del concursante para tratar de conseguir el automdvil?

Solucion

El espacio muestral del experimento aleatorio estd dado por:

Q={(1,2),(1,3),(2,3),(3,2)}

en donde, en cada pareja de nimeros, el primero indica la puerta detrds
de la cual se coloca el automovil y el seqgundo indica la puerta que se abre
para ser mostrada al concursante.

Utilizando la regla del producto, se tiene:

1

P[(1,2)] = 3p
P[(1,3)] = 3(1-p)
P((2,3)] =3
P((3,2)] =3

Definamos ahora los eventos:

A: el automdovil se encuentra detrds de la puerta nimero 1.
B: la puerta abierta que se muestra al concursante es la nimero 2.
C': la puerta abierta que se muestra al concursante es la numero 3.

El primer andlisis que se puede hacer consiste en decir que, como P(A) = %,
entonces, antes de que se muestre al concursante la puerta que se abre, la
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mejor estrategia consiste en cambiar de puerta, teniendo asi una probabilidad
de ganar el automovil igual a 2/3. Sin embargo conviene hacer un andlisis
mdas detallado pues pudiera ser que la ocurrencia de B o de C incremente la
probabilidad de A. )

Se tiene P(A | B) = P}?gf) = %EJZZ% = 1%

Ahora bien, la funcion f(p) = definida en el intervalo [0,1], es

_p_
p+17
creciente, de manera que su valor mdzimo es f(1) = % Por lo tanto, si B
ocurre, la mejor estrategia para el concursante continia siendo la de cambiar
de puerta, independientemente del valor de p. Fvidentemente, la conclusion
es la misma en caso de que C ocurra. Asi que, en cualquier caso, la mejor

estrategia consiste en cambiar de puerta.

I1.7 INDEPENDENCIA ESTOCASTICA

Hemos visto que la probabilidad condicional de un evento B, dada la ocurren-
cia de un evento A, es una probabilidad calculada con respecto a un espacio
muestral reducido, el que queda conformado tnicamente por aquellos posi-
bles resultados del experimento aleatorio para los cuales el evento A ocurre.
En general, la probabilidad de ocurrencia de un evento B se altera al reducir-
se el espacio muestral; tal fue el caso del ejemplo I1.15, en donde se obtiene

P(4)) = ﬁ, mientras que al condicionar con la ocurrencia del evento
B, se tiene P(A{|B,,) = —2—. Esto puede interpretarse diciendo que la

m(m+1)
probabilidad de ocurrencia del evento B no es independiente de la ocurrencia

del evento A. De la misma manera, en los casos en que la ocurrencia de un
evento A no altere la probabilidad de ocurrencia de un evento B, se puede
hablar de independencia de la probabilidad de ocurrencia de B con respecto
a la ocurrencia de A. En esta tultima situacién se tiene la siguiente relacion:

P(BJA) = P(B)
de la cual se sigue, asumiendo P(B) > 0:

ANB P(B|A)P(A P(B)P(A
P(AIB) = Zpy = PO = St = P(A)

Es decir, si la probabilidad de ocurrencia de un evento B es independiente
de la ocurrencia de un evento A, entonces la probabilidad de ocurrencia del
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evento A es también independiente de la ocurrencia de B. En otras palabras,
se puede decir simplemente que los eventos A y B son estocasticamente inde-
pendientes. El calificativo de estocastico es necesario, pues lo que es independiente
de la ocurrencia de uno de los eventos es la probabilidad de ocurrencia del otro, y no
simplemente su ocurrencia.

De la condicién de independencia estocastica entre dos eventos A y B, se
obtiene:

P(AN B) = P(A|B)P(B) = P(A)P(B)

La relaciéon entre el primer término y el tltimo de estas igualdades establece
una férmula que tiene la virtud de eliminar la restricciéon de que las probabi-
lidades de los eventos A y B tengan que ser positivas, como en la forma que
utiliza probabilidades condicionales. Por tal motivo, ésta es la forma que se
utiliza para definir la independencia estocéastica de dos eventos.

DEFINICION I1.23 (Independencia de 2 eventos) Se dice que dos eventos A y
B son estocdsticamente independientes si P(AN B) = P(A)P(B).

Al igual que la formula que establece la definicion de probabilidad condi-
cional, la féormula que establece la independencia estocéastica de dos eventos
se utiliza en dos sentidos diferentes. Por un lado, una vez que se ha encon-
trado la probabilidad de cualquier evento, se puede utilizar para determinar
cuando dos eventos dados son estocasticamente independientes. Este uso se
ilustra en el ejemplo siguiente:

EijempLO 11.24. En una escuela, las estadisticas muestran que la probabili-
dad de que un estudiante pase quimica es 0.35, la probabilidad de que pase
fisica es 0.4 y la probabilidad de que pase ambas es 0.1. Sea A el evento ‘un
estudiante elegido al azar pasa quimica’ y B el evento ‘un estudiante elegido
al azar pasa fisica’. ;Son A y B eventos independientes?

Solucion
P(A)P(B) = (0.35)(0.4) = 0.14 # P(ANB). Por lo tanto, A y B no son
independientes. A

Por otro lado, en ocasiones se sabe, por las caracteristicas del experimen-
to, que determinadas parejas de eventos resultan independientes y entonces
la relacion que establece la independencia estocéstica de eventos se impone
como condicién al modelo matematico que se esté construyendo. Un ejemplo
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tipico de esta situacién se presenta cuando el experimento aleatorio en consi-
deracién estéd compuesto por dos experimentos, los cuales son independientes
entre si y entonces, si A es un evento cuya ocurrencia o no ocurrencia depen-
de exclusivamente de alguno de esos experimentos y B es otro evento cuya
ocurrencia o no ocurrencia depende exclusivamente del otro, esos eventos
deben de ser estocésticamente independientes dentro de cualquier modelo
matematico que se construya para el experimento aleatorio compuesto. Los
siguientes 2 ejemplos ilustran estas ideas.

EjempPLO I1.25. Una urna contiene 3 bolas rojas y 6 bolas negras. Un expe-
rimento aleatorio consiste en dos partes, en la primera, se selecciona al azar
una bola de la urna y se regresa a la misma, en la sequnda, nuevamente se
selecciona al azar una de las bolas de la urna.

Denotemos por By, B, Bs, By, Bs, Bg, B7, Bg, By las 9 bolas de la urna.
Cada posible resultado del experimento aleatorio puede entonces representarse
mediante una pareja (B;, B;) coni,j € {1,...,9}, en donde B; representa el
resultado de la primera eleccion y B; el de la sequnda. El espacio muestral
consta ast de 81 elementos.

Como la eleccion de la primera bola se realiza ol azar, cualquiera de las
bolas en la urna tiene la misma probabilidad de ser elegida, de manera que
st, para i € {1,...,9}, definimos los siguientes eventos:

Bi1 : En la primera eleccion se obtiene la bola B;,
se tiene, P(B}) = § para toda i.

Por otra parte, la eleccion de la sequnda bola se realiza también al azar de
entre todas las bolas de la urna original, de manera que si, para j € {1,...,9},
definimos los siguientes eventos:

BJ2 En la sequnda eleccion se obtiene la bola Bj,
se tiene, P(B?) = % para toda j.

Ahora bien, como las dos elecciones son independientes una de la otra,
los eventos B} y B? (i,7 € {1,...,9}) son independientes y entonces se debe
de imponer la condicion

1 2y _ 1 2y _ 1

P(B; N Bj) = P(B; )P(Bj) =5

Pero las intersecciones Bi1 N B]2 representan a los posibles resultados del
experimento aleatorio y entonces se concluye que cada uno de ellos tiene una
probabilidad igual a 1/81.
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EJEMPLO I1.26. Un sistema contra incendios estd compuesto por dos me-
canismos, cada uno de los cuales lo activa automdticamente en caso de un
incendio. Se ha determinado, con base en la experiencia, que cuando hay un
incendio, el primer mecanismo activa el sistema en 95% de los casos, mien-
tras que el otro mecanismo, que actia en forma independiente del primero,
lo hace en 85% de los casos. Si un incendio comienza en un edificio que tie-
ne instalado dicho sistema, a) scudl es la probabilidad de que el sistema sea
activado? b) Dado que el sistema es activado, scudl es la probabilidad de que
el primer mecanismo funcione correctamente?

Solucion
Consideremos el evento A: ‘el sistema es activado’ y, para i € {1,2}, los
eventos A;: ‘el mecanismo i activa el sistema’. Se tiene entonces:

a) P(A) :P(A1 UAQ) :P(A1)+P(A2) —P(A1 ﬁAQ)
— P(A1) + P(As) — P(A})P(As) = 0.95 + 0.85 — (0.95)(0.85) = 0.9925

P(Ain4) _ P(A
b) P(A1 | A) = (P(lg) d = P((Al)) = 54995 = 0-957179 A

Cabe hacer énfasis en el hecho de que la independencia estocastica entre
dos eventos establece una relacién entre probabilidades de eventos y no tni-
camente entre los eventos mismos. Para ilustrar este punto consideremos el
ejemplo siguiente:

EiempLoO I1.27. Una urna contiene 2 bolas rojas y 2 bolas negras. Un expe-
rimento aleatorio consiste en dos partes, en la primera, se selecciona al azar
una bola de la urna y se regresa a la misma, en la sequnda, nuevamente se
selecciona al azar una de las bolas de la urna. Se considera como resultado
del experimento a la pareja ordenada de colores que se obtiene.

El espacio muestral de este experimento aleatorio se puede representar de
la siguiente manera:

Q= {(B7N)>(BvB)v(NaB)7(NaN)}

La probabilidad de cada uno de estos posibles resultados se puede calcular
de manera similar a como se obtuweron las probabilidades de los posibles
resultados en el ejemplo previo, obteniéndose que cada uno de ellos tiene
una probabilidad igual a 1/4.

Consideremos ahora los siguientes eventos:

A: La primera bola seleccionada es roja.

B: Las dos bolas seleccionadas son de distinto color.
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Utilizando la propiedad de la aditividad finita, se tiene:
P(A)=P{(B,N),(B,B)}) =
P(B) = P({(B,N),(N,B)}) =
P(ANB)=P{(B,N)}) = ;
Entonces, P(AN B) = P(A)P(B), asi que los eventos A y B son estocdsti-
camente independientes.
Consideremos ahora el mismo experimento aleatorio, pero con una urna

que contiene 2 bolas rojas y 4 bolas negras. El espacio muestral de este nuevo
experimento sigue siendo el mismo, a saber:

Q= {(R,N),(R,R),(N,R),(N,N)}

La probabilidad de cada uno de los posibles resultados se calcula de la
misma manera que antes, obteniéndose:

P{(R,N)
P({(R,R)
P({(N, R)
P{(N, N)

Considerando los mismos eventos A y B que antes, se tiene:

P(A) = P<{(R? N), (Ra R)}) =
P(B) = P({(R,N),(N,R)}) =
P(ANB)=P{(R,N)}) =}

Entonces P(ANB) # P(A)P(B), ast que los eventos A y B no son estocds-
ticamente independientes.

De esta manera hemos mostrado que se puede definir un espacio muestral
y dos eventos A y B relativos a ese espacio muestral de tal manera que, con
una cierta asignacion de probabilidades, los eventos A y B resultan ser esto-
cdsticamente independientes, mientras que, con otra asignacion de probabili-
dades, resultan no serlo. La propiedad de independencia involucra entonces
a la funcion de probabilidad de manera determinante. A

N[ D=

)=
)=
)=
)=

@\Hk @\l\') @\H @\N

}
}
}
}

Ol Olw

El concepto de independencia estocastica asi como su utilizaciéon en los
dos sentidos mencionados antes se puede extender al caso de més de dos even-
tos. Diremos que n eventos A1, ..., Ay, relativos todos a un determinado ex-
perimento aleatorio, son estocasticamente independientes si la probabilidad
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de ocurrencia de cualquiera de ellos no es afectada por la ocurrencia de los
otros. En otras palabras, si la probabilidad de ocurrencia de cualquier evento
A; (j €{1,...,n}) no cambia dada la ocurrencia de cualquier subcoleccion
Aj ... Aj ., es decir:

P(Aj]Aj, -+ Ay,) = P(Ay),

en donde, para k € {1,...,m}, jr €{1,...,n} vy 5 ¢ {j1,-- -, Jm}

Estas relaciones en términos de probabilidades condicionales pueden trans-
formarse en términos de probabilidades de intersecciones, lo cual es més ade-
cuado pues, como en el caso de dos eventos, elimina la restricciéon de que los
eventos en consideraciéon deban tener probabilidad positiva. Es por esto que
la definicién se da en los siguientes términos:

DEFINICION II.28 (Independencia de n eventos) Se dice que n eventos Aj,
., A, son estocdsticamente independientes si dada cualquier subcoleccion
de ellos, Aj,, ..., Aj , conl < g1 <--- < jm, se tiene:

P(A;,N---NA; ) =P(Aj,) - P(4;,)

Debemos observar que, para que n eventos sean estocasticamente inde-
pendientes, no basta con pedir que lo sean por parejas. Un ejemplo ilustrara
este hecho.

EiempLo I1.29. Consideremos el experimento aleatorio consistente en lan-
zar 2 veces consecutivas una moneda balanceada. El espacio muestral de este
experimento se puede representar de la siguiente manera:

Q= {(Aa S)7 (Aa A)a (Sa A)’ (Sa S)}

en donde S representa cara y A representa cruz.

La probabilidad de cada uno de los elementos del espacio muestral se pue-
de calcular inmediatamente asumiendo que los resultados de ambos lanza-
mientos son independientes uno del otro, obteniéndose que la probabilidad de
cada elemento es igual a 1/4.

Consideremos ahora los siguientes eventos:

A: Se obtiene cara en el primer lanzamiento.
B: Se obtiene cara en el sequndo lanzamiento.

C': Se obtiene el mismo resultado en los dos lanzamientos.
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Los eventos A,B y C son estocdsticamente independientes por parejas, en
efecto, se tiene:

P(A)=1, P(B)=1, P(C)=1, P(ANB)=1, P(AnC) =1y
P(BNC) =1, asi que,
P(ANB)=P(A)P(B), P(AnC)=P(A)P(C)y P(BNC) = P(B)P(C).

Pero P(ANBNC) = {, de manera que P(AN BN C) # P(A)P(B)P(C).

La no independencia de los 3 eventos es intuitivamente clara pues existe
una dependencia entre ellos; efectivamente, cuando el evento A ocurre en-
tonces B ocurre si y solo si C' ocurre. También se puede ver la dependencia
entre los 3 eventos observando que dada la ocurrencia de A y B, el evento
C' se convierte en el evento seguro. A

Por otra parte, también se puede mostrar que dados 3 eventos A, By C,
se puede cumplir la relacion P(AN BN C) = P(A)P(B)P(C) sin que los
eventos sean independientes (véase el ejercicio I1.27).

EjempLo 11.30. En la bisqueda de un libro, un estudiante tiene acceso a 3
bibliotecas, cada una de las cuales opera en forma independiente de las otras.
Para cada biblioteca, la probabilidad de poseer el libro es igual a /2 vy, si lo
posee, la probabilidad de que se encuentre prestado es también igual a 1/2.
Encuentre la probabilidad de que el estudiante consiga el libro en alguna de
las 3 bibliotecas.

Solucién

Consideremos, para k € {1,2,3}, los eventos Ay: ‘la biblioteca k posee el
libro’, By.: ‘la biblioteca k tiene prestado el libro’ y Cy: ‘el estudiante consigue
el libro en la biblioteca k’. Ademds, sea C el evento ‘el estudiante consigue
el libro en alguna de las 3 bibliotecas’. Se tiene entonces:

P(CY) = P(A N By) + P(A}) = P(By, | A)P(Ay) + P(Af) = 55+ 5 =
P(C) =1— P(C) =1— P(C{ N Cs N C5) = 1 — P(C5)P(C5) P(CS)
—1-(3)° =37 — 0578125

[ [S]

EsempLo 11.31. Calcule la probabilidad de que al lanzar n veces un dado se
obtenga por lo menos un 6.
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Solucién

Consideremos, para k € {1,...,n}, el evento Ay: ‘se obtiene 6 en el k-
éstmo lanzamiento’ y sea By, el evento ‘se obtiene por lo menos un 6 en los
n lanzamientos’. Se tiene entonces:

P(Bn) =1-P(B;)=1-P(A{N---NA,) =1—P(A])--- P (A7)

1= @)

Este problema estd relacionado con uno de los primeros problemas de pro-
babilidad que se plantearon. Se prequntaba cudntos lanzamientos de un dado
se requieren para que sea mds favorable obtener por lo menos un 6 que no
obtenerlo. Obsérvese que P(By,) crece con n, siendo su valor mds pequerio %
y su valor limite, cuando n ~» oo, 1. Para alguna n, P(By,) pasa entonces de
un valor menor o igual a % a un valor mayor que % El problema planteado
es entonces equivalente a preguntarse a partir de que n se tiene P(By) > %
Tomando en consideracion el valor de P(B,) encontrado arriba, se busca el
mds pequeno numero natural n tal que (%)n < %; es decir, nln% < —In2.
Resolviendo esta desigualdad, se obtiene n > 4.

EjempLO 11.32. Cada una de n bolas se va colocando al azar en cualquiera
de N cajas. ;Cudnto debe valer n para que sea mds favorable la ocupacion
de la primera caja??

Solucién

En este caso el experimento consiste en la colocacion de n bolas en N
cajas, el cual estd compuesto de n experimentos independientes, consistentes
cada uno de ellos en la colocacion al azar de una de las bolas en cualquiera
de las N cajas. Consideremos entonces los eventos siguientes:

A: la primera caja es ocupada por alguna de las n bolas.
A; : la primera caja es ocupada por la i-ésima bola.

Tenemos entonces:

P(A)=1-P(A)=1-P(A{N---NAS)=1— P(A])--- P(AY)
- 1- (3"
El problema planteado se reduce entonces a encontrar un numero n que sa-

. . N—1\" 1 . In2
tisfaga la desigualdad (T) < 3, es decir, n > W)’

2Este problema, el cual incluye como caso particular el problema del ejemplo anterior,
fue resuelto por Abraham de Moivre en el afio 1717.
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St N es grande, se tiene In (1 — %) ~ —%, ast que entonces se busca n
tal que n (—%) < —1In2, es decir, n > NIn2 ~ 0.7N.

Como aplicacion de este resultado, supongamos que en una urna hay 32
bolas, de las cuales unicamente una estd marcada con premio. Si un juego
consiste en seleccionar una bola al azar de la urna (reemplazdndola), ;cudn-
tas veces se debe de jugar para que sea mds favorable obtener por lo menos
un premio?

TRD) T gy = 2183

Ast que, jugando por lo menos 22 veces, la probabilidad de obtener por lo

menos un premio es mayor que /2.

EsempLo 11.33. Supongamos que n bolas se van colocando, una por una y
al azar, en cualquiera de n cajas. Calcule la probabilidad de que la primera
caja quede vacia.

Solucién
Definamos los eventos:

Ag: la bola nimero k no se coloca en la primera caja.
A: la primera caja queda vacia.

Se tiene, P(A) = P(A1N---NA,) = (@)n = (1 - l)n

n n
Sin es grande, obtenemos la aproximacion:
P(A) ~ e ! =0.367879
Es decir, st n es grande, la probabilidad de que la primera caja quede
vacia es aproximadamente constante e igual a 0.36788. En particular, es
mds probable que la primera caja quede ocupada.

EJEMPLO 11.34. Se van colocando al azar bolas, una a una, en cualquiera
de N cajas, hasta que se ocupe la primera caja, ;cudl es la probabilidad de
que el proceso termine en el paso n?

Solucién
Consideremos los siguientes eventos:

A: el proceso termina en el paso n.

Bp—1: la primera caja no es ocupada por ninguna de las primeras n — 1
bolas.

B: la primera caja es ocupada por la n-sima bola.

Se tiene entonces, P(A) = P(B,,—-1NB) = P(B,_1)P(B) = (%)nfl

=
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II.8 INTERPRETACION OBJETIVA Y SUBJETIVA DE LA PROBABILIDAD

Cabe en este momento hacer énfasis en el sentido objetivo que hemos da-
do a la probabilidad de un evento en los ejemplos considerados hasta este
momento. Al construir un modelo para un determinado experimento aleato-
rio, hemos buscado que la probabilidad de un evento exprese determinadas
propiedades objetivas del experimento aleatorio.

Asi, cuando decimos que la probabilidad de obtener el resultado 5 al
lanzar un dado es 1/6, queremos expresar con eso que las caracteristicas del
experimento consistente en lanzar un dado son tales que el lanzamiento del
dado equivale a seleccionar al azar un ntmero entre 1 y 6 y entonces se
puede construir el modelo basandonos en la equiprobabilidad de los posibles
resultados.

La objetividad en la asignacion de probabilidades tiene sentido pues para
nosotros un experimento es aleatorio no porque desconozcamos cual resultado
se va a obtener, sino porque efectivamente caben varias posibilidades en
cuanto al resultado, de acuerdo a como fue planteado en la seccién I.1. En
otras palabras, la aleatoriedad del experimento es objetiva.

No es éste el tnico enfoque que existe en el calculo de probabilidades,
también se puede desarrollar éste desde un enfoque subjetivo. Un ejem-
plo aclarara la diferencia entre dicho enfoque y el que seguimos en este
libro.

EsempLo I1.35. Supongamos que tenemos dos cajas, una marcada con el
numero 1 y otra marcada con el nimero 2, y que en cada una de ellas hay
una bola. Supongamos ademds que sabemos que una de las bolas es roja y la
otra blanca, pero desconocemos cual estd en cada caja. Tomamos entonces
la caja numero 1 y nos prequntamos por la probabilidad de encontrar ahi la
bola roja.

Tal y como estd planteado el problema, no tenemos definido ahi algin
experimento aleatorio pues las bolas ya estdn colocadas una en cada caja, de
manera que al tomar la caja 1 necesariamente encontraremos en ella la bola
que estd colocada ahi, habiendo entonces solo un posible resultado. En otras
palabras, desde nuestro enfoque, la probabilidad de encontrar la bola roja en
la caja 1 es 0 si en ella se encuentra la bola blanca y es 1 si en ella se
encuentra la bola roja.
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El azar en este experimento existe sélo en nuestra mente pues si bien
la probabilidad buscada es 0 o 1, desconocemos cual de los dos valores es el
correcto.’

Ahora bien, con una interpretacion subjetiva de la probabilidad, podriamos
decir que es igualmente probable encontrar la bola roja o la bola blanca en
la caja 1 y entonces concluir que la probabilidad de encontrar la bola roja
en la caja 1 es 1/2. Vemos asi que los diferentes enfoques nos conducen a
resultados diferentes.

El problema cambia si lo planteamos de la siguiente manera: Supongamos
que tenemos dos bolas, una roja y una blanca, y dos cajas, una marcada
con el numero 1 y otra marcada con el numero 2; consideramos entonces
el experimento consistente en colocar las bolas al azar, una en cada caja y
nos prequntamos por la probabilidad de que la bola roja quede colocada en la
caja 1.

Planteado de esta sequnda forma, ahora si tenemos definido un experi-
mento aleatorio. De éste, puede resultar tanto que la bola roja quede coloca-
da en la caja 1, como que quede colocada en la caja 2; y como la colocacion
es al azar, podemos partir de la equiprobabilidad de los dos posibles resulta-
dos. De esta manera la probabilidad de que la bola Toja quede colocada en la
caja 1 es /2.

Obsérvese que al valor % encontrado de esta manera podemos darle una
interpretacion frecuentista diciendo que si el experimento aleatorio que hemos
definido lo repetimos muchas veces, aproximadamente en la mitad de las veces
la bola roja quedard colocada en la caja 1.

Por otra parte, el valor 1/2 encontrado desde un enfoque subjetivo, en la
primera forma en que se planted el experimento, no admite una interpreta-
cion frecuentista pues estando ya colocadas las bolas, una en cada caja, una
repeticion del experimento consiste en colocar las bolas exactamente de la
misma manera, asi que si el experimento se repite muchas veces, en todas
las repeticiones la bola roja quedard en la caja 1 o en todas quedard en la ca-
ja 2. Sin embargo, cabe aclarar que dentro del enfoque subjetivo, este ultimo
hecho no constituye una limitacion pues dentro de ese enfoque la probabilidad
de un evento no es interpretada de acuerdo al principio de reqularidad de las
frecuencias.

3Con base en esto se podria definir un experimento consistente en que, una vez selec-
cionada la caja 1, se elija al azar un color, ya sea rojo o blanco. Tal experimento seria
aleatorio y cabria, por ejemplo, preguntarnos por la probabilidad de que el color elegido
coincida con el color de la bola de la caja.
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I1.9 EJERCICIOS

EJjercicio I1.1. Un experimento aleatorio admite tunicamente dos posibles
resultados, uno de ellos ocurre con probabilidad p y el otro con probabilidad
p?. Encuentre el valor de p.

EJErcIcIO I1.2. Sean A y B dos eventos tales que P(B) = 0.6 y P(ANB) =
0.2. Encuentre P(A U B°).

EJERrCICIO 11.3. Sean A y B dos eventos relativos a un experimento aleato-
ri0 y supongamos que la probabilidad de que A ocurra es 3/8, la probabilidad
de que B ocurra es 1/2 y la probabilidad de que ocurra exactamente uno de

los dos eventos A y B es 5/8. Encuentre la probabilidad de que ocurra A pero
no B.

EJERCICIO 11.4. Sean A y B dos eventos relativos a un experimento aleato-
ri0 y supongamos que la probabilidad de que A ocurra es 3/5, la probabilidad
de que B ocurra es /5 y la probabilidad de que ocurra A pero no B es 1/2.
Encuentre la probabilidad de que a) ocurra al menos uno de los dos eventos
A y B y b) ocurra exactamente uno de los dos eventos A y B.

EJERCICIO I1.5. Sean A y B dos eventos relativos a un experimento alea-
torio. Supongamos que P(A) = %, P(B) = 5 y P(AN B) = 5. Encuentre
a) PLAUB), b) P(AUB°) yc) P(A°NB).

EJercicio 11.6. La unidn de dos eventos A y B se puede expresar como la
union de dos eventos mutuamente excluyentes, a saber, A y B— AN B. E-
prese la union de tres eventos A, B y C como union de eventos mutuamente
excluyentes y utilice esa representacion para demostrar la siguiente formula:

P(AUBUC)=P(A)+P(B)+P(C)—P(ANB)—-P(AnC)—-P(BNC)
+P(ANnBNCQO)

EJERCICIO I1.7. Sean A, B y C tres eventos relativos a un experimento
aleatorio. Supongamos que P(A) =2, P(B) = 3, P(C) = 1, P(ANB) = 2,
P(ANC) =%, P(BNC) = & y P(ANBNC) = . Encuentre la probabilidad
de que no ocurra A, ni B, ni C.

1
3

EJeErcIcIO I1.8 (Regla de la suma para n eventos) Demuestre que si Ay, ... Ay
son n eventos cualesquiera, entonces:
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P(UZ:lAk) = ZZ:]_ P(Ag) — Z{Lje{l,...,n},:i;éj} P(A; N A])
T i ke L} it kit DA VA N Ag) —
+ (=) PANAy...NAY)

EJeErcIciO 11.9. Sean A y B dos eventos con probabilidad positiva tales que
A C B. Demuestre que a) P(A|B) = P(A)/P(B) y b) P(B|A) = 1.

EJERCICIO I1.10. Sean A y B dos eventos de probabilidad positiva tales que
P(A| B) < P(A), demuestre que P(B | A) < P(B).

EJercicio I1.11. Sean A y B eventos con probabilidad positiva tales que
P(A) = P(B), demuestre que P(A|B) = P(B|A).

EJercicio I1.12. Un dado desbalanceado estd hecho de tal forma que la
probabilidad de obtener el nimero k es igual a ck, en donde ¢ es una constante
yke€{1,2,3,4,5,6}. Un experimento aleatorio consiste en lanzar dicho dado.
Dado que se obtiene un nimero par, ;cudl es la probabilidad de que se obtenga
el nimero 2%

EJERrcIcIO I1.13. En una ciudad se publican los periddicos A, B y C. Una
encuesta reciente muestra que 20% de los habitantes adultos de la ciudad lee
A, 16% lee B, 14% lee C, 8% lee A y B, 5% lee A y C, 4% lee By C, y
2% lee A, By C. Si se elige un adulto al azar, calcule la probabilidad de que
a) no lea ninguno de los periddicos, b) lea exactamente uno de los periddicos
y ¢) lea al menos A y B sabiendo que lee al menos uno de los 3 periddicos.

EJERCICIO I1.14. Dada una poblacion formada exclusivamente por herma-
nos gemelos, consideremos el experimento aleatorio consistente en seleccio-
nar primero una pareja de hermanos gemelos al azar y después, también al
azar, uno de los hermanos de esa pareja. Supongamos que la probabilidad de
que los hermanos gemelos seleccionados sean del mismo sexo es igual a 0.7
y que la probabilidad de que la persona seleccionada, en la sequnda parte del
experimento, sea de sexo masculino es igual a 0.4. Sabiendo que la persona
seleccionada en la seqgunda parte del experimento es de sexo masculino, ;cudl
es la probabilidad de que su hermano también lo sea?

Sugerencia: Represente £ como Q = {(MM)M,(FF)F,(MF)M,(MF)F}
y encuentre la probabilidad de cada uno de sus elementos.
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EJercicio I1.15 (Regla del producto) Demuestre que si Ay, ... A, sonn even-
tos cualesquiera, entonces:

P( Z:lAk) = P(An|A1 Nn...N An—l) e P(A2|A1)P(A1)

EJercicio 11.16. Consideremos una urna que contiene v bolas rojas y b bo-
las blancas y un experimento aleatorio que consiste en dos partes, en la pri-
mera, se selecciona al azar una bola de la urna y se deja fuera de ésta, en
la segunda, se selecciona al azar una de las bolas restantes. Denotemos por
Ry, ..., Ry alas bolas rojas. El hecho de que la sequnda eleccion sea al azar
se traduce inmediatamente, por ejemplo, en que la probabilidad de obtener en
la sequnda eleccion la bola R;, dado que en la primera se obtiene la bola R;,
es igual a Hﬁ, para cualquier i,j € {1,...,r} con i # j; por la propiedad
de la aditividad finita se sigue entonces que la probabilidad de obtener en la
sequnda eleccion una bola roja, dado que en la primera se obtiene la bola R;,
es igual a T_’;;EI para cualquier j € {1,...,r}. Nos gustaria entonces poder
decir simplemente que la probabilidad de que la sequnda bola seleccionada sea
roja dado que la primera también lo es, estd dada también por Ti;il. FEsto es
correcto, pero requiere de un pequeno razonamiento que demuestre su validez.
Demuestre el siguiente resultado gemeral y utilicelo para fundamentar esta
conclusion.

Sean A1,...,A, n eventos mutuamente excluyentes de probabilidad po-
sitiva y B un evento tal que P(B | A1) = --- = P(B | A,) = ¢, entonces
P(B|AiU---UA4,) =c.

EJErciciO 11.17. Las letras A,A,A,C,E, L, M,M,T,T se colocan al azar, una
después de la otra. ;Cudl es la probabilidad de que se obtenga la palabra
MATEMATICA?

EJjercicio I1.18. Un ropero contiene 10 pares (distintos) de zapatos. Si se
escogen al azar 5 zapatos, ;cudl es la probabilidad de que la muestra contenga
exactamente uno de los pares originales?

EJercicio 11.19. Un ropero contiene 10 pares (distintos) de zapatos. Si se
escogen al azar 3 zapatos, ;cudl es la probabilidad de que se obtengan 2 que
formen un par?

EJercicio 11.20. De una caja que contiene n pares (distintos) de zapatos
se seleccionan al azar 2r zapatos con 2r < n. Encuentre la probabilidad de
que con los zapatos seleccionados a) no se forme algin par y b) se forme
exactamente un par.



80 INTRODUCCION A LA TEORIA DE LA PROBABILIDAD

EJsercicio 11.21. En un pueblo de n+1 habitantes, una persona le rumorea
algo a una seqgunda persona, quien a su vez lo repite a una tercera, etc. En
cada caso, la persona escoge al receptor del rumor, al azar, de entre las otras
n personas del pueblo. Si el rumor se transmite r veces (r < m), encuentre
la probabilidad de que a) no regrese a la que lo origind y b) que no pase dos
veces por la misma persona.

EJercicio 11.22. En un concurso se colocan tres puertas y detrds de ellas
se colocan tres premios, uno de los cuales es un automovil y los otros dos son
pequenios regalos de consolacion. Los premios se colocan de tal manera que la
probabilidad de que el automdvil se coloque detrds de la puerta nimero 1 es
igual a q mientras que la probabilidad de que se coloque detrds de la puerta
nidmero 2 (resp. 3) es igual a 1;2‘1. A cada concursante se le asigna inicial-
mente la puerta nimero 1, pero otra persona, que puede ver como estdn colo-
cados los premios, abre alguna de las puertas 2 y 3 en donde no se encuentre
el automdvil, de tal manera que, si no se encuentra en ninguna de ellas, abre
la niumero 2 con probabilidad p y la niumero 3 con probabilidad 1 — p. FEl
concursante, quien conoce los valores de p y q, tiene entonces la opcion de
escoger cualquiera de las dos puertas que se encuentren cerradas. ;Cudl es
la mejor estrategia del concursante para tratar de consequir el automdvil?

EJercicio 11.23. Sean A y B dos eventos independientes tales que la pro-
babilidad de que ocurran simultdineamente es /6 y la probabilidad de que
ninguno ocurra es /3. Encuentre P(A) y P(B).

EJERCICIO I1.24. Sean A y B dos eventos independientes y supongamos
P(A) =3 y P(AUB) = 1—70. Encuentre P(B).

EJerciciO 11.25. Sean A y B dos eventos relativos a un experimento aleato-
rio. Supongamos que P(A) = 0.4, P(AUB) = 0.7 y sea p = P(B). a) sPara
qué valor de p son A y B mutuamente excluyentes? b) ;Para que valor de p
son A y B independientes?

EJERcICIO 11.26. Un experimento aleatorio consiste en lanzar un par de
dados, uno blanco y uno azul. Sea A el evento ‘se obtiene 1 o 2 con el dado
blanco’ y sea B el evento ‘la suma de los numeros que se obtienen es igual
a7’. ;Son A y B eventos independientes? Justifique su respuesta.

EJERCICIO 11.27. Muestre con un ejemplo que es posible tener 3 eventos A,
B y C tales que P(AN BN C) = P(A)P(B)P(C) pero de tal manera que
estos eventos no sean independientes.
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EJercicio 11.28. Se tienen dos dados, uno rojo y uno azul. Un experimento
aleatorio consiste en lanzar el par de dados dos veces consecutivas. Encuentre
la probabilidad de que se obtenga exactamente el mismo resultado en los dos
lanzamientos, es decir, el mismo ndmero con el dado rojo y el mismo nimero
con el dado azul.

EJeRrcIcIO 11.29. Calcule el nimero de lanzamientos de un par de dados
que se requieren para que sea mds favorable obtener por lo menos un par de
seises que no obtenerlo.*

EJercicio 11.30. Calcule el nimero de lanzamientos de tres dados que se
requieren para que sea mds favorable obtemer por lo menos una tercia de
cincos que no obtenerla.

EJjercicio I1.31. Cada una de n urnas contiene N bolas numeradas de 1 a
N. Se extrae una bola al azar de cada urna. Calcule la probabilidad de que
m sea el mds grande nimero extraido, en donde m € {1,...,N}.

EJercicio 11.32. Un experimento aleatorio consiste en lanzar sucesivamen-
te una moneda balanceada hasta que se obtengan dos resultados iguales en
forma consecutiva. Encuentre la probabilidad de que el experimento termine
en el sexto lanzamiento.

EJsercicio 11.33. Una urna contiene 2 bolas negras y 4 bolas blancas. Un
experimento aleatorio consiste en ir seleccionando al azar una bola de la
urna, regresindola después de observar su color, hasta que salgan dos bolas
del mismo color en forma consecutiva. Encuentre la probabilidad de que este
proceso termine antes de la cuarta eleccion.

EJErciciO 11.34. Una mdquina estd compuesta por 4 componentes que fun-
ctonan independientemente uno del otro y que estdn organizados de tal mane-
ra que la mdquina falla inicamente si los 4 componentes fallan. Supongamos
que las probabilidades de que cada componente falle son 0.1, 0.2, 0.25 y 0.3,
respectivamente. ;Cudl es la probabilidad de que la mdquina funcione bien?

EJercicio 11.35. Un componente de una cierta mdquina falla el 20% de las
veces. Con el objeto de disminuir la probabilidad de que la mdquina falle, se

4Este problema fue resuelto en forma correcta en el afio 1654 por Blaise Pascal, siendo
uno de los primeros problemas de probabilidad relativamente complejo que se plante6.
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instalan en la mdquina n de dichos componentes de tal manera que la md-
quina falla unicamente cuando los n componentes fallan. Asumiendo que los
n componentes funcionan de manera independiente, ;cudl es el mds pequeno
valor de n que garantiza que la mdquina funcionard bien el 99 % de las veces?

EJErCcICIO 11.36. Dos equipos A y B van a jugar una serie de juegos de
beisbol. El equipo que gane 2 de 3 juegos gana la serie. El primer juego se
realizard en el estadio del equipo A, el sequndo se hard en el estadio del
equipo B y, en caso de llegar a un tercer juego, el ultimo juego se efectuard
en el estadio del equipo B. Se sabe que cuando juega en su estadio, el equipo
A tiene una probabilidad de ganarle al equipo B igual a 0.7, mientras que
cuando se juega en el estadio del equipo B, la probabilidad de que el equipo
A le gane al equipo B es igual a 0.2. Suponiendo que los resultados de los
juegos son independientes entre si, calcule la probabilidad de que el equipo A
gane la serie.

EJercicio 11.37. En una cierta compaiiia el esquema para aprobar una pro-
puesta es el siguiente: tres personas —A, B y C— analizan la propuesta y
ésta es aprobada unicamente si por lo menos dos de las tres personas dan su
visto bueno. Se sabe que las tres personas analizan cada propuesta en forma
independiente y que las probabilidades de que den su visto bueno ante una
propuesta son 0.3, 0.2 y 0.1, respectivamente. a) sCudl es la probabilidad de
que una determinada propuesta sea aprobada. b) Si se sabe que una propuesta
es aprobada, ;cudl es la probabilidad de que ésta sea aprobada por C?

EJercicio I1.38. En una cierta compania, la toma de decisiones sigue el
esquema que se muestra a continuacion: Cualquier propuesta pasa primero
por A; si la aprueba, entonces la propuesta se pasa a B, C y D; si ya sea
B o D la aprueban, la propuesta pasa entonces a E; st ya sea E o C aprue-
ban la propuesta entonces se pasa a F. La propuesta es aprobada finalmente
dntcamente si €sta llega hasta F y a su vez F' la aprueba. Supongamos que
la probabilidad de que A, C' y F aprueben cualquier propuesta que les llegue
es 0.5, mientras que la probabilidad de que B, D y E aprueben cualquier pro-
puesta que les lleque es 0.7. Supongamos ademds que A, B, C, D, E y F
toman sus decisiones independientemente uno del otro. a) ;Cudl es la pro-
babilidad de que una determinada propuesta sea aprobada? b) Si se sabe que
una propuesta es aprobada, scudl es la probabilidad de que pase por E? c) Si
se sabe que una propuesta es aprobada, scudl es la probabilidad de que pase
por C y éste la apruebe?
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EJsercicio 11.39. Dos personas P y @ juegan a lanzar consecutivamente
una moneda balanceada con la condicion de que cada vez que se obtenga
cara, P gana un punto, mientras que @ lo gana cuando se obtiene cruz.
Cada persona apuesta una cantidad x y convienen en que gana el juego quien
obtenga primero 4 puntos. Supongamos que, cuando el jugador P lleva ganado
un punto y el jugador @ dos puntos, se les pierde la moneda y no pueden
continuar el juego. ;Cdomo deben repartirse las apuestas en ese momento de
manera que se tome en cuenta correctamente el nimero de puntos que lleva
ganado cada uno?

EJeERCICIO 11.40. Sean A y B dos eventos independientes. Demuestre que
también son independientes a) A° y B¢, b) A y B y ¢) A® y B.

EJErciciO 11.41. Sean A, B y C tres eventos relativos a un experimento
aleatorio. ;Cudles de las siguientes aseveraciones son verdaderas?

a) P(B|A)+ P(B¢lA) =1

b) P(B|A) + P(B|A¢) =1

¢) St A y B son independientes, entonces P(ANB|C) = P(A|C)P(B|C).

d) Si P(A|B) = P(B), entonces A y B son independientes.

e) Si P(A) = P(B), entonces P(A|B) = P(B|A).

f) Si P(A|B) = P(B|A), entonces P(A) = P(B).

g) Si P(A) = P(B) = p, entonces P(AN B) < p.

En todos los casos, justifique su respuesta, ya sea demostrando que la

aseveracion es verdadera o dando un contraejemplo que muestre que la ase-
veracion es falsa.

EJERCICIO 11.42. Dos de tres prisioneros son elegidos al azar para ser libera-
dos. El prisionero A pide al guardia que investigue los nombres seleccionados
y que le diga uno de ellos que no sea él mismo. Supongamos que el guardia
acepta hacer lo que le pide el prisionero y que, en caso de que A no vaya a
ser liberado, le dird el mombre del prisionero B con probabilidad p y el del
prisionero C con probabilidad 1 — p. Consideremos entonces los siguientes
eventos:

A: El prisionero A es seleccionado para ser liberado.

B: El guardia informa al prisionero A que el prisionero B va a ser li-
berado.
sSon A y B independientes?
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Eiercicio 11.43. Consideremos la situacion del ejercicio 11.22 y definamos
los siguientes eventos:
A: El automdvil se encuentra detrds de la puerta nimero 1.

B: La puerta abierta que se muestra al concursante es la nimero 2.

¢Son A y B independientes?



III. MUESTREO ALEATORIO

El arte de hacer matematicas consiste en encontrar ese caso
particular que contiene todos los gérmenes de generalidad.

DaviD HILBERT

III.1 MUESTREO ALEATORIO CON REEMPLAZO

SUPONGAMOS que tenemos una poblaciéon de N objetos distintos. Siendo
distintos, podemos pensar en que los N objetos estan marcados de tal manera
que se pueden distinguir uno del otro.! Consideremos entonces el siguiente
experimento: elegimos un objeto al azar de entre los N, anotamos el resultado
y regresamos el objeto seleccionado a la poblacidn; elegimos nuevamente
un objeto al azar de entre los N, anotamos el resultado y regresamos el
objeto seleccionado a la poblacion; este proceso lo continuamos hasta haber
realizado n elecciones. A un experimento aleatorio de este tipo lo llamaremos
un muestreo aleatorio con reemplazo, a los n datos obtenidos los llamaremos una
muestra con reemplazo de tamafio n y al nimero n lo llamaremos el tamafio de
la muestra.

El resultado de un muestreo aleatorio con reemplazo consiste de una
coleccién de n datos, los cuales representan los n objetos que se obtienen en
las n elecciones. Si denotamos a los N objetos de la poblaciéon por y,...,
YN, entonces cada posible resultado lo podemos representar por una eneada
(Yky»--+» Yk, ), en donde cada indice k; es un ntimero entero entre 1 y N y
Yk, es el elemento que se obtiene en la j-ésima eleccion. El espacio muestral
consta asf de N™ elementos.

Como la eleccién de cada una de los objetos se realiza al azar, en cada elec-
cion, cualquiera de las objetos de la poblaciéon tiene la misma probabilidad de

'En un problema real, los N objetos pueden ser indistinguibles para un observador. El
pensarlos como distinguibles es s6lo para fines de entendimiento del modelo y se justifica
por el hecho de que en cualquier caso, aunque pudiendo ser indistinguibles, se trata de N
objetos distintos.

85
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ser elegido, de manera que si, parai € {1,...,N}yj € {1,...,n}, definimos
los siguientes eventos:
B!: en la j-ésima eleccion se obtiene el elemento y;;

se tiene, P(Bg) = + para toda .
Ahora bien, como las n elecciones son independientes entre si, los eventos
de cualquier coleccién Bij (7 € {1,...,n}) son independientes y entonces se

debe de imponer la condicién:

P(Bj, N---NB} ) =P(B;) - P(B}) = 5=

n

Pero las intersecciones B ,il N---NB} representan a los posibles resultados
del experimento aleatorio y entonces se concluye que cada uno de ellos tiene
una probabilidad igual a ﬁ

Conclusion: En un muestreo aleatorio con reemplazo, los N™ posibles
resultados son equiprobables.

Obsérvese que el experimento aleatorio consistente en lanzar n dados, el
cual es equivalente a lanzar n veces el mismo dado, se puede pensar como un
muestreo aleatorio con reemplazo. La poblaciéon consiste de las 6 caras del
dado y la muestra que se obtiene es de tamano n.

EJEMPLO III.1. Un experimento aleatorio consiste en lanzar un par de da-
dos, scudl es la probabilidad de que la suma de los nimeros que se obtienen
sea igual a 97

Solucion

Tratindose de un muestreo aleatorio con reemplazo, cada uno de los 36
posibles resultados del experimento tiene una probabilidad igual a 1/36. Ahora
bien, de los 36 posibles resultados, hay 4 en los cuales la suma es igual a 9,
por lo tanto la probabilidad buscada es igual a 1/9.

Obsérvese que, como estamos interesados unicamente en la suma de los
numeros que se obtienen, independientemente del resultado que se obtenga
con cada dado, podriamos pensar los posibles resultados del experimento como
las diferentes sumas que se pueden obtener. En ese caso el espacio muestral
tendria unicamente 11 elementos, a saber cualquier nimero entero entre 2
y 12. Sin embargo, esto no simplifica el problema pues los elementos de ese
espacio muestral no son equiprobables.

También podriamos pensar los posibles resultados del experimento como
parejas, de tal manera que una pareja (a,b) representara el resultado consis-
tente en la obtencion de a con un dado y b con el otro, sin importar cudl
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resultado especifico se obtiene con cada dado. En este caso, el espacio mues-
tral constaria de 21 posibles resultados, los cuales se describen en la siguiente

figura:
(1,1) (1,2) (1,3)

Ot Ot Ot Ot Ot

(
(
3,3) (
(

1
2
3
4
5

Sin embargo, este método tampoco simplificaria el problema pues nueva-
mente los 21 elementos del espacio muestral no son equiprobables.

El experimento consistente en lanzar dos dados es equivalente al de lanzar
2 wveces el mismo dado y entonces no se trata ya de 2 dados distintos. Sin
embargo, en este caso lo que habria que distinguir no son los dos dados sino
los lanzamientos pues se trata de dos lanzamientos distintos.

II1.2 MUESTREO ALEATORIO ORDENADO SIN REEMPLAZO

Supongamos nuevamente que tenemos una coleccion de N objetos distintos
y consideremos el siguiente experimento aleatorio: elegimos un objeto al azar
de entre los IV; después, sin regresar el primer objeto a la poblacién, elegimos
al azar otro objeto de entre los que restan y asi sucesivamente, hasta tener
elegidos n objetos. A un experimento aleatorio de este tipo lo llamaremos un
muestreo aleatorio ordenado sin reemplazo, a los n datos obtenidos lo llamaremos
una muestra ordenada sin reemplazo de tamafio n y al niimero n lo llamaremos
el tamafio de la muestra.

Como en el caso anterior, el resultado de un muestreo aleatorio sin re-
emplazo consiste de una colecciéon de n datos, los cuales representan los n
objetos que se obtienen en las n elecciones. Si denotamos a los N objetos
de la poblacién por yi,...,ynN, entonces cada posible resultado lo podemos
representar por una eneada (yg,,...,Yx,), en donde cada indice k; es un
nimero entero entre 1 y N y todos ellos son distintos.

Como las elecciones de los objetos se realizan en orden, los posibles re-
sultados son eneadas ordenadas (yx1,-..,Ykn), en donde yy; representa el
resultado de la j-ésima elecciéon; asi, dos eneadas que tengan los mismos
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elementos pero en distinto orden, representan dos resultados distintos. El
espacio muestral consta asi de N(N —1)--- (N —n + 1) elementos.

Denotaremos por (N), al producto N(N —1)--- (N —n + 1) y denomi-
naremos a esta cantidad el namero de ordenaciones de [N objetos tomados de n
en n. Es evidente que se tiene la siguiente relacion:

(V) = 5y

Como la eleccién de cada uno de los objetos se realiza al azar, en cada
eleccion cualquiera de los objetos que quedan de la poblacién tiene la misma
probabilidad de ser elegido, de manera que si, para j € {1,...,n} y k €
{1,..., N}, definimos los siguientes eventos:

Bi: En la j-ésima eleccién se obtiene el elemento yi,
se ti 1 4 q j =1y _ 1
se tiene, P(B}) = + para toda k. Ademas, P(Bij\B,}/,l N-NBj" ) = 5571
para j € {2,...,n}, en donde cada indice k; (i € {1,...,5}) es un namero

entero entre 1 y N y todos ellos son distintos.
Entonces, utilizando la regla del producto, se obtiene:

P(Bj, N---NBL)
=P(B} |Bj, NN Bg:)P(Bg: 1B, NN B,@j) e

P(BY,|By, N By, )P(B,| By, ) P(By,)

__ 1 1.1 1 1 _ 1
“N-ntiN-nt2 TN=2N-1N ~ NON-D)(N—-2)..(N—n+1)

Pero las intersecciones B,il N---NBy representan a los posibles resultados
del experimento aleatorio y entonces se concluye que cada uno de ellos tiene
una probabilidad igual a:

N(N—l)(N—IQ)...(N—n—H)

Conclusion: En un muestreo aleatorio ordenado sin reemplazo, los N(N — 1)
-+« (N —n+ 1) posibles resultados son equiprobables.

EjempLo I11.2. Una urna contiene r bolas rojas y b bolas blancas. Se elige
al azar una bola de la urna, después, sin reemplazar la primera, se elige otra
y asi sucesivamente hasta sacar todas las bolas. Calcule la probabilidad de
que en el j-ésimo paso se saque una bola roja.
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Solucién

Podemos suponer que el proceso se detiene en el j-ésimo paso y entonces
estamos tomando una muestra aleatoria ordenada sin reemplazo de tamano
j, de una poblacion de tamano r + b; asi que, tomando muestras ordenadas,
hay un total de (r + b)j posibles resultados equiprobables. De éstos, aquellos
en los cuales se obtiene una bola roja en el dltimo paso son (r + b — 1)3‘—1 r
pues una bola roja puede ser cualquiera de las r y una vez definida ésta
quedan v +b—1 bolas, de las cuales hay que elegir j — 1. Entonces, llamando
R; al evento en consideracion, se obtiene:

(r+b), - (r+b)(r+b-1)--(r+b—j+1) T r+b

P(Rj) (-1 (rb=1) (r4b=2)--(rb—j+ 1) p

También se puede hacer el razonamiento de la siguiente manera:

Sean ay,...,a, las bolas rojas y ary1,...,ar4+p las bolas blancas. Denote-
mos entonces por si al total de muestras ordenadas sin reemplazo de tamano
r + b en las cuales la bola k se elige en el j-ésimo paso y por s al total
de muestras ordenadas sin reemplazo de tamanio r + b. Se tiene entonces

S1 =82="""=3Sr4p y5251+52+"'+3r+b7 as'[que-'
) — S1tS2+-tSy TS _r
P(RJ) - s  (r+b)s1 — r+b

II1.3 MUESTREO ALEATORIO NO ORDENADO SIN REEMPLAZO

Supongamos nuevamente que tenemos una coleccion de N objetos distintos
y consideremos el experimento aleatorio consistente en elegir al azar un pa-
quete de n objetos de entre los N. A un experimento aleatorio de este tipo
lo llamaremos un muestreo aleatorio no ordenado sin reemplazo, a los n datos
obtenidos lo llamaremos una muestra no ordenada sin reemplazo de tamafio n y
al nimero n lo llamaremos el tamafio de la muestra.

Como en el caso anterior, el resultado de un muestreo aleatorio no orde-
nado sin reemplazo consiste de una colecciéon de n datos, los cuales repre-
sentan los n objetos que se seleccionan. Si denotamos a los IV objetos de la
poblacién por y1,...,yn, entonces como la eleccién de los objetos se realiza
en paquete, cada posible resultado es una eneada no ordenada, es decir,un
subconjunto de tamano n del conjunto {y1,...,yn}. Asi, cada posible resul-
tado puede representarse por {y,,...,Yx,}, en donde cada indice k; es un
numero enteroy 1 <y, <--- <y, < N.
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Como la eleccion de cada uno de los paquetes se realiza al azar, cada uno
de los subconjuntos {yg,, ..., Yk, } tiene la misma probabilidad de ser selec-
cionado, de manera que se concluye que también en un muestreo aleatorio
no ordenado sin reemplazo, los posibles resultados son equiprobables.

Siendo cada posible resultado del experimento un subconjunto de tamaifio
n del conjunto {y1,...,yn}, el nimero de elementos del espacio muestral es
igual al nimero de subconjuntos de tamano n que se pueden obtener de un
conjunto de N elementos. Es bien sabido como calcular este ntimero; aqui
lo podemos obtener argumentando que por cada muestra no ordenada sin
reemplazo de tamaifio n, permutando sus elementos, se obtienen n! muestras

ordenadas sin reemplazo de tamano n, asi que el total de muestras no orde-
N _ N

n! T nl(N-—
es conocida como el namero de combinaciones de N objetos tomados de n

., N
en n, y que se representa con la notaciéon (n)
Este razonamiento muestra de paso una propiedad importante, a saber,

nadas sin reemplazo de tamano n es igual a oI cantidad que

que cuando se tiene un muestreo no ordenado sin reemplazo, la probabilidad
de un evento puede calcularse también asumiendo que el muestreo es ordena-
do. Esto se debe a que, como se dice arriba, por cada muestra no ordenada
sin reemplazo, se obtienen n! muestras ordenadas, las cuales corresponden a
un muestreo ordenado sin reemplazo y, como tanto las muestras ordenadas
como las no ordenadas son equiprobables, el evento formado por las n! mues-
tras ordenadas que corresponden a una muestra no ordenada tiene la misma
probabilidad de ocurrencia que tal muestra no ordenada. De esta manera,
cuando el experimento aleatorio consiste en un muestreo sin reemplazo y se
busca encontrar la probabilidad de un evento en el cual no esta involucra-
do el orden de los elementos de la muestra, no es necesario especificar si el
muestreo se realiza con orden o sin orden pues se obtiene la misma solucién
asumiendo cualquiera de los dos casos.

Obviamente, cuando en el evento cuya probabilidad nos interese calcu-
lar esté involucrado el orden de los elementos de la muestra, necesariamen-
te tenemos que asumir que el muestreo es ordenado y debemos de tomar
como posibles resultados a las posibles muestras ordenadas que puedan ob-
tenerse.

En resumen, hemos visto que en los 3 casos que hemos considerado de
muestreo aleatorio, los posibles resultados del experimento son equiproba-
bles, de tal manera que, de acuerdo con la propiedad de la aditividad finita,
para calcular la probabilidad de un evento cualquiera, relativo al muestreo
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aleatorio en consideracién, basta con determinar el niimero de posibles resul-
tados que lo componen y la probabilidad buscada es entonces el cociente de
ese numero entre el total de posibles resultados.

El siguiente resultado se demuestra facilmente:

PRroPOSICION II1.3. Sean n, N € N con n < N, entonces:
N N
() = (v20)

() + (i) = G

EJEMPLO II1.4. Supongamos que n bolas se van colocando una por una, al
azar, en cualquiera de n cajas. Calcule la probabilidad de que sdlo la caja 1
quede vacia.

Solucion

Consideremos los siguientes eventos:

A: dnicamente la caja 1 queda vacia.

A;: dnicamente la caja 1 queda vacia y quedan dos bolas en la caja i
(ie{2,...,n}).

La colocacion de las n bolas en las n cajas puede interpretarse como un
muestreo sin reemplazo de tamano n, de una poblacion de tamario n, de
manera que se tiene:

P(4;) = W

nmn

Y entonces, P(A) = P(As) + -+ P(Ay) = 000220 ()(n-1)

nm nm

EjempLO I11.5. En una urna hay N tarjetas numeradas del 1 al N. Se toma
una muestra, al azar y sin reemplazo, de tamano n. Calcule la probabilidad
de que el numero mds grande de la muestra sea tgual a k, en donde k > n.

Solucién

El problema se puede resolver de dos maneras distintas:

1lo. Asumiendo que el muestreo es no ordenado, tenemos un total de (ZX)
posibles resultados y éstos son equiprobables. Para que un posible resultado
pertenezca al evento en consideracion se requiere que de la muestra de n
elementos, n — 1 sean numeros entre 1 y k — 1 y uno de ellos sea igual a
k; es decir, n — 1 de ellos se deben elegir como una muestra, no ordenada,

de una poblacion de k — 1 elementos, de las cuales hay un total de (ﬁj), el
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objeto restante se puede elegir de una sola manera. Entonces, llamando A al
evento en consideracion, tenemos:

20. Definamos el evento A como ‘el nimero mds grande de la muestra
es menor o igual a k’, entonces A = A — Ap_1, de manera que, nuevamente
asumiendo que el muestreo es no ordenado:

k k—1 k—1

P(A) = P(4y) — P(Ay_y) = ((N% e R )

EsempLO I11.6. De una poblacion de N objetos se toma una muestra alea-

toria con reemplazo de tamaiio n. Calcule la probabilidad de que todos los
elementos de la muestra sean distintos.

Solucién

En este caso tenemos un total de N™ posibles resultados, los cuales son
equiprobables. De éstos, el niumero de casos en que todos los elementos de
la muestra son distintos es igual al nimero total de muestras ordenadas sin
reemplazo, es decir (N)y,. Entonces llamando A al evento en consideracion,
tenemos:

NMynl (N=n n—
P(A) = (e = Gt = Xzest) — (1 )1 - g

Obsérvese que cuando el tamano de la poblacion es muy grande, com-
parado con el tamano de la muestra, la probabilidad anterior es muy cerca-
na a 1. En otras palabras, cuando el tamano de la poblacion es muy gran-
de, el total de resultados equiprobables en un muestreo con reemplazo es del
mismo orden de magnitud que el total de resultados equiprobables en un
muestreo sin reemplazo. Esto es intuitivamente evidente pues st la pobla-
cion es grande, es de esperarse que ningun elemento se obtenga dos veces o
mds. Este resultado puede interpretarse en el sentido de que para poblaciones
grandes el muestreo con reemplazo y el muestreo sin reemplazo son practicamente
idénticos.

Este ejemplo se presenta en una diversidad de situaciones; como las si-
quientes:

a) Un nimero de 4 cifras se forma eligiendo digitos al azar del conjunto
{0,1,...,9}. 4Cudl es la probabilidad de que los 4 digitos sean distintos? En
este caso, N =10 yn =4, asi que:
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Py =2 _ @ 504
= 107 T 123 T V¢
en donde A es el evento ‘los 4 digitos seleccionados son distintos’.

b) Supongamos que elegir una persona al azar y anotar el dia de su cum-
pleatios es equivalente a elegir al azar un dia de entre los 365 del ano. ;Cudl
es entonces la probabilidad de que en un grupo de 23 personas, elegidas al
azar, todas tengan su cumpleanos en dias distintos?

En este caso, N = 365 y n = 23, ast que:

365
P4y = L) — 0.4907

en donde A es el evento ‘todas las personas seleccionadas tienen su dia de
cumpleanos en dias distintos’.

Esta probabilidad es menor que %; si el grupo fuera de 22 personas obten-
driamos una probabilidad mayor que % (0.5243 ). Entonces, en una poblacion
de 22 personas es mds probable que todas festejen su cumpleanos en dias
distintos, pero, en una poblacion de 23 o mds, es mds probable que coincida
el dia de cumpleanos de por lo menos dos personas.

¢) Un elevador parte con T pasajeros y se detiene en 10 pisos. Si supone-
mos que cada persona desciende del elevador, al azar, en cualquiera de los
pisos, calcule la probabilidad de que todas las personas bajen del elevador en
pisos distintos.

En este caso N =10 yn =17, asi que:

10
CO™ _ 0.06048

P(A) = 107

en donde A es el evento ‘las T personas bajan del elevador en pisos distintos’.

EjempLo III.7. n bolas se encuentran colocadas en n cajas, una en cada
caja. Un experimento consiste en sacar las bolas de la caja y en colocarlas
después, al azar, nuevamente una en cada caja. Calcule la probabilidad de
que, al realizar el experimento, ninguna bola quede en la caja en la que estaba
originalmente.

Solucién

El lector puede intentar calcular esta probabilidad directamente y se dard
cuenta que no resulta tan simple. El uso de la regla de la suma nos facilitard
este cdlculo.

Definamos los siguientes eventos:

A: ninguna bola queda en la caja en la que estaba originalmente.
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B: por lo menos una bola queda en la caja en la que estaba originalmente.
B;: la bola que estaba colocada en la i-ésima caja queda en esa misma caja.
Se tiene B = B1U---U By, entonces usando la regla de la suma, tenemos:

P(B) = P(By) + - + P(By) — P(By N By)
—P(BiNBsg)—--+—P(By—1NBy)+---

Para encontrar P(B), basta entonces con calcular P(B;, N---NB;.) para
cualquier coleccion de indices 1 < i1 <19 < --- < i, <n. Pero B;;N---NB;,
es el evento consistente en que las bolas que estaban colocadas en las cajas
i1,...,4 quedan en su lugar.

Como nos interesa distinguir el lugar que ocupa cada bola, el experimento
aleatorio es equivalente a un muestreo ordenado sin reemplazo en donde tanto
el tamamno de la poblacion como el de la muestra es n. Tenemos entonces un
total de n! posibles resultados, los cuales son equiprobables. De éstos, aquellos
en los cuales las bolas que estaban en las cajas iy, ... ,i, quedan en su lugar,
se obtienen permutando los lugares de las n — r bolas restantes; es decir,
obtenemos (n — r)! resultados favorables al evento B;, N---N By . Entonces:

P(B;, N---NB;) =)

n!

Notemos que esta probabilidad depende sélo del nimero de indices y no
de los indices especificos de que se trata, asi que, como en la expresion que se
obtiene para P(B) hay () sumandos de la forma P(B;,N---NB;, ), utilizando
la regla de la suma, se tiene:

n—1)! n—2)! n\ (n—3)! n n
P<B) = (711)( n!l) B (g)( n!2) + (3)( n!3) -t (_1) = (n)%
= 1!(511)! (n;!l)! - 2!(ﬁ2)! (n;?)! + 3!(7?13)! (n;!g)! -t (_1)%1%
1 n
:%_%_Fg_..._i'_(_l) L
Yy entonces:

PA)=1-PB)=1-h+ -+ + ()%

n!

es la probabilidad buscada.

Podemos encontrar una aprorimacion de esta probabilidad si recordamos
. _ 2 3 . _
la relacion e™ = 1—x+5 — 5+ -+, de la cual se obtiene e = l,—%—i—' e

Entonces, si n es grande, obtenemos:
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P(A) ~ e~ = 0.367879

Es decir, si n es grande, la probabilidad de que ninguna bola quede en la
caja en la que estaba colocada originalmente es aprorimadamente constante e
1gual a 0.368. Obsérvese entonces, en particular, que, con probabilidad mayor
que 1/2, por lo menos una bola queda colocada en la caja donde estaba.

Para n = 6, el resultado ezacto es P(A) = 23 = 0.368056, asi que a
partir de esta n, podemos considerar como buena la aprorimacion.

Este problema se aplica a varias situaciones entre las que se encuentran
las siguientes:

i) 10 parejas, formadas cada una por un hombre y una muger, llegan a
una fiesta y en ella se forman 10 nuevas parejas hombre-mugjer al azar. ;Cudl
es la probabilidad de que ninguna persona quede con la pareja que iba?

ii) Se tienen dos juegos de cartas con 52 cartas cada uno; se van sacando
simultaneamente una carta de cada juego hasta agotar las cartas. ;Cudl es
la probabilidad de que en ninguna ocasion salgan dos cartas iguales?

i11) Una persona escribe n cartas dirigidas a n personas distintas, mete
cada carta en un sobre y, finalmente, escribe al azar las direcciones de las n
personas, una en cada sobre. ;Cudl es la probabilidad de que por lo menos
una de las cartas llegue a la persona para quien fue escrita?

EJeEMPLO I11.8. Dos personas Py @Q juegan a lanzar consecutivamente una
moneda balanceada con la condicion de que cada vez que se obtenga cara,
P gana un punto, mientras que @ lo gana cuando se obtiene cruz. Cada
persona apuesta una cantidad x 1y convienen en que gana el juego quien
obtenga primero n puntos. Supongamos que cuando al jugador P le faltan
r puntos para ganar y al jugador () s puntos, se les pierde la moneda y
no pueden continuar el juego. ;Cdomo deben repartirse las apuestas en ese
momento de manera que se tome en cuenta correctamente el nimero de
puntos que lleva ganado cada uno?

Solucién

Se trata de calcular, en la situacion dada, la probabilidad que cada jugador
tiene de ganar y entonces la reparticion de apuestas debe ser en la misma
proporcion que las respectivas probabilidades.

Para calcular la probabilidad buscada, se pueden obtener todas las posibles
combinaciones de juegos ganados y perdidos que conducen a la victoria de
cada jugador; la probabilidad de cada una de ellas puede obtenerse mediante
la propiedad de independencia y entonces la probabilidad que cada jugador
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tiene de ganar se obtiene aplicando la propiedad de la aditividad finita. Sin
embargo, si bien la ldgica de este método es bastante simple, no conduce
fdacilmente a una formula que resuelva el problema de manera general. Vamos
a ver que planteando el problema como un problema de muestreo se obtiene
una solucion general y muy simple.

Observemos que en la situacion dada, para que alguno de los dos gane el
juego mecesitarian lanzar la moneda a lo mds r + s — 1 veces. Asi que con-
sideremos el experimento consistente en jugar ese numero de lanzamientos.
Este experimento tiene un total de 2151 posibles resultados, los cuales son
equiprobables y cada uno de ellos se puede representar mediante una serie de
letras del tipo (P, P,Q,B,Q,Q,...), en donde P y Q significa que el juga-
dor Py @ ganan el correspondiente lanzamiento, respectivamente. De estas
series, aquellas que tengan por lo menos r veces la letra P representan resul-
tados favorables al triunfo de P y aquellas que tengan por lo menos s veces
la letra @ representan resultados favorables al triunfo de Q.

Pero de entre todas las posibles series de r + s — 1 letras, el numero de
aquéllas en las que hay exactamente k veces la letra P es igual al nidmero de
combinaciones de r + s — 1 objetos tomadas de k en k, es decir (T+2_1). Por
lo tanto, el total de resultados favorables al triunfo de P es:

(D) e+ ()

r

y el total de resultados favorables al triunfo de Q es:

r+s—1 r+s—1 +s—1
( i )+( sil )+"'+(:+§—1)
Entonces st p es la probabilidad de que P gane y q la probabilidad de que
Q@ gane, tenemos:
+s—1 +s—1 +s—1
(T . ) + (Trj-l ) +oot (:+§—1)

r

p= or+s—1
(D) e+ (D)
9= or4s—1

Ast que, la reparticion de las apuestas debe ser como p : q.

Este problema tiene una gran importancia desde el punto de vista histori-
co pues con base en €l se desarrollaron algunos métodos de solucion de pro-
blemas de probabilidad. El método que dimos aqui es debido a Fermat (1654),
inmediatamente después, Pascal, usando otro método, encontrd la siguiente
regla, la cual es sorprendente por su simplicidad y elegancia.
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La regla de Pascal estd basada en el llamado tridngulo aritmético, el cual
se construye de la siguiente manera:

1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1
1 6 15 20 15 6 1
1 7 21 35 35 21 7 1

Cada elemento de un renglon se obtiene sumando los dos elementos ad-
yacentes del renglon anterior.

Entonces si a P le faltan r puntos y a Q s puntos, para determinar como
debe ser la reparticion de las apuestas, tomese del tridngulo aritmético el ren-
glon que tenga v+ s elementos. Si H es la suma de los primeros s elementos
y G es la suma de los r ultimos, la reparticion de las apuestas entre P y G
debe ser en la proporcion H : G.

Para demostrar lo anterior observemos que ((1)) = (}) =1, as? que, gracias
a la relacion (}) + (kil) = (Zii), el tridngulo aritmético puede expresarse
de la siguiente manera:

De esta manera, si consideramos el renglon del tridngulo aritmético con
r + s elementos, la suma de los primeros s elementos resulta ser (TJFS*l) +
r+s—1 r+s—1\ __ (r+s—1 r+s—1 r+s—1
( 1 ) +ot ( s—1 ) 7 ( r )++ (1r+1 )++ 1+ (r+s—1)+y ZICL suma de los
1L rTTS8— TTS8— rT+s—
ultimos r elementos resulta ser ( . ) + ( st1 ) +- (T+S_1), Yy entonces,
efectivamente, de acuerdo al resultado obtenido previamente, la reparticion

de las apuestas debe realizarse proporcionalmente a estas sumas.



98 INTRODUCCION A LA TEORIA DE LA PROBABILIDAD

EJEMpLO II1.9 (Probabilidades de tipo binomial) Una poblacion contiene r
objetos de tipo I y s objetos de tipo II. Se toma una muestra aleatoria con
reemplazo de tamario n y queremos calcular la probabilidad de que la muestra
contenga exactamente k objetos de tipo I, en donde k < n.

Podemos razonar como sigue: k objetos de tipo I yn—k de tipo II pueden
obtenerse de diferentes maneras, por ejemplo, si los primeros k son de tipo
I y los restantes de tipo II, si los primeros k — 1 y el k + 1 son de tipo 1
y los restantes de tipo I, etc., es decir, hay tantas maneras como maneras
hay de elegir k lugares de entre los n, lo cual es igual a (Z) De acuerdo con
la regla del producto, cada uno de estos casos tiene una probabilidad igual a

k n—=k
(L) <i> , de manera que si llamamos Ay al evento en consideracion,
r+s r+s

se obtiene finalmente, para k € {0,1,2,...,n}:

k n—k
P = () (%) (%)

EJjempLO II1.10 (Probabilidades de tipo hipergeométrico) Una poblacion con-
tiene T objetos de tipo I y s objetos de tipo II. Se toma una muestra aleatoria
stn reemplazo de tamano n y queremos calcular la probabilidad de que la
muestra contenga exactamente k objetos de tipo I, en donde k <n, k <r y
n—k<s.

Como ya se menciond antes, se obtiene el mismo resultado independien-

temente de que el muestreo sea ordenado o no. Asumiendo que el muestreo

r+s

n

equiprobables. De éstos, el total de casos en los cuales se obtienen k obje-
T

tos de tipo I y n — k objetos de tipo II es igual a (k) (nik) De manera que,
llamando By, al evento en consideracion, se obtiene:

(1) (a2 s)

(r+s) A

n

es no ordenado, tenemos un total de ( ) posibles resultados, los cuales son

P(By) =

Es interesante comparar las probabilidades obtenidas en los dos casos
anteriores. Esperariamos que si r y s son grandes, estas probabilidades se
parezcan. En efecto, se puede demostrar la siguiente relacion:

r s r4s

(1—5)% (1= 2=£y""F p(4y) < P(By) < (1 - L>_” P(A)

Asi que si r y s son grandes comparados con ny k, P(Ay) ~ P(Bg). Es
decir, nuevamente obtenemos que, para poblaciones grandes, practicamente
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no hay diferencia entre el muestreo con reemplazo y el muestreo sin reem-
plazo.

I1I.4 COEFICIENTES BINOMIALES

La cantidad (]X ) aparece en numerosos lugares, de ahi la importancia de
estudiar algunas de sus propiedades.
En primer lugar, la definicién se puede extender como sigue:

DEFINICION III.11 (Coeficientes binomiales) Sean z € R y m € Z, entonces
definimos:

2(z—1)(2—2)-(z—m+1)

g stm >0
(:1)2 1 stm =0
0 stm <0

También definimos 0! = 1.
Obviamente, cuando z y m son enteros no negativos, entonces:

(Z):{Trﬂ(im)' SimSZ

0 siz<m
Ademas, en este caso se tiene () = (, 7 ).

PROPOSICION I11.12. Para cualesquiera z € R y m € Z, se tiene:
a) (1) = (=07 (")
b) () + (i) = (50)

Demostracion

a) (z) _ 2(=1)(z=2)-(z=m+1) _ (_1)m—z(l—z)(2—z)~-(m—1—z)

— (_1)m (m;'rllfz) .

b) Para m > 0, se tiene:

() + () = et | et
z(z—l)(z—izi.-(z—m—i-l) {1 + fn__:ﬂ _ (Z+1)Z(Z_1()m(24:12))1m(z_m+1)
= (i)
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Param =0, (?) + (mil) =z+1= (ZH)

m—+1
Param = —1, () + (,,51) = 1= (7}1)
Param < =1, (1) + (,,51) = 0= (311) -

PROPOSICION II1.13 (Teorema del binomio) Sean t,z € R, entonces:

( ) >io (P)t* para cualquier t € R siz € {0,1,...}
1+1)* =

Soro (P)tF para |t] < 1 en otro caso
Demostracion

Desarrollando la funcién f(z) = (1 4 t)* en serie de Taylor alrededor de
0, se obtiene:

(0.)
(1+1t)*= > %tk — 142t + Z(Z2Tl)t2 + z(z—13)!(z—2)t3 I
k=0

(1)t

18

=@+ Ot+ P+ + =

k=0

Siz e {0,1,...}, entonces (Z) = 0 para cualquier entero k > z, asi que:
la serie converge para cualquier t € Ry >0 (F)tF = S5 (F)t".
Si z ¢ {0,1,...}, entonces el radio de convergencia R de la serie esta

dado por:
z z(z—1)--(z—k+1)
e k+1
k~~>00 (k+1) k~~00 S (o T k~soo |2 — k
Asi que la serie converge para [t| < 1. ]

COROLARIO II1.14 (Teorema del binomio de Newton) Sia y b son dos nime-
ros reales cualesquiera y n € N, entonces:

(a+b)" = >0, (p)a"on*

COROLARIO II1.15. Si a y b son dos nimeros reales tales que ‘%‘ <1luy
z € R, entonces:

(a+b)* =32, (7)a"b=—F
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ProprosICION III1.16. Sean n,m € N, entonces:
Sk K () = n2n e 0 () S R ()
Demostracion
S KM (R) = Y BT IW nY o1 k"M 1(2:})
=n g [k =D+ 1" (D)
=N o [1 +2 " (k- 1)]1 (:-1)
=nY 1 (i i)"‘”Zk DG ')(k—l) (Vy)
o (

) e s (R

:n2"—1+n22”;1 (m 1) Sors lkﬂ(" 1) ]
COROLARIO II1.17. Sea n € N, entonces:
a) D= 0( ) =2"
b) i1 k() =n2"!
¢) Y1 K°(3) = (n® +n)2n2
d) Yiaa K (5) = (0 + 3n%) 2777

Demostracion
a) Resulta de aplicar el teorema del binomio de Newton para a = b= 1.

b) ZZ:l k(n) — pan— 1 +”Z] ) (m 1) Zn 1 k] (n 1) n2n71

¢) Yho K1) = n2" 4 n 3Rt k(") = n2n 4 n(n — 1)2n 2
= (n? +n)2n 2

@) Spo k() = n2n o 2000 k() + TR ()]

=n2""142n(n—1)2""2+n%(n—1)2""3 = (n® + 3n?) 273
]

PROPOSICION IT1.18. 37 (—1)Fk™(}) = 0, para cualesquiera n,m € N,
conn >m.
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Demostracién
La demostracién es por induccién sobre m.
Para n > 1, se tiene:

Sroa (“DFR () = Sk (“DF gt = —n Sre (DR ()
= (-1 (%) = —n(=1+ 1" =0

Supongamos ahora que > p_,(—1)*k7(}) = 0 para cualquier j < m y
cualquier n > j, entonces, para n > m + 1, se tiene:

S o (—DRE(E) = S (LR (k= 1) + 1™ g
=—ny (1)t 2o (m)( —1)7(5 1)
= =37 (7) Ziso (DR (M) = 0 .

III.5 EJERCICIOS

EJercicio I11.1. Demuestre las siguientes relaciones:
a) 35 () = (i)
b) o (") = ()
¢) Yk=o () (:7) = ("7")
4) o (1) = ()
¢) Sk (1) () = ()2
1) X () (k) = (;2)
9) S (DR () () =
h) iR (o ’z) =0
en donde m,n,r € N.

EJERcIcIO II1.2. Demuestre que:

-1 1 -
SR =k [ ) = (e 1) = P () S, K
para cualesquiera n,m € N.
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Sugerencia: Utilice la relacion

B = (k= 1) + 1™ = 14 S (M (k- 1))

EJercicio II1.3. Utilice el resultado del ejercicio anterior para demostrar
las siguientes relaciones:

a) Yoy k=gn(n+1)

b) S K2 =1n(n+1)(2n+1)

¢) Yhoi k= in* (n+1)°

d) S k= &n(n+1)(2n+1) (302 +3n - 1)
en donde n € N.

EJERCICIO II1.4. De una poblacion de N objetos, bi,...,bn, se toma una
muestra aleatoria ordenada sin reemplazo de tamanion. Dado k € {1,..., N},
calcule la probabilidad de que by se encuentre en la muestra.

EJERCICIO II1.5. Se tienen 2 urnas, cada una de las cuales contiene 10 bolas
numeradas del 1 al 10. Un experimento aleatorio consiste en seleccionar al
azar una bola de cada urna. Calcule la probabilidad de que los nimeros de
las dos bolas seleccionadas difieran por 2 o mds.

EJercicio II1.6. Un experimento aleatorio consiste en lanzar 3 dados sobre
una mesa, uno de los dados es rojo, otro azul y el otro blanco. ;Cudl es la
probabilidad de que a) los 3 nimeros que se obtienen sean distintos? b) b) el
numero que se obtiene con el dado azul sea igual a la suma de los nimeros
que se obtienen con los otros dos dados?

Ejercicio I11.7. Una urna contiene 8 bolas rojas, 7 bolas negras y 10 bo-
las blancas. Un experimento aleatorio consiste en seleccionar, al azar y con
reemplazo, 3 bolas de la urna. Calcule la probabilidad de que a) las 3 bo-
las seleccionadas sean del mismo color y b) por lo menos una de las bolas
seleccionadas sea blanca.

EJercicio II1.8. 5 personas suben a un elevador en la planta baja de un
edificio de 10 pisos. Supongamos que cada persona puede bajar en cualquiera
de los 10 pisos con la misma probabilidad. Calcule la probabilidad de que a)
por lo menos una persona baje del elevador después del piso 5 y b) las 5
personas bajen del elevador en pisos distintos.
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EJercicio I11.9. Sabiendo que al lanzar un par de dados se obtiene una
suma igual a 6, jcudl es la probabilidad de que uno de los nimeros que se
obtienen sea el 17

EJercicio II1.10. Un experimento aleatorio consiste en lanzar un par de
dados. Sabiendo que como resultado del experimento se obtienen dos niumeros
distintos, scudl es la probabilidad de que uno de esos niumeros sea el 47

Eisercicio I11.11. Un experimento aleatorio consiste en seleccionar, al azar
y con reemplazo, 2 bolas de una urna, la cual contiene 3 bolas blancas vy 2
bolas negras. Si se sabe que las dos bolas seleccionadas son del mismo color,
scudl es la probabilidad de que las dos sean blancas?

EJjercicio II1.12. Un experimento aleatorio consiste en lanzar un dado 10
veces. Si se sabe que se obtiene por lo menos un 6, scudl es la probabilidad
de obtener dos o mds nimeros 6%

EJERrcicio I11.13. Un dado se lanza 10 veces. Suponiendo que en 6 ocasio-
nes se obtiene un niumero entre 1 y 4 (inclusive), ;cudl es la probabilidad de
que se obtenga por lo menos una vez el numero 17

EJERrcIcIO II1.14. Un dado es lanzado 3 wveces. Si se sabe que se obtiene
al menos una vez el niumero 6, scudl es la probabilidad de que se obtenga
exactamente una vez el nimero 67

EJERrcIcIO II1.15. Un dado se lanza 5 wveces. Sabiendo que los 5 nidmeros
que se obtienen son distintos, j;cudl es la probabilidad de que entre ellos no
esté el numero 67

EJERrcIcIO II1.16. Se van colocando al azar bolas, una a una, en cualquiera
de N cajas, hasta que alguna caja llegue a tener 2 bolas.;Cudl es la probabi-
lidad de que el proceso termine en el paso n?

EJErCcIcIO I11.17. Se seleccionan, al azar y con reemplazo, 3 tarjetas de una
urna que contiene N tarjetas numeradas del 1 al N. Encuentre la probabili-
dad de que el menor de los nimeros seleccionados sea igual a 2.

EJErcIcIO I11.18. Se seleccionan, al azar y con reemplazo, 4 tarjetas de una
urna que contiene N tarjetas numeradas del 1 al N. Encuentre la probabili-
dad de que el mayor de los nimeros seleccionados sea igual a N.
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EJercicio I11.19. Se seleccionan, al azar y con reemplazo, 10 tarjetas de
una urna que contiene N tarjetas numeradas del 1 al N. Encuentre la pro-
babilidad de que a) el menor de los nimeros seleccionados sea igual a k y b)
el mayor de los numeros seleccionados sea igual a k, en donde k < N.

EJercicio I11.20. Antonio y Luis forman parte de un grupo de 12 personas,
las cuales ocupan al azar 12 sillas que se encuentren formando un circulo.
s Cudl es la probabilidad de que queden exactamente 4 personas entre Antonio
y Luis en el arco que va de Antonio a Luis en direccion positiva?

EJErciciO 111.21. Antonio y Luis forman parte de un grupo de n personas
(n > 2), las cuales ocupan al azar n sillas que se encuentren formando un
circulo. ;Cudl es la probabilidad de que a) Antonio y Luis queden sentados
uno al lado del otro? y b) queden exactamente k personas entre Antonio y
Luis?

EJiercicio I11.22. n personas se sientan al azar en n sillas alrededor de
una mesa redonda. Encuentre la probabilidad de que las personas A, By C
queden juntas, con A a la derecha de B y C a la izquierda de B.

EJjercicio 111.23. Los nimeros 1,...,n (n > 3) se colocan uno después del
otro en un orden aleatorio. Encuentre la probabilidad de que los nimeros 1,
2 y 3 queden colocados juntos y ordenados en forma creciente.

EJercicio I11.24. Juan y Pedro forman parte de un grupo de 10 personas,
las cuales ocupan al azar 10 sillas que se encuentren en hilera. sCudl es la
probabilidad de que queden exactamente 2 personas entre Juan y Pedro?

EJjercicio I11.25. 5 hombres y 5 mujeres se sientan al azar en 10 sillas
colocadas en hilera. Encuentre la probabilidad de que por lo menos una de
las personas quede sentada junto a otra del mismo sexo.

EJercicio 111.26. Un tablero circular se divide en tres zonas acotadas por
circulos concéntricos de radios /3, 1/2 y 1, respectivamente. Si se hacen tres
disparos al azar sobre el tablero, ;cudl es la probabilidad de que cada zona
reciba uno de los disparos?

EJercicio I11.27. Cada una de n bolas se coloca al azar en una de n cajas.
Encuentre la probabilidad de que exactamente una de las cajas quede vacia.
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EJercicio I11.28. n bolas se encuentren colocadas en n cajas, una en cada
caja. Un experimento consiste en sacar las bolas de la caja y en colocarlas
después, al azar, nuevamente una en cada caja. Calcule la probabilidad de
que al realizar el experimento, exactamente k bolas queden en las cajas en
las que estaban originalmente.

EJercicio I11.29. 10 parejas, formadas cada una por un hombre y una mu-
jer, llegan a una fiesta y en ella se forman 10 nuevas parejas hombre-muger
al azar. ;Cudl es la probabilidad de que a) ninguna persona quede con la
pareja que iba? y b) a lo mds 2 parejas queden formadas como lo estaban
originalmente?

EJercicio I11.30. Una persona escribe n cartas dirigidas a n personas dis-
tintas, mete cada carta en un sobre y, finalmente, escribe al azar las direccio-
nes de las n personas, una en cada sobre. Encuentre la probabilidad de que
por lo menos una de las cartas llegue a la persona para quien fue escrita.

EJercicio I11.31. Una urna contiene 4 bolas blancas, 4 rojas y 4 azules. Se
van seleccionando bolas de la urna, una a una y sin reemplazo, hasta obtener
en forma consecutiva dos bolas del mismo color, o hasta que se agoten las
bolas de la urna. Encuentre la probabilidad de que este proceso termine en la
quinta eleccion.

EJercicio 111.32. Tres urnas contienen bolas blancas y negras; la primera
2 blancas y 3 negras, la sequnda 2 blancas y 2 negras y la tercera 3 blancas y 1
negra. Se transfiere una bola de la primera a la segunda urna, después una de
la sequnda a la tercera y, finalmente, una de la tercera a la primera, siendo
todas las transferencias al azar. ;Qué composicion de bolas en la primera
urna, después de las transferencias, es la mds probable?

EJercicio 111.33. Una urna contiene r bolas rojas y b bolas blancas. Se
elige al azar una bola de la urna, después, sin reemplazar la primera, se elige
otra y asi sucesiwvamente hasta sacar n bolas. Calcule la probabilidad de que
en el j-ésimo paso se saque una bola roja sabiendo que la muestra contiene
s bolas rojas.

EJercicio 111.34. En una wrna hay N tarjetas numeradas del 1 al N. Se
van seleccionando al azar las tarjetas de la urna, una a una y sin reemplazo,
hasta que se seleccionan todas. Para k € {1,...,N}, sea Ay el evento ‘el
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numero de la k-ésima tarjeta seleccionada es mayor que los niumeros de las
seleccionadas previamente’. Encuentre la probabilidad de cada evento Ay y
demuestre que los eventos Aq, ..., A, son independientes.

EJjercicio I11.35. Una urna contiene 20 bolas numeradas del 1 al 20. Se
seleccionan 2 bolas, al azar y sin reemplazo. Encuentre la probabilidad de
que los dos nimeros de las bolas seleccionadas difieran por 3 o mds.

EJsercicio I11.36. Se eligen al azar dos nimeros del conjunto {1,...,n}.
Encuentre la probabilidad de que uno de los nimeros seleccionados sea menor
que k y el otro sea mayor que k, en donde 1 < k < n.

EJErcicio I11.37. Un experimento aleatorio consiste en seleccionar, al azar
y sin reemplazo, 3 bolas de una urna, la cual contiene 6 bolas blancas y 4
bolas negras. Si se sabe que las tres bolas seleccionadas son del mismo color,
scudl es la probabilidad de que las tres sean blancas?

EJERCICIO I11.38. De una urna que contiene 6 bolas blancas y 4 bolas rojas
se seleccionan, sin reemplazo, 4 bolas al azar y se transfieren a una seqgunda
urna, la cual se encuentre vacia. Inmediatamente después, se seleccionan, al
azar y sin reemplazo, dos bolas de la sequnda urna. Sabiendo que entre las
4 bolas que se transfieren hay por lo menos 2 blancas, calcule la probabilidad
de que las dos bolas seleccionadas de la seqgunda urna sean ambas blancas.

EJjercicio I11.39. Un experimento aleatorio consiste en seleccionar, al azar
y sin reemplazo, 3 bolas de una urna, la cual contiene 6 bolas negras y 4 bolas
blancas. Si se sabe que al menos una de las bolas seleccionadas es negra, ;cudl
es la probabilidad de que las 3 sean negras?

EJercicio 111.40. De una urna que contiene 4 bolas rojas y 6 blancas se
seleccionan, al azar y sin reemplazo, dos bolas; inmediatamente después se
selecciona al azar una de las bolas restantes. ;Cudl es la probabilidad de que
la tercera bola seleccionada sea roja si se sabe que entre las dos primeras hay
por lo menos una roja?

EJERcIcIO [11.41. Cada una de dos urnas contiene N bolas numeradas del
1 al N. De cada una de las cajas se toma una muestra de tamano n sin
reemplazo. Calcule la probabilidad de obtener exactamente k bolas con el
mismo numero.
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EJercicio 111.42. Cada una de N personas estaciona su automovil en uno
de N lugares consecutivos para ser atendidos en una oficina. El automdovil
de una persona A no queda en minguno de los extremos y antes de A son
atendidas n personas, cada una de las cuales retira su auto. Asumiendo que
las N personas son atendidas al azar, scudl es la probabilidad de que a) A
encuentre desocupados los dos lugares contiguos a su auto? y b) A encuentre
ocupados los dos lugares contiguos a su auto?

EJErciciO 111.43. Pedro es un arquero y se sabe que, al disparar una flecha,
la probabilidad de que ésta de en el blanco es igual a 9/10. Si Pedro realiza
6 lanzamientos de manera independiente, a) scudl es la probabilidad de que
acierte en el blanco por lo menos una vez? b) Sabiendo que, de los 6 dispa-
ros, acierta en el blanco por lo menos una vez, jcudl es la probabilidad de
que acierte en el blanco por lo menos dos veces?

Ejercicio 111.44. Una urna contiene 6 bolas rojas y 4 bolas blancas. Un
experimento aleatorio consiste en seleccionar, al azar y con reemplazo, 20
bolas de la urna. Encuentre la probabilidad de que se obtengan por lo menos
4 bolas rojas en la muestra.

EJercicio 111.45. Una urna contiene 8 tarjetas marcadas con nimeros po-
sittvos y 10 tarjetas marcadas con niumeros negativos. Un experimento alea-
torio consiste en seleccionar, al azar y con reemplazo, 4 tarjetas de la urna.
Encuentre la probabilidad de que el producto de los 4 nimeros que se obtienen
sea positivo.

EJercicio 111.46. Calcule la probabilidad de obtener exactamente k veces 6
en n lanzamientos de un dado.?

EJERCICIO I11.47. Un lote contiene n articulos. Si se sabe que r articulos
son defectuosos y se inspeccionan uno por uno en un orden aleatorio, ;cudl
es la probabilidad de que el k-ésimo articulo (k > r) inspeccionado sea el
dltimo defectuoso en el lote?

2Este problema fue uno de los primeros problemas de probabilidad que se plantearon.
En las primeras soluciones no era evidente la relacién que habia con el desarrollo de un
binomio, ésta fue encontrada méas tarde. Gracias a esta relacion, este tipo de probabilidades
adquirié una gran importancia en el desarrollo posterior de la teoria de la probabilidad
(como puede verse en el capitulo siguiente) y actualmente sigue siendo uno de los tipos
principales.
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Esercicio 111.48. Una urna contiene 8 bolas rojas, 7 bolas negras y 10 bo-
las blancas. Un experimento aleatorio consiste en seleccionar, al azar y sin
reemplazo, 3 bolas de la urna. Calcule la probabilidad de que a) las 3 bo-
las seleccionadas sean del mismo color y b) por lo menos una de las bolas
seleccionadas sea blanca.

EJercicio I11.49. De una urna que contiene 10 bolas rojas, 10 bolas negras
y 10 bolas blancas, se seleccionan 2 bolas al azar y sin reemplazo. Calcule la
probabilidad de que las dos bolas seleccionadas sean de distinto color.

EJercicio I11.50. Una urna contiene 6 tarjetas marcadas con nimeros po-
sitivos y 8 tarjetas marcadas con numeros negativos. Un experimento alea-
torio consiste en seleccionar, al azar y sin reemplazo, 4 tarjetas de la urna.
Encuentre la probabilidad de que el producto de los 4 nimeros que se obtienen
sea positivo.

EJercicio I11.51. Una urna contiene 16 bolas rojas y 14 bolas blancas. Un
experimento aleatorio consiste en seleccionar, al azar y sin reemplazo, 10 bo-
las de la urna. Encuentre la probabilidad de que se obtengan a lo mds 4 bolas
70jaS.

EJercicio 111.52. En una fdabrica hay 35 trabajadores por contrato, de los
cuales 20 laboran en el turno matutino, y 40 con definitividad, de los cuales
25 laboran en el turno matutino. En una asamblea de todos los trabajadores,
se forma una comision eligiendo 6 personas al azar. ;Cudl es la probabilidad
de que queden representados en la comision los 4 sectores de trabajadores?

EJERcICIO II1.53. En una rifa se reparten n boletos, de los cuales m obten-
drdn algin premio. Encuentre la probabilidad de que una persona, que tiene
k boletos, obtenga por lo menos un premio.

EJercicio 111.54. Un grupo de 2N ninos y 2N ninas se divide en dos gru-
pos de 2N personas cada uno. Encuentre la probabilidad de que cada grupo
contenga el mismo numero de ninos que de ninas.

EJercicio 111.55. Una urna contiene 4 bolas rojas, 6 bolas negras y 8 bolas
blancas. Un experimento aleatorio consiste en seleccionar, al azar y sin re-
emplazo, 4 bolas de la urna. Calcule la probabilidad de que se obtengan por
lo menos 2 bolas blancas en la muestra.






IV. COMBINANDO LAS REGLAS BASICAS

Sea que sobrevengan “espontidneamente” o que sean “indu-
cidas artificialmente”, las mutaciones aparecen siempre al
azar. Nunca se encuentra alguna relaciéon entre su produc-
cion y las condiciones externas, ninguna direccién dada por
el medio.

FrRANGOIS JACOB

Los eventos elementales iniciales que abren la via de la
evolucion a esos sistemas intensamente conservadores que
son los seres vivos, son microscopicos y fortuitos... Pero
una vez inscritos en la estructura del ADN, el accidente
singular y como tal esencialmente impredecible ser4 meca-
nicamente y fielmente replicado y traducido. .. Sacado del
reino del azar puro, entra en el de la necesidad, el de las
certidumbres méas implacables.

JACQUES MONOD

IV.1 REGLA DE LA PROBABILIDAD TOTAL

EL PRINCIPAL METODO para calcular probabilidades consiste en la utiliza-
cion de las reglas de la suma y del producto. Si uno quiere calcular la proba-
bilidad de un evento complejo, se busca expresar ese evento como una unién
o una interseccién de eventos més simples; de preferencia, eventos mutua-
mente excluyentes para el caso de una unién y eventos independientes para
el caso de una interseccion.

En la mayor parte de los casos, las reglas de la suma y del producto se
utilizan simultdneamente, expresando el evento cuya probabilidad se quiere
calcular, primero como una unién de intersecciones mutuamente excluyentes
y, después, calculando la probabilidad de cada interseccién utilizando la regla
del producto.

111
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Este método para calcular probabilidades se expresa en lo que se llama
la regla de la probabilidad total, tema que se expone a continuacién.

DEFINICION IV.1 (Particién de un espacio muestral) Se dice que una colec-
cion de eventos de probabilidad positiva Ay, ..., A, forman una particion del
espacio muestral si éstos son mutuamente excluyentes y A1 U---U A, = Q.

PROPOSICION IV.2 (Regla de la probabilidad total) Sean B un evento cual-
quiera y A1, ..., A, una particion del espacio muestral, entonces:

P(B)=P(B|A)P(A))+...+ P(B| A,)P(4,)
Demostracion
Los eventos BN Ay,...,B N A, son mutuamente excluyentes y B =
(BNA)U---U(BNA,), asi que, usando la regla de la suma primero y
después la del producto, obtenemos:
P(B)=P[(BNnA;)U---U(BNA,)
=P(BNA)+---+P(BNA,)
= P(B[A)P(A1) + -+ P(B | An)P(An) "
EsempLO IV.3. Una urna contiene 2N bolas numeradas del 1 al 2N. Un
experimento consiste en elegir al azar una bola de esa urna, dejandola fuera,

y después, en elegir al azar una sequnda. Calcule la probabilidad de que la
suma de los numeros elegidos sea par.

Solucién

Consideremos los siguientes eventos:

B : la suma de los dos numeros elegidos es par.
A1 : el ndmero de la primera eleccion es par.

As : El nimero de la primera eleccion es impar.

Usando la regla de la probabilidad total, obtenemos:
P(B) = P(B| A1)P(A1) + P(B | A2)P(A2) = 3= 3% + ax=rax

_ N-1
T 2N-1

EiemMPLO IV.4. Una urna contiene r bolas rojas y s bolas blancas; otra urna
contiene a bolas rojas y b bolas blancas. Una bola elegida al azar es transferida
de la primera urna a la sequnda vy, después de esto, se extrae al azar una
bola de esta ultima. ;Cudl es la probabilidad de que esta bola sea roja?
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Solucién
Consideremos los siguientes eventos:
Aq . la bola transferida de la primera urna en la sequnda es roja.
Ao . la bola transferida de la primera urna en la sequnda es blanca.
B : la bola extraida de la seqgunda urna es roja.

Usando la regla de la probabilidad total, obtenemos:

P(B) = P(B | A\)P(A1) + P(B | Ay)P(43) = 0, 1 g a5

_ r(a+1l)+as
— (r+s)(a+b+1)

EJEMPLO IV.5. Se tienen 3 escritorios, cada uno con dos cajones. El primer
escritorio contiene una moneda de oro en cada cajon; el seqgundo contiene
una moneda de oro en un cajon y una de plata en el otro; el tercero contiene
una moneda de plata en cada cajon. Se elige un escritorio al azar, se abre
un cajon y después el otro. Calcule la probabilidad de que el sequndo cajon
contenga una moneda de oro bajo la hipotesis de que el primero contiene una
moneda de oro.

Solucién

Consideremos los eventos siguientes:

Aq . se elige el primer escritorio.

Ay . se elige el seqgundo escritorio.

As : se elige el tercer escritorio.

B : el primer cajon que se abre contiene una moneda de oro.

A : el seqgundo cajon contiene una moneda de oro.

Entonces:

P(ANB P(A i
P(A| B) = "5 = maaypian s PP = 130T =

win

Podria pensarse que dado que el primer cajon que se abre contiene una
moneda de oro, solo hay dos posibilidades para el otro cajon, entonces la
probabilidad de que el sequndo cajon contenga una moneda de oro deberia
ser de 1/2. Sin embargo, ese razonamiento es incorrecto; en realidad hay
3 posibilidades (igualmente probables) de elegir un cajon con una moneda de
oro y de ellas 2 son favorables al evento en consideracion.

EJEMPLO IV.6 (Urna de Polya) Una urna contiene bolas rojas y blancas. Un
experimento aleatorio consiste en seleccionar sucesivamente una bola al azar
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de la urna de tal manera que, después de cada eleccion, la bola seleccionada
se regresa a la urna junto con c bolas mds del mismo color. Para n € N,
sea B, el evento ‘la bola seleccionada en el paso n es blanca’. Vamos a
demostrar que, cualquiera que sea la configuracion de bolas en la urna y para
cualquier n € N, P(By,) es igual a la proporcion inicial de bolas blancas. La
demostracion es por induccion sobre n.

Paran =1, el resultado es inmediato. Supongamos ahora que el resultado
es cierto para n = k y que el proceso se inicia con r bolas rojas y b bolas
blancas, entonces,

P(By+y1) = P(Byt1 | B1)P(B1) + P(Bg+1 | BY)P(BY)

b+c b 4 b r b(b+c+r) _ b
— r+b+cr+d r+b+cr+b = (r+b+c)(r+b) — r+b

EjemMpPLO IV.7. Una urna contiene 2 bolas rojas y 3 bolas blancas; una se-
gunda contiene 1 bola roja y 7 bolas blancas y una tercera contiene 3 bolas
rojas y 4 bolas blancas. Un experimento consiste en elegir al azar una de las
urnas y, después de eso, en elegir al azar una bola de la urna elegida. Calcule
la probabilidad de que a) esta dltima sea roja y b) la bola seleccionada sea
roja sabiendo que se elige una de las dos primeras urnas.

Solucién
Consideremos los siguientes eventos:

A1 : la urna elegida es la primera.
Ao : la urna elegida es la sequnda.
As: la urna elegida es la tercera.

B : la bola extraida es roja.
a) Usando la regla de la probabilidad total, obtenemos:

P(B) =

o

B| A1)P(A1) + P(B | A2) P(A2) + P(B | A3)P(A3)
_|_

1 31 _ 89
§+7§—280

(S]]

Wi
0ol

P[BN(A1UA P[(BNA1)U(BNA
b) P(B| Ay UAg) = [P(/gldAZf)] =L P(1411)UE42) 2
P(B|A1)P(A1)+P(B|A2) P(As)
P(A1)+P(A2)
P(A P(A
= P(B | A1) pras oy + P(B | A2) prany iy

—21,11_ 21
=52T827 % A
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Obsérvese que en el ejemplo anterior, P(B | A; U Ay) tiene una inter-
pretacion natural, pues dada la ocurrencia de Ay U Ao, la probabilidad del
evento B se calcula olvidandonos de la tercera urna y suponiendo que el ex-
perimento consiste primero en elegir una de las dos primeras urnas y, después
de eso, en extraer al azar una bola de la urna elegida. Este resultado puede
generalizarse ddndonos una interpretaciéon de la probabilidad condicional en
caso analogos al considerado en el ejemplo.

Sea &£ un experimento aleatorio, A1, ..., A, r eventos mutuamente exclu-
yentes relativos a £ y B otro evento relativo a €. Tenemos entonces:

P(B| AU 4y) = BEpesasl = AR gl

_ P(B|A1)P(A1)+-+P(B|A,)P(A,)
- P(Ay)+-+P(A,)

:P(B’Al)P(Al‘AlLJUAT)—F+P<B’AT)P(AT‘A1UUAT)

Es decir, dada la ocurrencia del evento A; U --- U A,, cambiando las
probabilidades P(A;) por P(A; | AyU---UA,), la probabilidad del evento B
se calcula directamente usando la regla de la probabilidad total. Obsérvese
que este resultado va de acuerdo con la idea de que dada la ocurrencia de
un evento A, éste se vuelve el evento seguro.

En realidad el resultado anterior se puede ver como caso particular de la
siguiente generalizacion de la regla de la probabilidad total.

PROPOSICION IV.8 (Regla generalizada de la probabilidad total) Sean A, B y

A1, ..., A, eventos relativos a un experimento £ y supongamos que los even-
tos Ai, ..., A, forman una particion del espacio muestral y que P(A) > 0.
Entonces:

P(B|A)=3"_ P(B|ANA,)P(A | A)
Demostracion

P(B|A) = P(BNA) _ P[(BNANA,)U..U(BNANA,)] _ P(BNANAL)+...+P(BNANA,)

P(A) P(A) = PlA)
_ P(BJANA,)P(ANA1)+..4+P(B|ANA,) P(ANA,)
B P(4)
— P(B| AN ANPUIA) |y P(B | AN A,) P

P(B|ANA)P(AL | A)+...+ P(B| AN A,)P(A, | A) =



116 INTRODUCCION A LA TEORIA DE LA PROBABILIDAD

EJEMPLO IV.9 (Ley de la sucesién de Laplace) Supongamos que tenemos N+
1 wrnas, cada una de las cuales contiene N bolas; supongamos ademds que
la wrna numero k (k € {0,...,N}) contiene k bolas rojas y N — k bolas
blancas. Un experimento aleatorio consiste en seleccionar al azar una urna
y, después de eso, en elegir, al azar y con reemplazo, n + 1 bolas de la urna
seleccionada. St en las primeras n extracciones se han obtenido n bolas rojas,
scudl es la probabilidad de que la siguiente también resulte bola roja?

Solucién
Consideremos los siguientes eventos:

Ag o la urna elegida es la i-ésima.
B;: en cada una de las primeras i extracciones se obtiene bola roja.

B : en la dltima extraccion se obtiene bola roja.

Entonces:
N N n N n
P(Bn) = 3;20 P(Bn | Ai) P(Ai) = X040 (8) 551 = w1 ko (W)
Los numeros %, %, e % representan una particion del intervalo [0,1],

. n .
asi que, cuando N es grande, la suma Zév 0 (%) % se puede aprorimar por

la mtegml entre 0 y 1 de la funcion ™. Es decir, Zk 0 ( ) R Nfl "dx =

n+1, de lo cual se obtiene:

~ N 1 o 1
P(Bn) ® §iim31 ~ ngd

De manera andloga, se tiene:
n+1 1
P(BﬂBn):P( n+1) ZkO ( n+1|Ak) ( ) Zk 0( ) N+1
_ 1 Z (k )"+1 1 _N N_ 1 .
— N+1 k=0 Nfint2 — NAlnt2 ~ n+2
Por lo tanto, tenemos:
n+1
P(B|B,) = P(BNB.) _ Siso(%) ~ Nl
n P(B.) ST (2] n+2
Es decir, mientras mds grande sea la sucesion de bolas rojas obtenidas,
la probabilidad de que la siguiente sea también roja se acercard mds a 1.
El resultado es aparentemente paraddjico pues pudiera pensarse que co-
mo las bolas se extraen al azar y con reemplazo de una urna fija, entonces el
resultado de las primeras n extracciones no deberia influir en la extraccion

siguiente. Sin embargo, si bien la urna es fija una vez elegida, se trata de
una urna elegida al azar de entre varias y es de esperarse que mientras mads
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bolas rojas tenga la urna elegida mds probable serd que las primeras n bolas
extraidas sean rojas y también mds probable serd que la ultima sea también
roja. Esto es, intuitivamente puede pensarse que si en las primeras n extrac-
ctones se han obtenido n bolas rojas, entonces lo mds probable es que se haya
elegido una urna con muchas bolas rojas, de aqui que lo mds probable es que
en la dltima extraccion también resulte bola roja. De una manera mds preci-
sa, utilizando la regla generalizada de la probabilidad total (véase proposicion
IV.8), tenemos:

P(B | Bn) = Zi)vzo P(B | B, ﬂAk)P(Ak | Bn)

Ademds, P(B | B, N Ag) = P(B | Ax), pues dado que la urna elegida es
la k-ésima, la probabilidad de B no se altera por el resultado de las primeras
n extracciones. Por lo tanto, se obtiene:

P(B| By) =1L P(B| Ax)P(Ay | By)

Observemos entonces que, dado que el evento By, ocurre, la situacion que
tenemos es equivalente a considerar un experimento consistente en elegir una
de N + 1 posibles urnas, cada una de las cuales tiene una probabilidad dis-
tinta de ser elegida, dada por P(Ay | By), respectivamente; después de elegir
la urna se extrae una bola de la urna elegida y mos prequntamos entonces
por la probabilidad de que la bola extraida sea roja. Si las urnas con mayor
numero de bolas rojas tienen mayor probabilidad de ser elegidas, entonces la
probabilidad de extraer una bola roja serd grande. Efectivamente, este es el
caso, pues tenemos:

_ P(AxNB,) _ P(BulA)P(Ax) _ P(Bn|Ax)P(Ayg)
P(Ax | Bn) = =55y~ =~ FB = S5, P(B.A)P(4)
_ (%)" N:l — (%)" _ = 1\’?" :
Sro(#) % —o(%) 20"

Asi que mientras mds grande sea k, mds grande serd P(Ay | By).

EJEMPLO IV.10 (Aplicacién a la Genética) En la reproduccion de animales y
plantas, algunas caracteristicas de los individuos se transmiten a los descen-
dientes; estas caracteristicas son llamadas caracteres hereditarios.

Los caracteres hereditarios de un individuo estan condicionados por el
material genético transmitido por los padres. Este estd contenido en los cro-
mosomas de los individuos de la especie y, en las especies heterosexuales, se
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transmite cuando una célula reproductora de un macho fecunda una célula
reproductora de una hembra, formando una sola célula, en la cual estd pre-
sente el material genético de cada una de las células reproductoras que la
oTigINaron.

El niimero de cromosomas de cada célula reproductora es una constante N
para cada especie; asi, por ejemplo, las células reproductoras del ser humano
contienen 23 cromosomas. Al unirse una célula reproductora masculina con
una femenina, se forman células con N pares de cromosomas, los N de cada
una de ellas. Los cromosomas de cada par tienen la misma estructura y se
{laman cromosomas homélogos.

Cada cromosoma estd compuesto de unidades de material genético, lla-
mados genes. En general, con cada gen de un cromosoma se encuentra aso-
ciado un gen del cromosoma homdlogo. Cada par de genes homdlogos, o un
grupo de pares de ellos, determina un cardcter hereditario, tal como el color
de las flores de una planta, el color de los ojos de un animal, el tamario de
la nariz o la estatura de un ser humano.

Genes del mismo tipo no producen siempre el mismo efecto; por ejemplo,
en dos plantas de la misma especie, el color de las flores estd determinado
por el mismo tipo de gen, sin embargo, en una el color puede ser blanco y
en otra rojo. En otras palabras, un mismo tipo de gen se puede presentar
de diferentes formas, las cuales representaremos mediante letras mayisculas
A, B,C,... o minusculas a, b, c, . ... El efecto que se produzca en un individuo
dependerd de la forma en que se presente cada uno del par de genes homdlogos
correspondientes al cardcter hereditario en consideracion.

Muchos genes se pueden presentar unicamente en una de dos posibles
formas; tal es el caso de los genes que determinan el color de algunas flores
o el sexo de un ser humano; sin embargo, otros genes se pueden presentar en
una de tres o mds formas posibles; tal es el caso de los genes que determinan
el tipo de sangre en un ser humano, los cuales se pueden presentar en una
de tres posibles formas.

En lo que sigue consideraremos unicamente caracteres hereditarios deter-
minados por genes que pueden presentarse unicamente en una de dos posi-
bles formas, A y a. El efecto sobre un individuo dependerd de las formas
en que se presenten los genes en los correspondientes pares de cromosomas
homdlogos. Son tres las posibilidades, AA-Aa-aa, a cada una de las cuales
llamaremos un genotipo. Diremos que un individuo con genotipo AA o aa es
puro, mientras que uno con genotipo Aa serd llamado hibrido.



COMBINANDO LAS REGLAS BASICAS 119

Una célula reproductora contiene unicamente uno de los cromosomas de
cada par de cromosomas homdlogos, de manera que una de estas células con-
tiene unicamente uno de los dos genes presentes en el par de cromosomas
homdlogos. Este gen, presente en una de las formas A o a en las células re-
productoras, se transmite a los descendientes. El genotipo de un descendiente
dependerd entonces del genotipo de cada uno de los padres y de la forma, A
0 a, presente en el genotipo que se transmita.

Cuando el genotipo de un padre es AA o aa, no existe ningin problema
para determinar cual forma, A o a, se transmite pues unicamente hay una
posibilidad. Asi, si un macho de genotipo AA se cruza con una hembra de
genotipo aa, los descendientes tendrdn genotipo Aa. El problema se presen-
ta cuando uno de los padres tiene genotipo Aa, pues en ese caso hay dos
posibilidades para la forma que se transmite.

En algunos casos la presencia de un genotipo puede no ser evidente pues
una de las formas del gen puede ser dominante, lo cual significa que se mani-
festard siempre que esté presente. Por ejemplo, al cruzar dos lineas de chi-
charos, una que produce flores blancas y otra flores de color, se observa que
todos los descendientes producen flores de color; sin embargo, al cruzar los
descendientes, se observa que los nuevos descendientes producen tanto flores
de color como flores blancas.

Este resultado se explica si suponemos que la forma A es dominante v,
siempre que se presente en el genotipo de un individuo, tendrd como efecto
el que se produzcan flores de color. La otra forma a, que llamaremos recesi-
va, tendrd el efecto de que se produzcan flores blancas tinicamente cuando el
genotipo sea aa. Ast, en el ejemplo de los chicharos, se comienza cruzando
individuos de genotipo AA con individuos de genotipo aa, dando como re-
sultado descendientes de genotipo Aa, los cuales, por estar presente A en el
genotipo, producirdn flores de color todos ellos. Al cruzar los descendientes,
se producirdn individuos con genotipo AA, Aa o aa, es decir de flores blancas
o de color.

Gregor Johann Mendel (1822-1884), experimentando con la reproduccion
de semillas de chicharo, descubrio que los resultados experimentales, respecto
a un cardcter hereditario, se explican si se supone que, al cruzarse dos indivi-
duos de una poblacion, cada uno de ellos puede transmitir a los descendientes
una de las dos formas presentes en su genotipo, siendo iguales las probabili-
dades de transmitir una u otra de esas formas y siendo independientes una
de otra la transmision que realiza cada individuo de la pareja.
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En este ejemplo vamos a utilizar este modelo para estudiar la manera en
que evoluciona la proporcion de cada genotipo, de un determinado cardcter
hereditario, en una poblacion heterosexual. Asumiremos que el cardcter he-
reditario en consideracion estd determinado por un tipo de gen que se puede
presentar unicamente en dos posibles formas, que denotaremos por A y a,
dando lugar entonces a los genotipos AA, Aa y aa. Asumiremos también que
los individuos de la poblacion se reproducen con cruzamientos al azar entre
dos individuos de sexo opuesto presentes en la poblacion. La poblacion inicial
IIy da origen, mediante reproduccion, a una poblacion Ily, la cual a su vez
origina una poblacion Ils, etc.
ok, wl ) las frecuencias
relativas de los genotipos AA, Aa y aa, respectivamente, entre los machos

Para cadan € {0,1,...}, sean uy, vp, wy, (resp. u

(resp. hembras) de la poblacion 11,,. Ademds, denotaremos por pn y qn (resp.
Pl Y q,) a las probabilidades de que en un apareamiento de la poblacion 11,
el macho (resp. hembra) aporte las formas A y a del gen, respectivamente.
FEvidentemente se tiene up, + vy, + wyp =1, ul, + v, +w, =1, pp+ ¢, =1y
P t+dn = 1.

Por la regla de la probabilidad total se tiene:

Pn = Up + %Un

Gn = Wy + %Un

P = Uy + g0,

¢, = wy, + 5},

Ast que, por la regla del producto y la propiedad de la aditividad finita:

et = e = puply = (1 o+ o) (1 + 307)

Uhi1 = Unt1 = Pndly + P = (up + S05) (W), + 307,)
+ (ul, 4+ 305) (wn + Fv5)

W = Wnt1 = Gng), = (wn + %vn) (wg + %vg)

De manera que, paran > 1, se tiene:

u;Hl = Upy1 = (un + %vn)Q

Upi1 = Ung1 = 2 (un + %vn) (wn + %Un)

w,/H_l = Wp41 = (wn + %Un)Q
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Por lo tanto, para n > 2, se tiene:

u;1+1 = Up+1 = (un + %Un)z

2
= [(n-1 + 30n1)" + (a1 + o1 (a1 + o) |
= (un—l + %Un—l)2 [(un—l + %Un—l) + ('wn—l + %vn—l)]Q
= (Un—l + %%—1)2 [Up—1 4 Vp—1+ wn—1]2 = (Un—l + %%—1)2 = Up
Wiy = Wns1 = (wn + 30,
2
= (w1 + 30n-1)" + (uno1 + Fo1) (ot + Sona) |
= (wn—l + %Un—l)2 [(wn—l + %Un—l) + (un—l + %'Un—l)]Q
= (wnﬂ + %%4)2 [Wp—1 + Vp—1 + Un71]2 = (wnfl + %Unfl)Q = Wn
U;H—l =tptr1=1—uUpp1 —wpp1 =1 —up —wy = vy

Se obtiene ast lo que se conoce como la ley de Hardy: a partir de la segunda
generacion, la frecuencia de cada uno de los genotipos se estabiliza.

El sexo de un individuo es determinado por un tipo de gen que se presenta
en dos formas, denotadas usualmente por X y Y, una de las cuales es do-
minante, usualmente la que es denotada por Y. En la mayoria de los casos,
siempre que se presenta la forma Y, el individuo es de sexo masculino, tal
es el caso de la especie humana, de la mosca de la fruta y de muchas otras
especies; pero, en aves, mariposas y otras especies, la presencia de la forma
Y en un indiwiduo determina que su sexo sea femenino.

Ezisten algunos caracteres determinados por genes que se presentan uni-
camente en los cromosomas que contienen la forma X. Ese tipo de genes se
presenta en general bajo dos formas, A y a, de las cuales una es dominante,
digamos A. Tal es el caso de los genes que determinan el color de los ojos
de la mosca de la fruta, siendo rojo en todos los individuos que tengan en su
genotipo por lo menos una forma A y blanco en los otros casos.

En todos los casos en que un cardcter hereditario esté determinado por
genes que se presentan unicamente en los cromosomas que contienen la forma
X, diremos que el cardcter, o el gen, estd ligado al sexo. Cuando un gen ligado
al sexo se presenta unicamente en una de dos posibles formas A y a, de
las cuales la primera es dominante y la sequnda recesiva, diremos que un
individuo es recesivo cuando se encuentre ausente la forma A en su genotipo.
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Algunos genes ligados al sexo causan defectos en los individuos recesivos,
tal es el caso de los genes que producen el daltonismo y la hemofilia en los
seres humanos.

Consideraremos ahora una poblacion en la cual la forma XY determina
sexo masculino y la forma XX sexo femenino. Consideraremos ademds un
gen ligado al sexo de esa poblacion, que se presenta en forma dominante y
recesiva, y asumiremos que los individuos de la poblacion se reproducen con
cruzamientos al azar entre dos individuos de sexo opuesto presentes en la
poblacion. La poblacion inicial Iy da origen, mediante reproduccion, a una
poblacion 11y, la cual a su vez origina una poblacion Ils, etc.

Para cada n € {0,1,...}, sean uy, v, wy, las frecuencias relativas de los
genotipos AA, Aa y aa, respectivamente, entre las hembras de la poblacion
I, y rn, Sn las frecuencias relativas de los genotipos A y a, respectivamente,
entre los machos. Ademds, denotaremos por p, y qn a las probabilidades de
que en un apareamiento de la poblacion 11, la hembra aporte las formas A
y a del gen, respectivamente. FEvidentemente, se tiene u, + v, + w, = 1,
T+t sn=1ypn+aq,=1

Por la regla de la probabilidad total se tiene:

Pn :Un"i_ivn

dn :wn+§vn

Mientras que, por la regla del producto y la propiedad de la aditividad
finita, se tiene:
Un+1 = PnTn
Un41 = PnSn + qnTn

Wn+1 = 4nSn

Finalmente, se tiene también:

'n+1 = Pn
Spn+1 = Qqn
Asi que:
1 1 1
Pn+l = Up+y1 + §Un+1 = PnTn + 5 (pnsn + Qnrn) = 5 (pnrn + ann)
1 1
+ 5 (pn""n + Qnrn) =35 (pn + Tn)

2 2
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De manera que:

1

1
pl—poz5(290-1-7“0)—]90:—5(100—7“0)

Y, paran > 1:

1 1 1
Pt = Pn =5 (pn+1n) —pn = 3 (Pn + Pn-1) — pn = —3 (Pn — Pn—1)

Por lo tanto, para n > 1, se tiene:

1
Pn — Pn—1= (—1)n27(100 —70)

Pn = 2221(2% — Pr—1) + (po — o) + 70
=10+ Y p_o(—1)* 3 (po — 70)

n+l_1
- 1—( 114)r : T (0 o)
ot |3 | Gu o)
2 1 .
= 3P0+ g0+ (=1)" 55 (P — 70)
qn = 1 — Pn = 1— [2]70 + 1740 + (—1)71#(1?0 - TO):|
3 3 3-2n

2 1 1
[ 300 — 350 = (=1)" 5= (a0 80)]

2 1 1
=340+ 550 + (*1)'”3.7(% — 50)
2 1 _ 1
"n = Pn—1 = 3P0 + 370 +(=1)" 1W(PD —10)
2 1 _ 1
Sn = -1 = 300+ g0+ (=1)" 1W(Qo — 50)

Sin es grande, se tiene entonces:

2 —l—l 1 2 +1
Ty R o sro=1—1+ 5SS
Pn n 32?0 30 3(10 3o
2 1

gn = Sp = §q0+ 550
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Definamos o = %qo + %s, entonces se tiene:

PRl —a

n =~ Sp =~ «

Up = Pp—1Tn—1 ~ (1 — 04)2

Un = Pn—1Sn—1 + Qn—-1Tn—1 = 20((1 — a)

~ 2
Wn = qn—18n—-1 ~ &

Del resultado anterior, se sigue, en particular, que si, a la larga, o es la
frecuencia relativa de machos recesivos, entonces la frecuencia de hembras
recesivas serd . Asi, por ejemplo, si 1 de cada 100 machos serdn recesivos,
entonces 1 de cada 10,000 hembras serdn recesivas. Esto explica, por ejemplo,
el que la hemofilia y el daltonismo sean mds frecuentes entre los hombres que
entre las mugeres.

IV.2 REGLA DE BAYES

La probabilidad condicional surge de problemas del siguiente tipo: se reali-
zan en forma sucesiva dos experimentos aleatorios tales que, una vez hecho
el primero, las probabilidades de los posibles resultados del segundo depen-
den del resultado de aquél; entonces, si A y B son dos eventos relativos
al primero y segundo experimento, respectivamente, nos interesa conocer la
probabilidad de que ocurra el evento B dado que ocurre el evento A. Sin
embargo, la definicién de probabilidad condicional es general y, en la misma
situacién descrita, tiene sentido calcular la probabilidad de ocurrencia del
evento A dado que ocurre el evento B. A este tipo de probabilidades se les
conoce como probabilidades de causas pues si pensamos en los eventos A
y B como relativos a un primero y segundo experimentos, respectivamente,
podemos pensar también a los resultados del primer experimento como las
“causas” de los resultados del segundo; evidentemente el nombre “causas” ex-
presa Unicamente que hay un orden en la realizaciéon de los experimentos y
no una relacién real de causa-efecto.

En general, en una situacién como la descrita, es més simple calcular
P(B | A) que P(A | B), por tal motivo el calculo de esta ultima se realiza
utilizando la siguiente féormula:

A)P(A
P(A|B) = 713(31'3()91;( )
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relacién que es conocida como férmula de Bayes por haber sido Thomas Bayes
el primero en usarla explicitamente, aunque resulta inmediatamente de la
regla del producto y ésta ya habia sido demostrada en su forma general por
Abraham de Moivre.

Consideremos ahora un experimento aleatorio en el cual necesariamente
ocurre alguno de n eventos mutuamente excluyentes Aj,..., A,. Sea B un
evento relativo al experimento; usando la regla de la probabilidad total, la
formula de Bayes puede ser escrita de la siguiente manera:

P(4; | B) = p(B|A1)P(A(l)‘+--~)+1(’(B)|An)P(An)

EJEmMPLO IV.11. Una urna contiene r bolas rojas y b bolas blancas. Se sacan
sucesivamente y sin reemplazo, dos bolas de la urna. Calcule la probabilidad
de que la primera bola sea roja bajo la hipdtesis de que la seqgunda lo es.

Solucién
Consideremos los eventos siguientes:

Aq : la primera bola es roja.
As : la primera bola es blanca.

B : la sequnda bola es roja.

Entonces:

P(B|A;)P(A .-
P(A1 | B) = P(B|A1)P((A‘1)<1F)P((B|1/)12)P(A2) = e

Obsérvese que, en este caso, P(A1 | B) = P(B | A1), lo cual es explicable
pues en realidad la sequnda extraccion puede ser considerada como la primera
Y Viceversa.

EJEMPLO 1V.12. Una urna contiene 2N bolas numeradas del 1 al 2N. Un
experimento consiste en elegir, al azar y sin reemplazo, dos bolas de la ur-
na, consecutivamente. Calcule la probabilidad de que en la primera eleccion
resulte un numero par bajo la hipotesis de que la suma es par.

Solucién

Consideremos los eventos siguientes:

B : la suma de los dos numeros elegidos es par.
A1 el ndmero de la primera eleccion es par.

Ao . el niumero de la sequnda eleccion es impar.
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Entonces:

P(BJ|A1)P(A
P(A1| B) = P(B\Al)P((A|1)-1|-)P((B|lf‘)12)P(A2) =5

EJEMPLO IV.13. Supongamos que tenemos N urnas, cada una de las cuales
contiene N bolas; supongamos ademds que la urna nimeroi (i € {1,...,N})
contiene © bolas rojas y N — i bolas blancas. Un experimento estd compuesto
de dos partes, en la primera se selecciona al azar una urna, fijando asi la
probabilidad p de que, al seleccionar una bola de ella, se obtenga una roja.
En la segunda parte se seleccionan, al azar y con reemplazo, n bolas de la
urna seleccionada. Sabiendo que la muestra de n bolas contiene k bolas ro-
jas, scudl es la probabilidad de que el valor de p, que se fija en la primera
parte del experimento, esté comprendido entre dos valores o y 3, en donde
0<a<pB<1?

Solucién
Consideremos los siguientes eventos:

A; : p toma el valor p; = %, parai € {1,...,N}.

A : p estd comprendida entre o y .

By . la muestra de n bolas contiene exactamente k rojas.

Se tiene:

PANBy) YN PANBNA)  Liia<i<p P(BNA)
PBy) S PBe)P(A) X P(Br | Ai)P(4)

_ Z{z’:agﬁ'gg} P(By | Ai)P(4:)

SN P(Bi | Ai)P(A))
)n k 1
k

P(A| By) =

_ Z{z a<k ~ <0} (Z)p 1 — Di
Z ( )p;C (1—p)"

Z{W< <,@}<)(Z)k( ﬁ)”'”
L -0

Con N fija, cada suma de este cociente es una suma de Riemann corres-
pondiente a la funcion (}))z*(1—2)""* y a una particion del intervalo [a, 3]
y [0,1], respectivamente, en partes iguales. Por lo tanto, si N es grande,

)_l

tendremos:
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s (1—z)"*dx n
(A ’ Bk) ?0 g 317’“(1 z)n—kdy = ( )fﬁ F Fdx

Este resultado se debe a Bayes, quien se planteaba el problema de determi-
nar la probabilidad de ocurrencia de un evento a partir del conocimiento del
resultado de n repeticiones del experimento con respecto al cual estd definido
dicho evento. Si p es la probabilidad buscada, Bayes encuentra que, dado que
en las n repeticiones del experimento el evento ocurre k veces, la probabilidad
de que p esté comprendida entre dos numeros a y 3 estd dada por la formula
de arriba.

La grdfica de la funcion x — (})z"(1 — z)"™% es como sigue:

0.257
0.2
0.157
0.17

0.051

0 0.2 04 y 06 0.8 1

FIGURA IV.1 n =20, k=15
Obsérvese que el valor mdximo se alcanza en xg = %; esto significa que,
dado que el evento ocurre k veces en n repeticiones del experimento, es mds
probable que p esté comprendida en un intervalo que contenga al punto %
El tomar p; = - al inicio del experimento lo justifica Bayes por el hecho
de que, de esa manera, la probabilidad de obtener exactamente k bolas rojas
en la muestra de n es la misma cualquiera que sea k, en efecto:

P(B) = L%, (&)= )% ~ 5 (D21 —2)rde = 25

En su forma original, Bayes no parte de las probabilidades p; = - sino de
un modelo continuo. Bajo esa forma, este problema volverd a tratarse en la
seccion de distribuciones condicionales, en el segundo volumen de este libro.

EJEMPLO 1V.14. Una moneda balanceada es lanzada N wveces. En cada lan-
zamiento se coloca en una urna una bola blanca, cuando el resultado es cara
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y una bola roja, cuando el resultado es cruz. En sequida se sacan con re-
emplazo n bolas de la urna. Calcule la probabilidad de que la proporcion de
bolas blancas en la urna esté comprendida entre dos niumeros o y 3 bajo la
hipdtesis de que de las n bolas extraidas, k son blancas.

Solucion
Consideremos los siguientes eventos:

A; . la urna contiene i bolas blancas.
By, . de las n bolas extraidas, k son blancas.

A : la proporcion de bolas blancas en la urna esta comprendida entre
ay f.

Entonces:

P(ANBy) SN P(ANByNA;)

P(Br) 3L P(By )P(4))

 Xiaci<py P(Br 0 A)

X P(Br | A P(A)

_ Z{i <L <p} P(By | Ai)P(As)

XY P(By [ A)P(A)

_ Z{i-a<i<ﬁ} (2)( : )k( l)n_k (]2[)2L

L R )R g

_ Z{mg%gﬁ} (]Z[) (ﬁ) (1- Z)n '
SL M@ -0

Como se ilustra con el siguiente ejemplo, la regla de Bayes puede ser ttil

P(A| By) =

ain cuando no se trate de experimentos que constan de varias partes.

EjempLO IV.15. Cuando se realiza una prueba para detectar la presencia
de una cierta enfermedad, se dice que se obtiene un falso negativo cuando la
prueba resulta negativa para una persona que tiene la enfermedad, mientras
que se dice que se obtiene un falso positivo cuando la prueba resulta positiva
para una persona que no la tiene. Una buena prueba es entonces aquella
para la cual la probabilidad de un falso negativo y de un falso positivo sean
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pequenas. Supongamos que una prueba de sangre de una cierta enfermedad
contagiosa es tal que las probabilidades de un falso negativo y de un falso
positivo son ambas iguales a 0.05. Supongamos ademds que la probabilidad
de que una persona elegida al azar esté contagiada es igual a p. Se elige una
persona al azar y se le practica la prueba, resultando positiva, jcudl es la
probabilidad de que la persona esté contagiada?

Solucién
Definamos los eventos

A: la persona seleccionada estd contagiada.

B: la prueba resulta positiva.

Se sabe entonces que P(B¢| A) =0.05 , P(B | A°) =0.05 y P(A) = p.
Por lo tanto:

P(BJA)P(A P(BJA)P(A 0.95
pA|B) =4 1‘3(23)( ) = P(B|A)P((A)|+1)D(L(3|21c)P(Ac) = 0950+0.050)
. 0.95p
0.90p+0.05

La grifica de la funcion f(p) = % se muestra a continuacion.

0.2 04 06 08 1
Ficura IV.2

Obsérvese que cuando p es pequenia, dado que la prueba resulta positiva,
la probabilidad de que la persona esté contagiada no es muy grande. Por
ejemplo, f(0.005) = 0.087, de manera que, en ese caso, menos del 9% de
la personas para las cuales la prueba resulta positiva, estdn contagiadas. La
probabilidad de contagio es alta Unicamente para valores de p relativamente
altos, por ejemplo £(0.3) = 0.89063, de manera que, en ese caso, mds del 89%
de las personas para las cuales la prueba resulta positiva, estdn contagiadas.
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IV.3 EJERCICIOS

EJercicio IV.1. Una urna contiene 2 bolas blancas y 4 bolas rojas, una
segunda urna contiene 3 bolas blancas y 2 bolas rojas y una tercera urna
contiene 4 bolas blancas y 5 bolas rojas. Se elige 1 bola al azar de la primera
urna y se transfiere a la sequnda; después de esto, se selecciona al azar 1 bola
de la sequnda urna y se transfiere a la tercera; finalmente se selecciona al
azar una bola de la tercera urna. Calcule la probabilidad de que la bola que
se obtiene finalmente sea roja.

EJercicio IV.2. Una urna contiene 2 bolas blancas y 8 bolas rojas, una
seqgunda urna contiene 4 bolas blancas y 4 bolas rojas. Se eligen, al azar
y sin reemplazo, 2 bolas de la primera urna y se transfieren a la sequnda;
después de esto, se selecciona al azar 1 bola de la sequnda urna. Calcule la
probabilidad de que la bola que se obtiene finalmente sea roja.

EJsercicio IV.3. De una urna que contiene 6 bolas blancas y 4 bolas rojas
se seleccionan, sin reemplazo, 6 bolas al azar y se transfieren a una sequnda
urna, la cual se encuentra vacia. Inmediatamente después, se seleccionan,
al azar y sin reemplazo, 4 bolas de la seqgunda urna. Calcule la probabilidad
de que entre las 4 bolas seleccionadas de la seqgunda urna haya exactamente
2 blancas.

EJERrcIiciO IV.4. De una urna que contiene 6 bolas blancas y 4 bolas rojas
se seleccionan, sin reemplazo, 4 bolas al azar y se transfieren a una sequnda
urna, la cual se encuentra vacia. Inmediatamente después, se seleccionan, al
azar y sin reemplazo, dos bolas de la segunda urna. Calcule la probabilidad
de que las dos bolas seleccionadas de la seqgunda urna sean ambas blancas.

Eijercicio IV.5. Una urna contiene 8 bolas blancas y 2 bolas rojas, una
sequnda urna contiene 5 bolas blancas y 5 bolas rojas y una tercera urna
contiene 3 bolas blancas y 5 bolas rojas. Se elige 1 bola al azar de cada una
de las dos primeras urnas y se transfieren a la tercera; después de esto, se
seleccionan al azar 2 bolas de la tercera urna. Calcule la probabilidad de que
las dos bolas seleccionadas de la tercera urna sean ambas blancas.

EJErcicio IV.6. Una urna contiene 4 bolas rojas y 6 blancas; una seqgunda
contiene 6 bolas rojas y 2 blancas y una tercera contiene 3 bolas rojas y
5 blancas. Un experimento aleatorio consiste en elegir al azar una de las urnas



COMBINANDO LAS REGLAS BASICAS 131

y, después de eso, en elegir al azar una bola de la urna elegida. Sabiendo que
la bola seleccionada no proviene de la tercera urna, scudl es la probabilidad
de que sea roja?

EJercicio IV.7. Una urna contiene r bolas rojas y b bolas blancas. Se elige
al azar una bola de la urna, después, sin reemplazar la primera, se elige otra
y asi sucestvamente, hasta sacar todas las bolas. Utilizando la regla de la
probabilidad total y mediante un razonamiento de induccion, demuestre que

la probabilidad de que en el j-ésimo paso se saque una bola roja es iqual a
T
r+b°

EJERrCICIO 1V.8. Consideremos una poblacion formada por familias en las
cuales hay a lo mds 5 hijos, de tal manera que los porcentajes de familias
con 0, 1, 2, 3, 4 y 5 hijos estin dados por 5%, 15%, 30%, 25%, 20% y 5%,
respectivamente. Supongamos ademds que la probabilidad de que un hijo sea
varon es igual a 0.5. Al seleccionar una familia al azar de esa poblacion,
scudl es la probabilidad de que todos los hijos sean varones sabiendo que a)
hay al menos un hijo varon? y b) la familia tiene por lo menos un hijo?

EJERCICIO IV.9. Se tienen 3 cartas; una de ellas es roja de ambos lados, la
sequnda es roja de un lado y blanca del otro y la tercera es blanca de ambos
lados. Se elige al azar una de las cartas y se coloca sobre una mesa. Sabiendo
que el color que muestra la carta seleccionada es rojo, scudl es la probabilidad
de que del otro lado también sea roja?

EJERCICIO IV.10. Se tienen 4 escritorios, cada uno con dos cajones. Los dos
primeros escritorios contienen una moneda de oro en cada cajon, el tercero
contiene una moneda de plata en cada cajon y el cuarto contiene una moneda
de oro en un cajon y una de plata en el otro. Se elige un escritorio al azar,
se abre un cajon al azar y después el otro. Si en el primer cajon se encuentra
una moneda de oro, scudl es la probabilidad de que el sequndo cajon también
contenga una moneda de oro?

EJercicio IV.11. La probabilidad de que un documento se encuentre en
alguno de los 8 cajones de un escritorio es igual a p. Si el documento se
encuentra en el escritorio, es igualmente probable que se encuentre en cual-
quiera de sus 8 cajones. Se busca el documento en 7 de los cajones y no se
encuentra. Calcule la probabilidad de encontrarlo en el octavo cajon.
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EJsercicio IV.12. Una urna contiene 2 bolas blancas y 8 bolas rojas, una
sequnda urna contiene 4 bolas blancas y 4 bolas rojas. Se eligen, al azar
y sin reemplazo, 2 bolas de la primera urna y se transfieren a la sequnda;
después de esto, se seleccionan, al azar y sin reemplazo, 3 bolas de la sequnda
urna. Calcule la probabilidad de que entre estas ultimas haya bolas de los dos
colores.

EJercicio IV.13. Una urna contiene 2 bolas blancas y 1 negra; otra urna
contiene 1 bola blanca y 5 bolas negras. Una bola elegida al azar es transferida
de la primera urna o la sequnda y, después de esto, se extrae al azar una
bola de esta dltima. Calcule la probabilidad de que la bola que se transfiere
sea negra bajo la hipdtesis de que en la extraccion resulta bola blanca.

EJERCICIO IV.14. Se selecciona al azar una bola de una urna, la cual con-
tiene 3 bolas rojas y 6 blancas. Si la bola seleccionada es blanca, se devuelve a
la urna, mientras que si es roja, no se devuelve. Inmediatamente después se
elige al azar otra bola de la urna. Si se sabe que la seqgunda bola seleccionada
es roja, ;cudl es la probabilidad de que la primera también lo sea?

EJErciciO IV.15. Se selecciona al azar una bola de una urna, la cual con-
tiene 10 bolas rojas y 5 bolas negras. Si la bola seleccionada es roja, se regresa
a la urna, mientras que si es negra, la bola seleccionada se regresa a la urna
Junto con dos bolas negras mds. a) Calcule la probabilidad de que una segun-
da bola que se seleccione al azar de la urna sea negra. b) Si al seleccionar
una seqgunda bola al azar se obtiene una bola negra, ;cudl es la probabilidad
de que la primera bola que se selecciona también sea negra?

EJercicio 1V.16. De una urna que contiene 3 bolas rojas y 6 bolas blan-
cas se selecciona al azar una bola y se regresa a la urna junto con 3 bolas
mds del mismo color; inmediatamente después se selecciona al azar otra bola
de la urna. Sabiendo que la sequnda bola seleccionada es roja, scudl es la
probabilidad de que la primera también lo sea?

EJERCICIO IV.17. Se tienen dos urnas, la primera contiene 3 bolas blancas
y 4 bolas rojas, mientras que la seqgunda contiene 6 bolas blancas y 3 bolas
rojas. Un experimento aleatorio consiste en lanzar una moneda balanceada
una vez; si se obtiene cara, se selecciona al azar una bola de la primera urna,
si se obtiene cruz, se selecciona al azar una bola de la sequnda urna. Sabiendo
que finalmente se obtiene una bola blanca, scudl es la probabilidad de que se
obtenga cara al lanzar la moneda?
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EJsercicio 1V.18. Una moneda desbalanceada estd hecha de tal forma que la
probabilidad de obtener cara es el doble de la probabilidad de obtener cruz. Un
experimento aleatorio consiste en lanzar dicha moneda una vez, si se obtiene
cara, se selecciona al azar una bola de una urna que contiene 9 bolas blancas
y 3 bolas rojas, mientras que si se obtiene cruz, se selecciona al azar una
bola de otra urna que contiene 4 bolas blancas y 8 bolas rojas. a) ;Cudl es la
probabilidad de que se obtenga finalmente una bola roja? b) Supongamos que
como resultado del experimento se obtiene finalmente una bola roja, scudl es
la probabilidad de que en la primera parte de éste se obtenga cruz al lanzar
la moneda?

EJERcIciO 1V.19. En una cierta poblacién, el 70% de los individuos son
hombres y el 30% son mugjeres. Se sabe que el 40% de los hombres de esa
poblacion fuma, mientras que de las mugjeres lo hace el 60%. a) Si se selec-
ctonada al azar una persona de dicha poblacion, ;cudl es la probabilidad de
que esa persona fume? b) Si se observa que un indwiduo de dicha poblacion
estd fumando, scudl es la probabilidad de que esa persona sea una mujer?

EJercIicio 1V.20. Una compania de sequros estima que en una cierta pobla-
cion, el 30% de los individuos son propensos a tener accidentes. Estima ade-
mds que la probabilidad de que una persona propensa a tener dicho accidente
lo tenga realmente, en un periodo de un ano, es igual a 0.4, mientras que esta
probabilidad se reduce a 0.2 para las personas no propensas. a) ;Cudl es la
probabilidad de que un nuevo asequrado tenga un accidente durante el primer
ano de la poliza? Si un asequrado tiene un accidente durante el primer ano
de la poliza, ;cudl es la probabilidad de que b) esa persona sea propensa a
tener un accidente? y ¢) el asequrado tenga un accidente durante el sequndo
ano de la pdliza?

EJercicio IV.21. Un estudiante presenta un examen de opcion mailtiple en
el cual cada prequnta tiene 5 posibles respuestas, de las cuales dnicamente
una es la correcta. Si el estudiante conoce la respuesta correcta, esa es la que
selecciona, en otro caso selecciona al azar una de las 5 posibles respuestas.
Supongamos que el estudiante conoce la respuesta correcta de 70% de las
preqguntas. Dada una pregunta que es contestada correctamente, jcudl es la
probabilidad de que el estudiante conozca la respuesta correcta?

EJERCICIO IV.22. Un bolso contiene 3 monedas, una de las cuales estd acu-
nada con dos caras mientras que las otras dos monedas son normales (cara
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de un lado, cruz del otro). Se escoge al azar una moneda del bolso y se lanza
4 veces en forma sucesiva. Sabiendo que se obtiene cara en las 4 ocasiones que
se lanza la moneda, scudl es la probabilidad de que se seleccione la moneda
con dos caras?

EJERCICIO IV.23. En una fdbrica hay dos mdquinas, A y B, las cuales pro-
ducen el 40% vy el 60% respectivamente de la produccion total. Se sabe que
la mdquina A produce aprorimadamente 3% de articulos defectuosos, mien-
tras que la mdquina B produce aprorimadamente 5% de articulos defectuo-
sos. Encuentre la probabilidad de que un determinado articulo defectuoso sea
producido por la mdquina A.

EJsercicio 1V.24. La probabilidad de que cada articulo producido por una
mdquina satisfaga el estdndar es igual a 0.96. Cuando un articulo satisface
el estandar, la probabilidad de que pase el sistema de inspeccion es igual a
0.98, mientras que cuando no lo satisface la probabilidad es de 0.05. Dado
que un articulo pasa el sistema de inspeccion, gcudl es la probabilidad de que
satisfaga el estdndar?

EJercicio 1V.25. Supongamos que una prueba de sangre de una cierta en-
fermedad contagiosa es tal que las probabilidades de un falso negativo y de
un falso positivo son ambas iguales a 0.01. Supongamos ademds que la pro-
babilidad de que una persona elegida al azar esté contagiada es igual a p.
sPara qué valores de p, estdn contagiadas mds del 90% de la personas para
las cuales la prueba resulta positiva?

EJjErcicio 1V.26. En un juicio, se estd demandando a un hombre pension
alimenticia para un nino, por ser el supuesto padre; sin embargo, el deman-
dado asegura no ser el padre del nino. El abogado de la demandante argu-
menta que se ha encontrado en el nino una caracteristica genética que posee
el padre, la cual se presenta tinicamente en el 1% de la poblacion adulta v,
cuando estd presente, se transmite con sequridad de padre a hijo. El abogado
anade que, a priori no se sabe si el hombre demandado es el padre del nino,
de manera que la probabilidad de que lo sea es igual a 1/2, pero, dado que
se ha encontrado en el nino la caracteristica genética que posee el hombre,
la probabilidad de que el demandado sea realmente el padre del nino es casi
igual a 1. a) Encuentre la probabilidad cercana a 1 a la cual hace referencia
el abogado. b) ;Qué se podria argumentar en contra del razonamiento que
hace el abogado de la demandante? ¢) Supongamos que, antes de disponer de
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la informacion sobre la presencia en el nino de la caracteristica genética que
posee el hombre, el juez determina que la probabilidad de que el hombre sea
el padre del nino es igual a p. ;Cudl es la nueva probabilidad P de que el
hombre sea el padre del ninio que determinaria el juez una vez que dispone de
la nueva informacion? d) Para 0 < p < 0.1, grafigue P como funcion de p.
e) Determine los valores de p para los cuales P resulta cercana a 1 (tdmese
como cercana a 1 una probabilidad mayor que 0.99).

EJjercicio 1V.27. Un médico llego a la conclusion de que la probabilidad de
que su paciente, el Sr. Flores, padezca una cierta enfermedad es igual a 0.6.
El médico sigue una regla segun la cual cuando la probabilidad de que un pa-
ciente padezca dicha enfermedad es 0.8 o mds, entonces recomienda cirugia,
pero si la probabilidad es menor a 0.8, entonces recomienda estudios adiciona-
les, los cuales son costosos y dolorosos. Por tal motivo, el médico recomienda
al Sr. Flores hacerse un estudio, resultando positivo. Dicho estudio tiene la
caracteristica de resultar positivo en todos los casos en que la persona padece
la enfermedad y negativo en los casos en que la persona no padece la enfer-
medad y el resultado del estudio no es alterado por otros padecimientos del
paciente. El resultado del estudio indicaba al médico que debe de recomendar
cirugia, sin embargo, después de realizado el estudio, el Sr. Flores informa al
médico que padece de diabetes, lo cual no habia contemplado el médico hasta
ese momento. Esta informacion pone en duda al médico pues el estudio que
le practicaron al Sr. Flores resulta positivo en 30% de los casos en que el
paciente no padece la enfermedad pero es diabético. ;Qué debo recomendar?,
se pregunta el médico, sotro estudio o cirugia?

EJERCICIO 1V.28. Un dado desbalanceado estd hecho de tal forma que la
probabilidad de obtener el nimero k es igual a ck, en donde c es una constante
yke€{1,2,3,4,5,6}. Un experimento aleatorio consiste en lanzar dicho dado;
st se obtiene como resultado el numero k, se lanza una moneda balanceada k
veces. Dado que al lanzar la moneda se obtiene por lo menos una cara, cudl
es la probabilidad de que se obtenga el nimero 2 al lanzar el dado?

EJErcicio 1V.29. Un dado balanceado es lanzado 5 veces. Después de cada
lanzamiento se coloca en una urna A una bola blanca cuando el resultado es
el nuimero 6 y una bola roja cuando el resultado no es el nimero 6. Inmedia-
tamente después, se seleccionan, al azar y con reemplazo, 3 bolas de la urna.
Dado que las 3 bolas seleccionadas son blancas, ;cudl es la probabilidad de
que la urna contenga unicamente bolas blancas?
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EJercicio 1V.30. Se tienen dos urnas, la primera contiene 4 bolas rojas
y 6 bolas blancas, mientras que la sequnda contiene 8 rojas y 2 blancas. Se
seleccionan, al azar y sin reemplazo, 2 bolas de la primera urna y se trans-
fieren a la sequnda. Inmediatamente después, se seleccionan, al azar y sin
reemplazo, 2 bolas de la sequnda urna. Sabiendo que finalmente se obtienen
2 bolas blancas, ;cudl es la probabilidad de que se transfieran 2 bolas blancas
de la primera urna a la sequnda?

EJErcicio IV.31. Una moneda balanceada es lanzada 5 veces. En cada lan-
zamiento se coloca en una urna una bola blanca cuando el resultado es cara
y una bola roja cuando el resultado es cruz. En sequida se sacan con reem-
plazo n bolas de la urna. Calcule la probabilidad de que la urna contenga
unicamente bolas blancas bajo la hipdtesis de que las n bolas extraidas son
blancas.

EJERCICIO 1V.32. Supongamos que disponemos de 5 urnas de tal manera
que 4 de ellas contienen 3 bolas rojas y 3 bolas blancas cada una, mientras
que la quinta contiene 5 bolas blancas y 1 bola roja. Un experimento aleatorio
consiste en seleccionar, al azar y sin reemplazo, 3 bolas de una de las 5 urnas,
la cual se selecciona también al azar. Sabiendo que las 3 bolas seleccionadas
son blancas, scudl es la probabilidad de que se seleccione la urna con 5 bolas
blancas?



V. LA ADITIVIDAD NUMERABLE

(No hay entonces ningtn fundamento para la oposicién
que habiamos creido discernir entre el calculo de probabi-
lidades y el individualismo? Por el contrario, hay uno muy
real pues el individualismo es antisocial mientras que el
calculo de probabilidades es la base de lo que se podria
llamar las matematicas sociales. En efecto, su estudio nos
recuerda que vivimos en sociedad y que los fenémenos so-
ciales tienen una existencia real y un interés propio. Nos
recuerda que, si bien los hombres son diferentes en muchas
cosas, son parecidos en el sentido de que todos ellos estan
expuestos a los accidentes, a la enfermedad, a la muerte; . ..
El estudio de esos hechos no puede mas que contribuir a
desarrollar la nocién de solidaridad, a recordar a cada uno
que no debe considerarse como independiente del medio en
donde vive y que debe participar en la reparacién de los
danios fortuitos que sufra su vecino y que podria estarlos
sufriendo él mismo.

FELIX EDOUARD JUSTIN EMILE BOREL

V.1 ESPACIOS MUESTRALES INFINITOS NUMERABLES

No Es DIFICIL imaginar un experimento aleatorio el cual admita un nimero
infinito de posibles resultados; consideremos por ejemplo el experimento con-
sistente en lanzar una moneda tantas veces como sea necesario hasta obtener
una cara; en este caso, dado cualquier ntimero entero positivo n, es posible
que la primera cara ocurra en el n-simo lanzamiento. De hecho ya hemos
considerado anteriormente experimentos aleatorios de este tipo (véanse los
ejemplos 11.34 y IV.6 y los ejercicios 11.32 y I1.33) y hemos calculado proba-
bilidades de eventos asociados con ellos, mediante las reglas y métodos que
hemos considerado hasta estos momentos. Sin embargo, si se revisan esos
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ejemplos se observara que, si bien el experimento aleatorio correspondiente
admite una infinidad de posibles resultados, nos interesaba calcular la pro-
babilidad de un evento cuya ocurrencia o no ocurrencia depende solo de un
ntmero finito de ellos.

En esta seccion consideraremos algunos problemas relacionados con expe-
rimentos aleatorios que admiten una infinidad de posibles resultados, pero,
a diferencia de los ejemplos tratados con anterioridad, en esta ocasion se
tratara de calcular probabilidad de eventos cuya ocurrencia o no ocurrencia
depende de una coleccion infinita de posibles resultados. El tratamiento de
estos problemas nos llevara a la consideraciéon de la extension de la propiedad
de la aditividad finita al caso infinito numerable.

Consideremos nuevamente el experimento consistente en lanzar una mo-
neda tantas veces como sea necesario hasta obtener una cara.

Llamando E' (éxito) al hecho de obtener cara en un lanzamiento y F' (fra-
caso) al hecho de no obtenerla, cada posible resultado de este experimento
puede representarse ya sea mediante una sucesion finita (F, ..., F,S) forma-
da por fracasos consecutivos seguidos de un éxito, o bien mediante una suce-
sion infinita (F, F, . ..) formada exclusivamente por fracasos. De esta manera,
el espacio muestral de este experimento se puede representar de la siguiente
manera:

Q={(F),(F,E),(F,F,E),...} U{(F,F,...)}

Como los lanzamientos son independientes uno del otro, la probabilidad
de cada uno de los posibles resultados del experimento se puede calcular
facilmente. Efectivamente, si llamamos w, al elemento de ) consistente de
una secuencia de n — 1 fracasos seguidos de un éxito, se tiene:

P ({wyn}) = (%)n, paran € N

Por otra parte, si denotamos por w al elemento (F, F, F,...), entonces
la ocurrencia del evento {we} implica que, dado cualquier n € N, en los
primeros n lanzamientos se obtiene fracaso, de manera que, aplicando las
propiedades de la funcién de probabilidad, se debe de tener:

P ({we}) < (3)"
para toda n € N. Asi que:
P ({wse}) =0
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Obsérvese que en el caso de un experimento aleatorio con un espacio
muestral finito, P(A) = 0 significa que el evento A nunca ocurre; en cambio
aqui tenemos un evento de probabilidad cero cuya ocurrencia es posible.

Gracias a la propiedad de la aditividad finita, la probabilidad de cualquier
evento compuesto por un nimero finito de elementos de €2 queda entonces
inicamente determinada y se puede calcular simplemente sumando las pro-
babilidades de los posibles resultados que lo componen. De la misma manera,
la probabilidad de un evento compuesto por todos los elementos de {2, ex-
cepto un numero finito de ellos, también queda tnicamente determinada y
se puede calcular restando de 1 la suma de las probabilidades de los posibles
resultados que no pertenecen al evento en consideraciéon. Sin embargo, el cal-
culo de la probabilidad de un evento tal que tanto él como su complemento
estén compuestos por una infinidad de posibles resultados no puede calcu-
larse inmediatamente aplicando la propiedad de la aditividad finita. Esta
probabilidad quedaria inicamente determinada y se podria calcular si agre-
garamos como propiedad del modelo que queremos construir una analoga a
la de la aditividad finita para el caso de una coleccion infinita numerable de
eventos, la cual llamaremos la propiedad de la aditividad numerable.

Para ser més precisos, definamos formalmente el concepto de aditividad
numerable y, dado que més adelante utilizaremos este concepto de una ma-
nera general, sin hacer referencia a un espacio de probabilidad, conviene dar
la definicién de este concepto asi como del de la aditividad finita dentro de
un contexto més amplio.

DEFINICION V.1 (Funcién finitamente aditiva) Sea 2 un conjunto y A la fa-
milia de todos los subconjuntos de Q. Se dice que una funcion P : A +— [0, 1]
es finitamente aditiva si dada cualquier familia finita de subconjuntos de €,
Ay, ..., Ay, tales que A;NA; =0 para i # j, entonces

P(U A) = Sy P(As).

DEFINICION V.2 (Funcién o-aditiva) Sea Q un conjunto y A la familia de
todos los subconjuntos de . Se dice que una funcion P : A — [0,1] es
o-aditiva, o que satisface la propiedad de la aditividad numerable, si es fini-
tamente aditiva y dada cualquier familia infinita numerable de subconjuntos
de Q, Ay, Ag, ..., tales que A; N Aj =0 para i # j, entonces

P(El Ag) = 352 P(Ag).
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La propiedad de la aditividad numerable va a jugar el mismo papel que
las otras propiedades de la funcién de probabilidad, es decir, servird para po-
der extender la funcién de probabilidad a una familia més grande de eventos
cuando se ha iniciado el proceso de asignar probabilidades a una familia par-
ticular. Con algunas consideraciones adicionales sobre la familia de eventos
a los cuales se podra asignar una probabilidad, en un modelo matematico
general, la propiedad de la aditividad numerable debera agregarse como propiedad
adicional de la funciéon de probabilidad si queremos que ésta se pueda extender a
eventos que dependen de una coleccién infinita de posibles resultados. Sin embargo,
es ilustrativo abundar en el estudio de esta propiedad pues se puede mos-
trar que en algunos casos se puede obtener como consecuencia de las otras
propiedades de la funciéon de probabilidad que hemos estudiado hasta este
momento.

EjEMPLO V.3. Supongamos que, dado el experimento aleatorio descrito an-
tes, queremos calcular la probabilidad de que el experimento se termine en
un numero par de lanzamientos. El correspondiente evento A se puede en-
tonces representar como A = {wa,wy,...}. De manera que, asumiendo que
la funcion de probabilidad es o-aditiva, se tiene:

PA) =2, () =1

La probabilidad del evento A se puede encontrar con otro método, apa-
rentemente sin apelar a una generalizacion de la propiedad de la aditividad
finita al caso infinito. En efecto, consideremos los siguientes eventos:

A1: se obtiene fracaso en el primer lanzamiento y éxito en el sequndo.
C : se obtiene fracaso en los primeros dos lanzamientos.

Por la propiedad de la aditividad finita, se tiene:
P(A)=P(A))+ P(ANC)=P(A)+ P(A| C)P(C)

Pero, dado que C ocurre, las condiciones del experimento son como las
del inicio, por lo tanto, P(A | C) = P(A). Asi que:

P(A)=P(A))+P(A|C)P(C) = P(A))+ P(A)P(C)
Por lo tanto:

P(A
P(A) = 1—(]3(16)’) -1 =3

=
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Aparentemente no se estd haciendo aqui referencia a la propiedad de
o-aditividad; sin embargo, vamos a mostrar que la relacion P(ANC) =
P(A)P(C) la contiene implicitamente. En efecto, definamos, para k € N,
Qi = {wk,wk+2,...}. La relacion P(ANC) = P(A)P(C) se puede escribir
entonces como P(Q4) = P(C)P(Q2).

Pero, para k € {3,4,...}, tenemos P({wy}) = TP({wk—2}). Asi que,
utilizando la propiedad de la aditividad finita, para k € {2,3,...}, se tiene:

P(Qak) = 1P(Qa(e1))

Por lo tanto, P(Qax) = (i)k_l P(Q2) y entonces limy..oo P(Q21) = 0.
Ahora, para k € N, definamos Ay = {wa,w4,...,war}. Entonces, utili-
zando la propiedad de la aditividad finita, se tiene:

P(A) = P(Ag) + P(Qory1)) = % p(w) + P(Qakt1))
Ast que, tomando limites, se tiene: e

P(A) =limpee > plw) = 3 p(w)
wEAg w€EA

Se concluye entonces que el razonamiento basado en probabilidades con-
dicionales contiene implicitamente la propiedad de o-aditividad.

Todo indica entonces que un problema del tipo planteado unicamente se
puede resolver agregando a las propiedades de la funcion de probabilidad la
de o-aditividad. Sin embargo, vamos a ver que, en este caso particular, esto
no es necesario pues la probabilidad del evento A puede obtenerse recurrien-
do unicamente a la aditividad finita y a las otras propiedades bdsicas de la
funcion de probabilidad.

Sea B el evento ‘el experimento se termina en un niumero impar de lan-
zamientos’, entonces B = {w1,ws,...}. Definamos ademds p, = P ({wn}).

Para cualquier n € N, se tiene

{w27w47' --’w2n} C A Yy {CU17CU3,. "aw2n—1} C B;

por lo tanto P(A) > pa+ps+ -+ +pon y P(B) > p1+p3+ -+ pan-1. De
manera que, tomando limites, cuando n ~» oo, se tiene:

P(A) = 30 pan = 3000 22%1 = %

P(B) 2 35l  Pon—1 =20y 227%1 = %

Supongamos que P(A) > %, entonces se tendria:
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1>P(A)+PB)>1+2=1

lo cual es una contradiccion, por lo tanto, P(A) = 3 y P(B) = % A

Vamos a ver en seguida que en realidad para un problema como el plan-
teado en el ejemplo anterior, la propiedad de o-aditividad es una consecuen-
cia de las 3 propiedades béasicas de la funcién de probabilidad que hemos
considerado hasta ahora. Este resultado no debe interpretarse en el sentido
de que siempre la g-aditividad se puede obtener como consecuencia de estas
propiedades. El resultado se probara tinicamente para una clase particular de
experimentos aleatorios. Se puede mostrar que, en general, la o-aditividad no es
consecuencia de las 3 propiedades basicas de la funcién de probabilidad consideradas
hasta ahora y entonces, si queremos ampliar la familia de eventos a los cuales se les
puede asignar una probabilidad de manera (nica, la propiedad de o-aditividad se debe
de agregar como una propiedad adicional.

TEOREMA V.4. Sea Q = {wi,wa, ...} un conjunto infinito numerable, A la
familia formada por todos los subconjuntos de Q y P : A — [0, 1] una funcion
que satisface las siguientes condiciones:

I. P es finitamente aditiva

1. Yy PH{{w}) =1

weN
entonces P es o-aditiva.

Demostracion

Definamos pr = P({wg}) y sea A cualquier subconjunto de €2 infinito
numerable, digamos A = {wj,,wj,,...}. Sea A° = {w;,,w;,,...}. En vista
de que P es no negativa y finitamente aditiva, es mon6tona no decreciente,
asf que P(A) > pj, + ...+ pj, para toda n € N. Por lo tanto, P(A) >
> pe Pje- De la misma manera, se obtiene P(A¢) > >, p;,. Ademas, como
la serie Y ;- | pi converge a 1, las dos series Y po; pj, ¥ D _j, Pi, son también
convergentes y su suma es 1. Ahora bien, si P(A) > > 77, pj;., entonces
tendriamos:

1> P(Q) = P(A) + P(A%) > 3552 pj + 2 pi = 1

lo cual es una contradiccion. Por lo tanto, podemos concluir que P(A) =
220:1 Dy, -
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Sea ahora Aj, As,... una coleccién infinita numerable de subconjuntos
no vacios de Q tales que A; N A; = 0 para ¢ # j. St A = U521 A4, =

{wk, ,Wk,, - - -}, entonces, como P es no negativa y finitamente aditiva, se
tiene P(A) > >, P(A,) para toda ng € N. Asi que:

P> P(A) (V.1)
n=1

Por otro lado, dada N € N, existe ng € N tal que {wy, : j < N} C
A, asi que:

Z;V:1 pr, = P({wk, 1§ < N}) < P(UpZ; An)
= ZZ(]:l P(An) < Zflozl P(An)

Es decir, Z;-V:lpkj <> >, P(A,) para toda N € N. Por lo tanto:

une

n=1

PA) =Y p, <3 P(4n) (v.2)

j=1 n=1
Combinando (V.1) y (V.2), obtenemos P(A) = Y >, P(A,), lo cual
prueba el resultado. [ |

COROLARIO V.5. Sea Q cualquier conjunto, A la familia formada por to-
dos los subconjuntos de Q y P : A +— [0,1] una funcion finitamente adi-
tiva. Supongamos que existe un subconjunto numerable ' de Q tal que

>weqy P{w}) = 1. Entonces P es o-aditiva y P(A) = > (e anon P{w})
para todo A € A.

Demostracién
Sea A’ la familia formada por todos los subconjuntos de 2. Entonces, de
acuerdo con el teorema V.4, restringida a A’, P es o-aditiva. En particular:

P(Y) =3 e PHw}) = 1.
Asi que, si B es cualquier subconjunto de 2 — €', tenemos:
1>PBUQ)=P(B)+P)=PB)+1

de lo cual se sigue P(B) = 0. Entonces, si A es cualquier subconjunto de
Q, se tiene P(A) = P(AN Q). Asf que, si A1, Ag, ... es cualquier coleccion
numerable de subconjuntos de Q tales que A; N A; = () para i # j, entonces:
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P(Uy, Ax) = Pl(Uy, 4x) N Q] = P[U,(Ax N V)]
=2 P(A N Q) =37, P(Ap)

lo cual prueba que P es o-aditiva sobre A.
Finalmente, obsérvese que, en particular, si A es cualquier subconjunto
de €1, se tiene:

P(A) = PAND) = ¥ ueangy PU&Y) .

Vamos ahora a aplicar este resultado a una clase de experimentos alea-
torios, la cual incluye el ejemplo con el que se inici6 esta seccién y otros
similares.

DEFINICION V.6 (Ensayos de Bernoulli) Un ensayo de Bernoulli es un expe-
rimento aleatorio el cual admite inicamente dos posibles resultados, los cua-
les llamaremos éxito y fracaso, respectivamente.

Sea Bi, Bo,... una sucesiéon de ensayos de Bernoulli independientes y
r, > 0 la probabilidad de éxito en el k-ésimo ensayo.

Sea @ el conjunto formado por todas las colecciones finitas (si,. .., s,) de
0’s y 1's y, para cada w = (81,...,8,) € ®, definamos p(w) = p(s1) - - - p(sn),
en donde:

(S)_ Tk si Sk:1
PiSk) = 1—rgp si s,=0

Siw = (s1,...,8,) € ®, diremos que w tiene longitud n y definimos
l(w) =n.

Consideremos el experimento aleatorio £ consistente en la realizacion
consecutiva de los ensayos de Bernoulli By, Bo,... y supongamos que esté
definida una condicién C de tal manera que el experimento se termina cuando
la condicion C se satisface por primera vez. Por ejemplo, C podria definirse
como la ocurrencia de cierto namero fijo de éxitos.

El espacio muestral €2 de £ puede descomponerse en dos subconjuntos
QF v Q! en donde QF es el conjunto de resultados de las sucesiones finitas
de ensayos de Bernoulli que terminan con la primera ocurrencia de C y Q/ es
el conjunto de resultados de las sucesiones infinitas de ensayos de Bernoulli
para las cuales la condicion C nunca se alcanza en un niimero finito de reali-
zaciones de los ensayos de Bernoulli. Cada elemento de QF puede represen-
tarse mediante una sucesion finita (si1,...,sy,) de 0’s y 1’s y cada elemento
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de Q! puede representarse mediante una sucesion infinita (s1, sz, ...) de 0’s
y 1’s, en donde s; = 0 y s; = 1 representan, respectivamente, un fracaso y
un éxito en el i-ésimo ensayo. En vista de que ® es un conjunto numerable
y QF ¢ ®, QF es también un conjunto numerable. Sin embargo, Q! puede
ser un conjunto no numerable.

LEMA V.7. 3 ¢ cau(w)=n} P(W) =1 para cualquier n € N.

Demostracion

Para cadan € N, definamos S(n) = 31, c.(w)=n} P(w). Entonces, S(1) =
m+1—-—r)=1ySn+1)=rpt15n)+ (1 —rpt1)S(n) = S(n) para toda
n € N. ]
LEMA V.8. La serie ) qr p(w) siempre es convergente y y_  cqr p(w) < 1.

Demostracién
Para cada n € N, definamos:

Q@):{wEQFH(w)Sn}

y, para cada w € Qf;), definamos:

M (W) ={w' € ®|I(w) =ny w comienza con w}
Dado w € Q@), sea m = [(w). Si m = n, entonces & (w) = {w}, si no:
Zw’e@(M(w) p(w/) = p(w) Z{w’ed):l(w’):nfm} p(w/) = p(w)
Asi que, en cualquier caso:

p(w) = Zw/eqm)(w) p(wl)

Obviamente, dados dos elementos distintos w,w’ € ng ) los subconjuntos

dM(w) y ®™ (') son ajenos. Ademés:
Usenr, 8(w) € {w € ® | 1(w) = n}
Asi que, para cualquier n € N, tenemos:
Eweﬂfn) p(w) < Z{we@:l(w):n} p(w) =1

Por lo tanto, la serie:

S eqr P@) = e Scqr pw)

es convergente y > qr p(w) < 1. |
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PropPOSICION V.9. Dada M € N y t1,...,tpr M nidmeros naturales fijos,
supongamos que los ensayos de Bernoulli se clasifican en M tipos, T4, ..., T,
con probabilidades de éxito p1,...,pr, respectivamente, y que la condicion
C se satisface cuando, para alguna i € {1,..., M}, se obtienen t; éxitos en
los ensayos de Bernoulli de tipo T;. Sea 2 el espacio muestral del correspon-
diente experimento aleatorio, QF el conjunto de resultados de las sucesiones
finitas de ensayos de Bernoulli que terminan con la primera ocurrencia de
C, A la familia de todos los subconjuntos de Q y P : A — [0,1] una fun-
cion de probabilidad (finitamente aditiva) tal que P({w}) = p(w) para toda
w € QF. Entonces, P es o-aditiva y, ademds, P(A) = > {weanory P(w) para
todo A € A.

Demostracién
De acuerdo con el corolario V.5, basta con demostrar que } ¢, cqry p(w) = 1.

Seat=t1+---+ty, p=min{p1,...,pm}y, para cadan € N, definamos
el evento:

Ap:: La primera ocurrencia de C se obtiene en alguno de los primeros nt
ensayos.

Ap: se representa mediante un conjunto finito formado por los elementos
de QF de longitud menor o igual a nt, de manera que:

P(Ant) = Z{WEQFZZ(LU)Snt} p(w)

Por lo tanto:
> qweary PW) = Mpesoe 3 cori(w)<nt P(W) = Myoe P(Ant)

Vamos a demostrar que P (AS,) < (1 - pt)n para cualquier n € N, de
lo cual se sigue que limy, ..o P(Ay¢) = 1, asi que la proposicion quedara
demostrada.

La demostracion de la desigualdad P (AS,) < (1 — pt)n, para cualquier
n € N, se haré por induccién sobre n.

Si en los primeros ¢ ensayos hay éxito, entonces ocurre Ay, asi que P (Ay)
> p'. Por lo tanto, P (A§) <1 — p’.

Obsérvese que si a = (81,...,8n) € Ap, entonces, por el lema V.7, se
tiene:

p(a) = Z{wei’:l(w):nt, w y « coinciden en sus primeros m elementos} p(w)

Asi que, si:
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l(w) = nt y los primeros elementos de w no
coinciden con los elementos de ninguna w’ € A,

Cnt—{w€<I>

entonces P(A7) = > r ec,,y P(W)-
Supongamos ahora que la desigualdad P (A%;) < (1 — pt)n se cumple
para n = k € N, entonces:

P (A((:k—&-l)t) =P <A€k+1)t N Ait) =P(Ay,) - P (A(k+1)t n A%t)

A1yt N Af, esta formada por los elementos de QF de longitud mayor
que kt y menor o igual a (k + 1)¢, de manera que:
P(A(k+1)t NAL) = Z{wGQF:ktd(w)g(k—i-l)t} p(w)
Pero, si a = (s1,...,8m) € Apq1)e N Af,, entonces, por el lema V.7, se
tiene:

p(a) = Z{we@:l(w):(k—i-l)t, w y a coinciden en sus primeros m elementos} p(w)

Asi que, si:
l(w) = (k + 1)t, los primeros kt elementos de w
coinciden con los elementos de alguna w’ € Cjy
Dkt = weod: . ..
y los primeros elementos de w coinciden con los
elementos de alguna w' € A1y
Bi=luca: l(w) = (k‘+ 1)t y w esta formada p,or
una sucesion en Cy; seguida de t 1’s
entonces:

P(A(k+1)t N Ait) = Z{wGDu}p(w) Z Z{wGEu}p(w) Z pt Z{wECu}p(w)
:PtP( it)
Asi que:
P (Afkﬂ)t) = P (A7) = P (A1) N A7) < P (A7) —p'P(AR,)
= (1-p")P(AF) < (1-p")*! u

COMENTARIO V.10. La ultima proposicion muestra que Si queremos cons-
truir un modelo probabilistico para el experimento aleatorio £ de tal manera
que se satisfagan las siguientes condiciones:
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1. Cualquier subconjunto del espacio muestral representa un evento,

11. La funcion de probabilidad P : A [0,1], en donde A es la familia de
todos los subconjuntos de ), es finitamente aditiva,

1. P({w}) = p(w) para toda w € QF.

Entonces, tnicamente hay una posible eleccién para la funcién de probabilidad

P, a saber, P(A) = Y. P({w}) para cualquier A € A, lo cual define una
weANQF
funcion de probabilidad o-aditiva.

A continuacién se presentan algunos problemas que caen dentro de la
categorfia de problemas descritos en la proposiciéon V.9 y, por consiguiente, en
cada uno de ellos, la asignacion de probabilidades dada en el comentario V.10
define la tnica posible funcién de probabilidad satisfaciendo las condiciones
I, IT y III arriba enunciadas.

EJEMPLO V.11. Una persona A juega contra otra persona B lanzando alter-
nadamente un par de dados. A lanza primero los dados, con la condicion de
que gana el juego si obtiene una suma igual a 6; en caso contrario, el juego
continia lanzando B los dados, con la condicion de que gana el juego si ob-
tiene una suma igual a 7; en caso contrario, el juego continia lanzando A
los dados bajo las condiciones iniciales. Calcule las probabilidades que cada
jugador tiene de ganar el juego.!

Solucién

Vamos a resolver este problema por dos métodos, en el primero se utilizard
explicitamente la propiedad de la aditividad numerable,?> mientras que en el
sequndo se utilizard un razonamiento basado en probabilidades condicionales,
el cual, al igual que en el caso del ejemplo tratado con anterioridad, contiene
implicitamente la propiedad de la aditividad numerable.’

Primer método:
Para cada lanzamiento, definamos como éxito al hecho de que el jugador
que lanza los dados gana el juego en ese lanzamiento. Entonces cada posible

'Este problema fue propuesto por Christiaan Huygens a M. de Roberval en el afio
1656 y constituye el primer planteamiento de un problema de probabilidad en el cual el
conjunto de posibles resultados es infinito ([7]).

2Este método de solucién fue utilizado por Jacques Bernoulli en el afio 1705 para
resolver este problema ([3]).

3Este fue basicamente el método utilizado por C. Huygens en su libro Du Calcul dans
les Jeuz de Hasard, publicado en 1657 ([7]).
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resultado de este juego puede representarse ya sea mediante una sucesion
finita (F,...,F,S) formada por fracasos consecutivos sequidos de un éxito,
o bien mediante una sucesion infinita (F, F,...) formada exclusivamente por
fracasos. Denotemos por wy, al posible resultado (F, ..., F,S) formado por
n — 1 fracasos sequidos de un éxito. Entonces, de acuerdo con las reglas
estudiadas en las secciones anteriores, se puede asignar una probabilidad
p(wn) a cada wy, de la siguiente manera:

plwar) = (1 — p)kQ —p2)k_1p2 si n = 2k para alguna k € N

plwar—1) = (1 —p)* 11 —p2)*Ip1  sin =2k —1 para alguna k € N

en donde p1, pa son las probabilidades, respectivamente, de obtener 6 y 7
puntos al lanzar el par de dados, es decir p1 = % y po = =. Ahora bien,
como la funcion de probabilidad es o-aditiva, las probabilidades P(A) y P(B)
de que A y B ganen, respectivamente, estin dadas por:

» o=

P(A) = X3 plwan-1) =S50, B ) e =8
P(B) = S plwa) = S50, (BH)F () L=

Segundo método:
Consideremos los siguientes eventos:
A : A gana el juego.
B : B gana el juego.
Aq . Se obtiene éxito en el primer lanzamiento.
By : Se obtiene fracaso en el primer lanzamiento y éxito en el seqgundo.
C : Se obtiene fracaso en los primeros dos lanzamientos.
Utilizando la propiedad de la aditividad finita y observando que la ocurren-

cia de C' coloca a los dos jugadores en la misma situacion que al inicio del
Jjuego, se tiene:

P(A) = P(A;) + P(ANC) = P(A1) + P(A| C)P(C)
= P(A1) + P(A)P(C)

P(B) = P(By) + P(BNC) = P(By) + P(B | C)P(C)
— P(B)) + P(B)P(C)
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De lo cual se obtiene,

P(4) = L5 y P(B) = L5

Esto resuelve el problema, ya que

= 1
Asi que, P(A) = %+ =3 ¢ P(B)= 358, =31
3

EJEMPLO V.12. Tres personas, P, Q y R, colocan doce fichas en una urna,
4 de ellas son blancas y 8 negras. Juegan sacando por turnos una ficha al
azar de la caja, reemplazdndola después y con la condicion de que el primero
que saque una ficha blanca gana el juego. Suponiendo que el primer turno es
de P, el seqgundo de Q y el tercero de R, calcule las probabilidades que cada
jugador tiene de ganar.

Solucion

Para cada eleccion, llamemos éxito al hecho de que el jugador que estd
haciendo la eleccion obtiene una bola blanca. Entonces cada posible resultado
de este experimento puede representarse ya sea mediante una sucesion finita
(F,,F,S), formada por fracasos consecutivos sequidos de un éxito, o bien
mediante una sucesion infinita (F, F,...), formada exclusivamente por fraca-
sos. Denotemos por wy, al posible resultado (F, ..., F,S) formado por n — 1
fracasos sequidos de un éxito. Entonces, de acuerdo con las reglas estudiadas
en las secciones anteriores, se puede asignar una probabilidad p(wy) a cada
wy, de la siguiente manera:

plwn) = p(1 —p)"!

en donde p es la probabilidad de obtener una bola blanca en una eleccion, es
decir p = % Ahora bien, como la funcion de probabilidad es o-aditiva, las
probabilidades P(A), P(B) y P(C) de que P, Q y R ganen, respectivamente,
estdn dadas por:

P(A) = Y2 o p(waes1) = Dpco 3 (%)% =10
P(B) = S o plwsrss) = o & (2)F! =

o) oo 3k+2
P(C) = > 520 p(wak+3) = Zk:o% (%) 2= 1%

[SU N
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EJEMPLO V.13 (Problema de los 3 jugadores) Tres jugadores, P, Q y R, jue-
gan partidas por parejas en cada una de las cuales la probabilidad que cada
Jugador tiene de ganar es 1/2; quien gane una partida juega con el otro juga-
dor hasta que uno de los jugadores gane dos partidas consecutivas, ganando
entonces el juego. Suponiendo que comienzan jugando P contra @, calcule las
probabilidades que cada uno tiene de ganar el juego.

Solucién

El experimento aleatorio £ asociado con este problema puede verse como
la realizacion de una sucesion de ensayos de Bernoulli By, Ba, ..., en donde
By es éxito si el jugador P gana la primera partida y, para ¢ > 1, B;1q es
éxito si el jugador que gand la i-ésima partida gana también la que sigue. Con
estas convenciones, el juego se termina en el momento en que por primera vez
se obtiene éxito después del primer ensayo. Entonces cada posible resultado
de este experimento puede representarse ya sea mediante una sucesion finita
(F,...,F,S), formada por fracasos consecutivos sequidos de un éxito, o bien
mediante una sucesion finita (S, F, ..., F,S), formada por un érxito sequido
de fracasos consecutivos a los cuales sigue un éxito, o bien mediante una
sucesion infinita (F, F, . ..), formada exclusivamente por fracasos. Denotemos
por wy, al posible resultado (F, ..., F,S) formado por n fracasos sequidos de
un éxito y por w, al posible resultado (S, F,..., F,S) formado por un éxito
sequido de n — 1 fracasos consecutivos a los cuales sigue un éxito. Entonces,
de acuerdo con las reglas estudiadas en las secciones anteriores, se puede
asignar probabilidades p(wy) y p(wy) a cada w, y !, de la siguiente manera:

plwn) =p(1—p)"
plwp) = p*(1=p)"!
en donde p es la probabilidad de éxito en cada ensayo, es decir p = % Ahora

bien, como la funcion de probabilidad es o-aditiva, las probabilidades P(A),
P(B) y P(C) de que P, Q y R ganen, respectivamente, estin dadas por:

P(A) = Z;O:o p(wakys) + Zz‘;o P(wskt1)
= reo (%)?)k+4 + > ko (%)%H =1
P(B) =Y 720 p(wsks1) + 2 peo P(w3k+3)

=120 (%)BHQ + 2 ko (%)%H =3
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P(C) =3 2o p(wars2) + D peo p(Wakt2)

=120 (%)%H’ + 2 o (%)3“3 =2 A

El siguiente problema es especialmente importante por el papel que jugd
en el desarrollo de la teoria de la probabilidad.

EJEMPLO V.14 (Problema de la ruina del jugador) Dos jugadores, A y B, los
cuales poseen, respectivamente, a y b fichas, juegan partidas consecutivas, en
cada una de las cuales las probabilidades de que A y B ganen son, respecti-
vamente, p y q =1 —p y de tal manera que en cada una de ellas el perdedor
dard una de sus fichas al vencedor. Si el ganador del juego es aquel que en
algin momento llegue a poseer la totalidad de fichas, ;qué probabilidad tiene
cada jugador de ganar el juego?*

Solucion

Obsérvese que este problema no cae dentro de la categoria de problemas
descritos en la proposicion V.9, de manera que no podemos utilizarla para
probar que, al igual en los otros problemas que se han tratado en esta sec-
cion, la propiedad de la aditividad numerable es consecuencia de las otras
propiedades de la funcion de probabilidad. Sin embargo, utilizando el mismo
método que el utilizado en la demostracion de la proposicion V.9, se puede
mostrar que también en este caso la propiedad de la aditividad numerable es
consecuencia de las otras propiedades de la funcion de probabilidad.

El uso directo de la propiedad de la aditividad numerable en la solucion
de este problema da lugar a una serie cuyo cdlculo no es evidente, asi que
resulta mds sencillo aplicar el método basado en probabilidades condicionales,
el cual contiene, implicitamente, la propiedad de la aditividad numerable.

Para z € {0,...,a + b}, denotemos por p, a la probabilidad de que el
jugador P quede arruinado al comenzar con z fichas. Por la regla de la pro-
babilidad total, tenemos, para z € {1,...,a+b—1}:

Dz = PPz4+1 + qPz—1
Ademds, po =1 y pgap = 0.
Esto establece una ecuacion en diferencias. Para resolverla la escribire-
mos en la siguiente forma equivalente, la cual se obtiene escribiendo p, =

p2(p+q):
q(pz —pz—1) =P (P41 — P2)

4Este problema fue propuesto a Pierre de Fermat por Blaise Pascal en el afio 1656.
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Consideremos dos casos. Supongamos primero que p = ¢q, entonces se
tiene:
P1—pPo=DP2—P1= " = Patb ~ Patb—1 = C

en donde ¢ es una constante. Asi que, para z € {1,...,a+ b}:

Pz —Po = Zzzl (pk _pkfl) =cz
Por lo tanto, p, = pg+cz=1+cz
Utilizando ahora la condicion pg+p = 0, se obtiene ¢ = _%M y entonces:

_ _ 1 _ _z _ atb—z
pz=potcz=1- 5 =55

En forma andloga, si, para z € {0,...,a+ b}, denotamos por q. a la
probabilidad de que el jugador @ quede arruinado al comenzar P con z fichas,
se obtiene ¢, = 5.

En particular, se tiene p, +q, = 1, es decir, con probabilidad 1 alguno de
los dos jugadores se arruina.

Para el problema planteado inicialmente, en el cual el jugador P comienza
con a fichas y el jugador @ con b fichas, la probabilidad de ruina del jugador
P es entonces aLer. Supongamos ahora p # q. En este caso tenemos, para

ze{l,...,a+b—1}:

@ a1 (ok — Pe—1) = P* [ 1jiet (Prt1 — 1)

Asi que:

4
Pa41 — Pz = (Z) (p1 = po)
y entonces, para z € {1,...,a+b}:

Pz —Po :Zz_:l(pkﬂ —pr) = (01 —po)zz_:l (Z)k = (p1 _po)l__@)

k=0 k=0

Por lo tanto:

- ()
=1 -1 P
p:=1+ (1 —1) ——7
p 1 — q
Utilizando ahora la condicion pyyp = 0, se obtiene p1 —1 = — pa+b
y entonces: 1— (%)

- (5)
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En forma andloga, si, para z € {0,...,a + b}, denotamos por q. a la
probabilidad de que el jugador @ quede arruinado al comenzar P con z fichas,

BT -

q = =
Z L <B>a+b - (Q>a+b
q p

En particular, también en este caso se tiene p, + q, = 1. Es decir, con
probabilidad 1, alguno de los dos jugadores se arruina.

Para el problema planteado inicialmente, en el cual el jugador P comienza
con a fichas y el jugador @ con b fichas, la probabilidad de ruina del jugador

P es entonces
a a+b
q _ (4
(p> (p)

a+b
_ (4
1-(3)

Un caso interesante de este problema se obtiene al considerar un juego

se obtiene:

contra un jugador inmensamente rico. En otras palabras, supongamos que b
es muy grande.

Si p < q, entonces, como es de esperarse, la probabilidad de ruina del
jugador P tiende a 1 a medida que b crece. Pero si p > q entonces, cuando
b crece, la probabilidad de ruina del jugador P tiende a (%)a < 1. En otras
palabras, a pesar de tener una fortuna tan grande como se quiera, la probabi-
lidad de ruina del jugador @ es positiva, incluso esta probabilidad podria ser
cercana a 1. Por ejemplo si % = %, entonces bastaria con que P comenzara
con una fortuna a = 2 para que ya la probabilidad de ruina de Q fuera muy

99
cercana a 100 -
V.2 PROBABILIDADES GEOMETRICAS

Supongamos que tenemos una barra de extremos Ay B y consideremos el
siguiente experimento aleatorio: una bola W, la cual consideraremos sin di-
mensiones, es decir puntual, es lanzada al azar sobre la barra, de manera que
la bola queda sobre ella. Si imaginamos la barra colocada sobre la recta real,
de tal manera que los extremos de la barra correspondan a los puntos A y
B sobre la recta, este experimento equivale a la eleccion al azar de un punto
en el intervalo [A, B]. El espacio muestral 2 asociado a este experimento es
entonces el mismo intervalo [A, B]. Ahora bien, si, como hemos considerado
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hasta este momento, cualquier subconjunto del espacio muestral representa
un evento, entonces la construcciéon de un modelo matematico para este ex-
perimento consiste en la definicién de una funcién de probabilidad P definida
sobre la familia A formada por todos los subconjuntos de €. La definiciéon
de P debera estar basada en el hecho de que la eleccién del punto sobre el in-
tervalo [A, B] se realiza al azar, lo cual podemos interpretar en el sentido de que dos
subconjuntos de [A, B] que se puedan sobreponer geométricamente uno sobre el otro
deben de tener asignada la misma probabilidad.

Un problema del mismo tipo se puede plantear en el plano, en 3 dimen-
siones, 0, de manera mas general, en R™. Por ejemplo, en R? consideremos el
experimento aleatorio consistente en elegir al azar un punto al interior de un
rectangulo, en R? el de elegir al azar un punto al interior de un paralelepipe-
do, etc. Si interpretamos la eleccion al azar en el mismo sentido que antes,
tendriamos que buscar entonces una funcién de probabilidad definida sobre
todos los subconjuntos de la regiéon en donde se elige el punto, de tal manera
que dos subconjuntos que se puedan sobreponer geométricamente uno sobre
el otro tengan asignada la misma probabilidad. Debido a la caracterizaciéon
geométrica de lo que significa la eleccién al azar, este tipo probabilidades
reciben el nombre de probabilidades geométricas.

El problema que se plantea en estos casos consiste en llevar a cabo el
proceso de asignacion de probabilidades a todos los subconjuntos de la regiéon
en donde se elige el punto al azar.

% es decir, su-

Consideremos, por ejemplo, el problema en una dimensién
pongamos que el experimento aleatorio consiste en la elecciéon al azar de un
punto dentro del intervalo [A, B]. Para cada punto x € [A, B], definamos el
evento A,: ‘la bola cae en el punto z’.

Demostremos en primer lugar que la probabilidad del evento A, es cero
para cualquier z. En efecto, sea € > 0 un nimero arbitrariamente pequeno
y dividamos el segmento AB en N partes iguales de longitud menor que ¢.
Sean A = zp < z1 < -+ < xny = B los puntos de la subdivisién y, para
i €{0,...,N — 1}, definamos los siguientes eventos:

A;: la bola cae en el intervalo [z, 2;11).5

Los eventos A; son mutuamente excluyentes y tienen una probabilidad
comun p pues se pueden sobreponer uno sobre el otro, de manera que tenemos
Np < 1, es decir p < % < &. Sea entonces A el evento A; correspondiente

5Los resultados para el caso de 2 o mas dimensiones son similares.
5Si = B, consideramos intervalos de la forma (@, zi+1].
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al intervalo [z;,x;11) que contiene a x. Evidentemente se tiene P(A,) <
P(A) < ¢ y siendo ¢ arbitrariamente pequenia obtenemos P(A;) = 0.

Sean ahora a < b dos puntos cualesquiera en el intervalo [A, B]. Para cada
€ > 0, arbitrariamente pequena, consideremos una subdivisién del intervalo
[A, B] del tipo descrito anteriormente, de tal manera que los puntos a y b
queden en distintos subintervalos. Sean [yo, y1) v [#1, 20) los subintervalos en
los cuales quedan comprendidos a y b respectivamente.”

| 11 || |
A y, ay, z,b z B

FIGURA V.1
Consideremos entonces los siguientes eventos:
B : la bola cae en el intervalo (a,b).
1)-
Y0, 20)-
B; : la bola cae en el intervalo (z;, x;y1).

(

C : la bola cae en el intervalo (y1, z1)
D : la bola cae en el intervalo (
(

Evidentemente se tiene P(C) < P(B) < P(D).

Ahora bien, los eventos B; son mutuamente excluyentes y tienen una
probabilidad comun p. Ademaés, la bola W cae en algin punto del intervalo
[A, B] con probabilidad 1 y se ha demostrado que P(A;) = 0. Con base en
esto se tiene:

P(B;) = L = za=m:

en donde [ es la longitud del intervalo [A, B].

Por otra parte, los intervalos (y1,21) v (Yo, 20) son unién de un nimero
finito de puntos y de un ntimero finito de intervalos (z;, z;11), los cuales son
ajenos; por lo tanto, tenemos también:

P(C) = 27
P(D) = 2o

ASI que: leyI < P(B) < ZO?yo

Si b = B, consideramos intervalos de la forma |z;, T;+1].
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Pero como cada subintervalo tiene una longitud menor que ¢, se tiene:

z1—y1 > (b—a) — 2
20— Yo < (b—a)+ 2

Entonces:
e~ % < P(B) <+ ¥

Siendo ¢ arbitrariamente pequena, se obtiene finalmente:

Se concluye entonces que la condicién de que la eleccidon se realiza al
azar determina de manera tnica la probabilidad de cada subintervalo del
intervalo [A, B], la cual es igual a la longitud de dicho subintervalo dividida
por la longitud total del segmento en donde se elige el punto.

La pregunta que viene ahora es jhasta donde se podra continuar este
proceso de asignacion de probabilidades, de manera tinica, a los subconjuntos
del intervalo [A, B]?

En el caso de elecciones al azar en el plano, se puede ver més claramente
como llevar més lejos el proceso de asignaciéon de probabilidades de manera
Unica.

Sea R un rectangulo en el plano y consideremos el experimento aleatorio
consistente en elegir al azar un punto al interior de R. En forma analoga al
caso de una dimensioén, se demuestra sin dificultad que la probabilidad de que
el punto seleccionado sea un punto determinado o pertenezca a un segmento
horizontal o vertical dentro de R, es igual a cero. También, la probabilidad
de que pertenezca al interior de un rectangulo contenido en R es igual al
area de dicho rectangulo dividida por el area de R.

Sea ahora S cualquier region contenida en R y sea A el evento ‘el punto
seleccionado pertenece a la regiéon S’.

R

Ficura V.2
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Partamos tanto la base como la altura de R en n partes iguales y sobre
cada una de ellas tracemos lineas verticales y horizontales, respectivamente,
que corten a R. Esto determina una particiéon de R en rectangulos. Conside-
rando que la funcién de probabilidad es finitamente aditiva, la probabilidad
del evento A, en caso de que esté bien definida, queda acotada, por abajo,
por la suma de las areas de los rectangulos contenidos en la regiéon .S, dividida
por el area de R, y por arriba, por la suma de las areas de los rectangulos que
contienen puntos de S, dividida por el drea de R. Por lo tanto, cuando esas
sumas tienden a un limite comiin cuando n tiende a oo, ese limite comun,
dividido por el area de R, es la probabilidad del evento A. Se puede demos-
trar la coincidencia de los limites antes mencionados cuando S es cualquier
region con un area bien definida con los métodos basados en la integral de
Riemann que se estudian en los primeros cursos de céalculo y, ademaés, ese
limite comun es precisamente el area de S.

De esta manera, hemos llegado a la determinacién de probabilidades geo-
métricas en el plano para regiones S con un area bien definida: la probabili-
dad de que el punto seleccionado pertenezca a la regiéon S es igual al cociente
del area de S entre el area de R. Obsérvese que para tener este resultado es
suficiente con que sea valido para el caso en que la region S es rectangular.

EJEMPLO V.15 (Problema del encuentro) Dos personas P y Q se citan en
un determinado lugar entre las 11 y las 12 de la manana, acordando que
aquella que llegue primero esperard o la otra a lo mds 20 minutos y en ningin
caso después de la 12. Suponiendo que cada persona llega a la cita en un
tiempo al azar entre las 11 y las 12 de manera que los tiempos de llegada son
independientes uno del otro, calcule la probabilidad de que las dos personas
se encuentren en el lugar de la cita.

Solucién

Los posibles tiempos de llegada o la cita los podemos representar por pa-
rejas de puntos (x,y), en donde x,y son los tiempos en que llegan P y Q,
respectivamente. Si estos tiempos los contamos en minutos a partir de las 12,
los posibles tiempos de llegada quedardn representados por todos los puntos
de un cuadrado de lado 60 sobre el plano (figura v.3).

Sean 0 < a < b <60 y A el evento ‘P llega entre los tiempos a y b’. Por
b—

60 -

Sea también 0 < ¢ < d < 60 y B el evento ‘Q) llega entre los tiempos ¢ y

d’. Por las hipdtesis, tenemos: P(B) = %.

las hipdtesis, se tiene: P(A) =
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Ficura V.3

Ahora bien, siendo los tiempos de llegada independientes, tenemos:

P(AN B) = bge=d).

Es decir, la probabilidad de que las llegadas de Py Q estén comprendidas
en el rectingulo (a,b) x (¢,d) es igual al drea del rectangulo dividida por el
drea total del cuadrado. Entonces, como dijimos antes, la probabilidad de un
evento determinado por una region S dentro del cuadrado es igual al drea de
la region S dividida entre el drea del cuadrado.

Para que las dos personas se encuentren en el lugar de la cita es necesario
y suficiente que |x — y| < 20; por lo tanto el evento del cual deseamos calcular
la probabilidad estd representado por los puntos con esa propiedad, los cuales
conforman la region S sombreada de la siguiente figura:

701
60
501
40
30
20
10

y

010 20 30,40 50 60 70

Ficura V.4

El drea de esta region es (60)2 — (40)2; por lo tanto llamando A al evento
‘P y Q se encuentran en el lugar de la cita’, tenemos:

60)2—(40)2
P(A):( )(60)(2) :1_328
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EJEMPLO V.16 (Paradoja de Bertrand) Se traza una cuerda al azar en un
circulo; scudl es la probabilidad de que la longitud de la cuerda sea mayor
que la longitud comin de cada lado de un tridngulo equildtero inscrito al
circulo?

Solucién

La aparente paradoja proviene del hecho de que, al interpretar de dife-
rentes maneras lo que significa trazar al azar una cuerda del circulo, se ob-
tienen distintos valores de la probabilidad buscada. En efecto, resolveremos
a continuacion el problema planteado para algunas de esas interpretaciones.
Siendo irrelevante la magnitud del radio del circulo, supondremos que éste es
wqual a 1.

a) Trazar una cuerda al azar puede interpretarse como equivalente a ele-
gir dos puntos sobre el circulo de manera que las elecciones sean indepen-
dientes y que, al elegir cada punto, hay la misma probabilidad de que éste
esté comprendido en cualquiera de dos arcos de la misma longitud sobre el
circulo.

La longitud de la cuerda excederd la longitud del lado del triangulo inscrito
si y solo si la longitud del arco que une A con B en cualquier direccion es
mayor que la tercera parte del perimetro del circulo. Entonces el problema es
equivalente a elegir al azar dos puntos a: ,y del intervalo [0,2m] y queremos
calcular la probabilidad de que se tenga > |y — x| > 2” . E'sta probabilidad
la podemos encontrar calculando el drea de la region sombreada de la siguiente

figura:

Esta drea es igual a (4—”) — (%) 2L - por lo tanto, llamando p a la

probabilidad buscada, tenemos p =




LA ADITIVIDAD NUMERABLE 161

b) Rotando el circulo después de elegir la cuerda, siempre podemos hacer
que la cuerda quede en una direccion determinada de antemano, digamos en
la direccion del eje x.

La cuerda elegida tendrd una longitud mayor a la longitud del tridngulo
equildtero inscrito siempre que caiga dentro de la region sombreada de la
figura.

Ahora bien, la cuerda puede quedar determinada de varias maneras:

19 Eligiendo al azar un punto sobre el semicirculo ABCD vy trazando por
él una cuerda horizontal. En ese caso la cuerda queda en la region sombreada
sty solo si el punto se elige sobre el arco BC' cuya longitud es la tercera parte
del semicirculo, es decir, en este caso se obtiene p = %

2° Eligiendo al azar un punto sobre el intervalo [—1,1] en el eje y y
trazando por €l una cuerda horizontal, en ese caso la cuerda queda en la
region sombreada si y sdlo si el punto se elige sobre el intervalo [—%, %], cuya

longitud es la mitad de la de todo el intervalo, es decir, en este caso se obtiene
1

p=3.

3?2 Eligiendo al azar un punto dentro del circulo y trazando por él una
cuerda horizontal, en este caso la cuerda queda en la region sombreada si y
solo si el punto se elige dentro de ésta, asi que, siendo el drea de la region

sombreada § + ?, dividiendo esta cantidad entre el drea total del circulo,

obtendremos la probabilidad buscada; es decir p = % + 2—‘/5’ ~ 0.69.

i

Ficura V.6

V.3 SUCESIONES INFINITAS DE ENSAYOS DE BERNOULLI

Consideremos el experimento aleatorio consistente en realizar una sucesion
infinita de ensayos de Bernoulli, independientes uno de otro, en cada uno de
los cuales la probabilidad de éxito es igual a p, en donde 0 < p < 1.
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Cada posible resultado de este experimento puede representarse mediante
una sucesion infinita formada por éxitos y fracasos del tipo (F, F, S, F, S, S, S,
F,...). Denotemos por we, a la sucesion formada exclusivamente por fracasos
y por 9 al conjunto de todas las otras sucesiones que componen el espacio
muestral.

La ocurrencia del evento {wx } implica que, dado cualquier n € N, en los
primeros n lanzamientos se obtiene fracaso, de manera que

P({ws}) < (1 —p)", para todan € N

Asi que, P ({ws}) = 0. Por lo tanto, P (QO) = 1. Lo cual significa que
la probabilidad de obtener por lo menos un éxito es igual a 1.

Obsérvese que el resultado dice también que la probabilidad de obtener
el primer éxito en un niamero finito de ensayos es igual a 1.

Al aplicar esta propiedad, aparentemente tan simple, se obtienen resulta-
dos que pueden parecer sorprendentes. Tomemos, por ejemplo, la obra Ham-
let de Shakespeare y determinemos el conjunto C' de caracteres tipograficos
que ahi se utilizan (incluyendo el espacio blanco), asi como el namero total
T de caracteres fisicamente distintos que se utilizan en la obra. Supongamos
ahora que una persona escribe una secuencia de T caracteres, cada uno se-
leccionado al azar del conjunto C. La probabilidad de que esa secuencia de
T caracteres coincida exactamente con la obra de Shakespeare resulta ser
igual a p = (%)T, en donde m es el numero de elementos que hay en C.
Esta probabilidad p, aunque es extremadamente pequena, es positiva. Su-
pongamos ahora que el experimento consistente en escribir una secuencia
de T caracteres, cada uno seleccionado al azar del conjunto C', se repite in-
definidamente, siendo cada repeticién independiente de las demés. En cada
repeticion de este experimento, definamos éxito al hecho de obtener, en esa
repeticién, una secuencia de T' caracteres que coincida exactamente con la
obra de Shakespeare. Tendremos entonces una sucesion de ensayos de Ber-
noulli, independientes, en cada uno de los cuales la probabilidad de éxito
es igual a p. La relacion P (QO) = 1 nos dice entonces que la probabilidad
de que en algiin momento una de las secuencias de 1" caracteres coincida
exactamente con la obra de Shakespeare es igual a 1.

De igual forma, consideremos el experimento aleatorio consistente en rea-
lizar n ensayos de Bernoulli, independientes uno de otro, en cada uno de los
cuales la probabilidad de éxito es igual a p, en donde 0 < p < 1. La probabi-
lidad de obtener éxito en todos los ensayos es entonces igual a p™ > 0.
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Supongamos ahora que este experimento se repite indefinidamente, sien-
do cada repeticiéon independiente de las demés. En cada repeticién de este ex-
perimento, definamos éxito al hecho de obtener, en esa repeticién, n éxitos.
Tendremos entonces una sucesiéon de ensayos de Bernoulli, independientes,
en cada uno de los cuales la probabilidad de éxito es igual a p™. La relacion
P (QO) = 1 nos dice entonces que la probabilidad de que en algin momento
se obtenga una secuencia de n éxitos es igual a 1. De esta manera, por ejem-
plo, no debe ser sorprendente el que en alguna ocasién una persona lance
una moneda balanceada 100 veces y obtenga tinicamente caras.

En general, sorprende que un evento de probabilidad muy pequena ocurra.
Sin embargo, por lo mencionado antes, la probabilidad de que tal evento
ocurra por lo menos una vez en una sucesion de repeticiones independien-
tes del correspondiente experimento aleatorio, es igual a 1. En contraparte,
el nimero de ensayos que deban realizarse, en promedio, hasta obtener la
ocurrencia de dicho evento, puede ser muy grande. Este punto se analizara
con mas detalle en el capitulo IX.

En realidad, cuando un resultado parece sorprendente es porque se esté
comparando un grupo de resultados con otro grupo distinto. Por ejemplo, la
obtencién de una secuencia de 100 caras al lanzar al aire 100 veces una mone-
da no deberia ser sorprendente pues ese es uno de los posibles resultados que
pueden obtenerse y todos ellos tienen la misma probabilidad de ocurrencia.
Sin embargo dicho resultado puede parecer sorprendente al hacer diferentes
tipos de comparaciones. Desde el punto de vista de la frecuencia de caras
que se obtienen, es sorprendente pues el conjunto de posibles resultados con
una frecuencia cercana a 1/2 tiene una probabilidad bastante mas alta que
la correspondiente al conjunto de resultados cuya frecuencia difiere sustan-
cialmente de 1/2. Desde el punto de vista de la regularidad de la secuencia,
es sorprendente pues el conjunto de posibles resultados con una regularidad
visible es bastante mas pequenio que los que no presentan una regularidad
a simple vista, de manera que el primer grupo tiene una probabilidad més
pequena que el segundo.

De hecho, muchos métodos estadisticos estan basados en las ideas expre-
sadas arriba. Por ejemplo, para realizar una prueba de hipétesis se selecciona
un conjunto de posibles resultados de tal manera que, bajo el supuesto de que
la hipétesis es verdadera, su probabilidad es pequena, y se adopta el criterio
de rechazar la hipotesis si se obtiene un resultado de ese grupo. El criterio
no garantiza que una hipotesis verdadera no va a ser rechazada pues, siendo
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verdadera es posible que ocurra uno de los posibles resultados del grupo que
se esté utilizando como criterio de rechazo, sin embargo, la pequenez de la
probabilidad de ese conjunto garantiza que la probabilidad de rechazar una
hipétesis verdadera es pequeiia. Hasta aqui cualquier conjunto de probabi-
lidad pequena es igualmente til como criterio de rechazo, sin embargo se
tiene que buscar también que la probabilidad de rechazar una hipétesis falsa
sea alta. Los métodos para lograr esto pertenecen al campo de la estadistica
matematica.

Regresando al estudio de las sucesiones infinitas de ensayos de Bernoulli
independientes, se puede decir todavia més. Para m,k € N, definamos los
eventos:

A,, 1 Se obtienen menos de m éxitos.

By : En los primeros k * m ensayos se obtienen menos de m éxitos.

Si se obtiene éxito en cada uno de los primeros m ensayos, entonces ocurre
Bf, asi que p™ < P (BY). Por lo tanto, P (B;) < 1—p™. De la misma manera,
para k > 2, P (By | Bx—1) <1 —p™, asi que:

P (By) = P (By, | Be—1) P(Be—1) + P (Bx | Bi_y) P(Bf_y)
= P (By | Bg-1) P(By-1) < (1 = p™)P(By_1)

Por lo tanto, P (By) < (1 — p™)*.

Ahora bien, si A,, ocurre, entonces ocurre B}, para cualquier k, asi que
P(A;) < (1 —p™)k para cualquier k. Por lo tanto, P(A,,) = 0. Lo cual
significa que la probabilidad de obtener por lo menos m éxitos es igual a 1.

Si suponemos que la funcién de probabilidad es o-aditiva, se puede enun-
ciar un resultado todavia mas fuerte. Definamos el evento:

A: se produce tnicamente un numero finito de éxitos.

Entonces, la sucesién de eventos Aq, Ao, ... es mondtona creciente y su
unién es A. Se tiene entonces:

A= U Am:A1U(A27A1)U(A3—A2)U...
m=1
Asi que:
P(A) = P(Ay) + P(Ay — Ay) + P(Ag — Ay) + - =0

Por lo tanto, con probabilidad 1, se produce una infinidad de éxitos.
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V.4 EL PROBLEMA DE LA MEDIDA

Consideremos el experimento aleatorio consistente en la eleccion al azar de
un punto en el intervalo [0, 1]. Como dijimos antes, si cualquier subconjunto
del espacio muestral representa un evento, la construccién de un modelo ma-
tematico para este experimento consiste en la definicién de una funcién de
probabilidad P definida sobre la familia A formada por todos los subconjun-
tos del intervalo [0, 1]. Ya vimos que la condicion de que la eleccion se realiza
al azar determina de manera tinica la probabilidad de cada subintervalo del
intervalo [0, 1], la cual es igual a la longitud de dicho subintervalo. Sin em-
bargo, atin no tenemos el modelo completo pues no hemos asignado una pro-
babilidad a cada subconjunto del intervalo [0, 1]. Por otra parte, la funcion
de probabilidad que queremos definir debe de tener la propiedad de que dos
subconjuntos del intervalo [0, 1] que se puedan sobreponer geométricamente
uno sobre el otro deben de tener asignada la misma probabilidad.

En el ano 1902, Henri Léon Lebesgue (|9]) se plante6 un problema similar
al que queremos resolver. De manera especifica, bautizé como el problema de
la medida al consistente en encontrar una funcién m, definida sobre todos
los subconjuntos acotados de ntimeros reales, y que satisfaga las siguientes
condiciones:

I. m es no negativa.
II. m es o-aditiva.
1r. m([0,1]) =1
IV. m es invariante bajo traslaciones.

Este problema fue atacado por diferentes personas, en particular por
Giuseppe Vitali, quien demostré en 1905 que el problema de la medida de
Lebesgue no tiene solucion ([13]).

El resultado de Vitali provoco algo de insatisfaccion pues de lo que se
trata es de definir una funcién, llamada medida, que permita extender el
concepto de longitud de un intervalo a todos los subconjuntos acotados de
ntmeros reales, de tal manera que se satisfagan ciertas propiedades que ra-
zonablemente podrian esperarse para esta funcion. El resultado de Vitali
plante6 una disyuntiva, o bien se aceptan como razonables las condiciones
I, II, III y IV y entonces se restringe la familia de conjuntos a los cuales se
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les puede asignar una medida, o bien se buscan condiciones menos restric-
tivas para la funciéon m de tal manera que pueda definirse para cualquier
subconjunto acotado de ntimeros reales.

En la busqueda de alternativas para el problema de la medida, otros mate-
maticos lo estudiaron considerando diferentes modificaciones. Los resultados
en este sentido son los siguientes:

Felix Hausdorf (|5]) propuso en 1914 el problema de la medida en sentido
amplio, el cual consiste en encontrar una funciéon m, definida sobre todos
los subconjuntos acotados de numeros reales, y que satisfaga las siguientes
condiciones:

I. m es no negativa.
1. m es finitamente aditiva.
. m([0,1]) =1
IV. m es invariante bajo traslaciones.

Stefan Banach demostr6 en 1923 que este problema, asi como el pro-
blema analogo en dos dimensiones, si tiene solucion ([1]). Sin embargo, el
mismo Hausdorf habia demostrado que el problema anélogo en tres o mas
dimensiones no tiene soluciéon.

Banach y Kazimierz Kuratowski se plantearon en 1929 el problema de
encontrar una funciéon m, definida sobre todos los subconjuntos del intervalo
[0, 1], y que satisfaga las siguientes condiciones:

I. m es no negativa.
1. m es o-aditiva.
111. Si I es un intervalo, entonces m(I) es igual a la longitud de I.

El resultado de Banach y Kuratowski fue que tal problema no tiene solu-
cion ([2]). Esto sorprendié a muchos, por ejemplo a Paul Pierre Lévy quien
pensaba que, al quitar a la medida la condicién de ser invariante bajo trasla-
ciones, es posible asignar una medida a todos los subconjuntos de nimeros
reales ([10]).

Alfred Tarski atacoé en 1930 el problema de la medida en sentido amplio
planteandose el problema de encontrar una funciéon m, definida sobre todos
los subconjuntos del intervalo [0, 1], y que satisfaga las siguientes condiciones:
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I. m es no negativa.
II. m es finitamente aditiva.

1. Si I es un intervalo, entonces m(I) es igual a la longitud de I.

Tarski mostr6 que tal problema, asi como el andlogo en dos o mas dimen-
siones, si tiene solucidon. Sin embargo, mostré también que la solucién no es
tnica ([12]).

Volviendo a nuestro problema de asignar una probabilidad a cada sub-
conjunto del intervalo [0, 1] de tal manera que dos subconjuntos del intervalo
[0,1] que se puedan sobreponer geométricamente uno sobre el otro tengan
asignada la misma probabilidad, vemos, a la luz de los resultados anteriores,
que éste no tiene solucion si se quiere una funciéon de probabilidad que sea
o-aditiva, en cambio, si inicamente se quiere una funcién de probabilidad
finitamente aditiva, el problema si tiene solucién, aunque, atn en ese caso, el
problema anélogo en tres dimensiones no lo tiene. De esta manera se puede
concluir que la invariancia geométrica es muy restrictiva. Sustituyendo ésta
por la condiciéon de que un intervalo tenga asignada una probabilidad igual
a su longitud, vemos que, si se quiere una funciéon de probabilidad que sea
o-aditiva, el problema tampoco tiene solucién. Por otra parte, si inicamen-
te se quiere una funcion de probabilidad finitamente aditiva, el problema si
tiene solucién, pero ésta no es tnica.

La conclusiéon que se deriva de estos resultados es que los experimentos
descritos no pueden ser modelados dentro del marco que hemos considerado
hasta este momento. Por lo tanto, se debe de tomar una de dos alternativas,
o bien se renuncia a modelar este tipo de experimentos o bien se cambia
alguna o algunas de las caracteristicas del modelo.

Hemos visto que la modelaciéon de experimentos consistentes en elecciones
al azar, de los elementos de un conjunto finito, ha jugado un papel central
para poder construir modelos probabilisticos en el caso general de experimen-
tos aleatorios que admiten tnicamente un conjunto finito de posibles resul-
tados, e incluso para aquellos que admiten un conjunto infinito numerable.
La misma situacién se presenta en el caso de experimentos aleatorios que
admiten una infinidad no numerable de posibles resultados, la modelacién
de experimentos consistentes en elecciones al azar juega también un papel
central en la construccién de modelos probabilisticos en general. Ademés, se
puede mostrar que el problema planteado para el caso de elecciones al azar
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se presenta en practicamente todos los casos de experimentos aleatorios en
donde el conjunto de posibles resultados es infinito no numerable. Por tal
motivo, la renuncia a modelar tales tipos de experimentos empobreceria mu-
cho la teoria desarrollada. De esta manera, la alternativa que queda consiste
en relajar las caracteristicas que se piden a la funciéon de probabilidad.

Es posible tomar como modelo el que incluya una funcion de probabili-
dad que sea tnicamente finitamente aditiva de tal manera que, para el expe-
rimento aleatorio planteado, se pueda asignar una probabilidad a cualquier
subconjunto del intervalo [0, 1]. Con esta opcion se estaria renunciando a la
unicidad en la asignacién de probabilidades. Esta opcién es la que se toma,
por ejemplo, en la Estadistica Bayesiana. Sin embargo, en el enfoque clasico
de la teoria de la probabilidad se busca que cada evento tenga asignada una
probabilidad de manera tnica. Esto hace que la opcién de tomar una fun-
cion de probabilidad que sea inicamente finitamente aditiva tampoco resulte
satisfactoria.

Abundando en el problema de la unicidad, se puede mostrar que si se
quiere definir una funciéon de probabilidad P o-aditiva, esta funcién queda
Gnicamente determinada sobre una familia £ de subconjuntos del intervalo
[0, 1], la cual tiene las siguientes propiedades:

1. Si I es cualquier subintervalo del intervalo [0, 1], entonces I € L.

II. Si A es un subconjunto del intervalo [0, 1] tal que A € L, entonces

[0,1] —Ae L.

1. Si Ay, Ag, ... es una coleccion finita, o infinita numerable, de elementos

de L, entonces |J Ay, € L.
k

Por otra parte, si se quiere definir una funcién de probabilidad P finita-
mente aditiva, se puede mostrar que esta funcién queda tnicamente determi-
nada sobre una familia J de subconjuntos del intervalo [0, 1], la cual tiene
las siguientes propiedades:

I. Si I es cualquier subintervalo del intervalo [0, 1], entonces I € J.

1I. Si A es un subconjunto del intervalo [0,1] tal que A € J, entonces

0,1] - Ae J.
1. Si Aq,..., A, es una coleccién finita de elementos de J, entonces

GAkEJ

k=1
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Evidentemente la familia £ contiene a la familia J pues una funcién de
probabilidad o-aditiva también es finitamente aditiva. Tal contencién es pro-
pia. En efecto, se puede mostrar que hay subconjuntos del intervalo [0, 1]
que pertenecen a L pero no a J. Por ejemplo, la probabilidad de un subcon-
junto del intervalo [0,1] que sea infinito numerable no queda determinada
de manera tinica si Ginicamente se cuenta con la propiedad de la aditividad
finita, en cambio, asumiendo que la funcién de probabilidad es o-aditiva, la
probabilidad de tal subconjunto queda tnicamente determinada y es igual a
cero pues los conjuntos formados por un punto tienen probabilidad igual a
cero.

Vemos asi que el proceso de asignaciéon de probabilidades, de manera
Unica, a los subconjuntos del espacio muestral se puede llevar mas lejos con
una funciéon de probabilidad c-aditiva que con una que sea simplemente
finitamente aditiva. Esta es una de las razones bésicas por las cuales se
prefiere adoptar como modelo matematico para los experimentos aleatorios
el que incluye la g-aditividad de la funcién de probabilidad.

V.5 ESPACIOS DE PROBABILIDAD

Lo expuesto en las secciones anteriores de este capitulo motiva las siguientes
definiciones:

DEFINICION V.17 (Algebra de conjuntos) Sea € un conjunto. Se dice que
una familia A de subconjuntos de ) es un dlgebra si se satisfacen las si-
guientes condiciones:

. Qe A
II. S1 A€ A entonces A° € A.

1I. Si Ay, ..., A, es cualquier familia finita de elementos de A, entonces
n
U A € A
k=1

DEFINICION V.18 (o-algebra) Sea Q un conjunto. Se dice que una familia
A de subconjuntos de 1 es una o-dlgebra si es un dlgebra y dada cualquier

oo
coleccion numerable de elementos de A, A1, Aa, ..., entonces |J Ay € A.
k=1
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DEFINICION V.19 (Funcién finitamente aditiva sobre un algebra) Sea © un
conjunto y A un dlgebra de subconjuntos de Q. Se dice que una funcion no
negativa P : A — RU{o0} es finitamente aditiva si dada cualquier familia
finita, Ay, ..., Apn, de elementos de A tal que A;NA; =0 parai # j, entonces

P(kq Ap) = 0, P(Ay).

DEFINICION V.20 (Funcién o-aditiva sobre un algebra) Sea Q2 un conjunto y
A un dlgebra de subconjuntos de €. Se dice que una funcion no negativa
P : A RU{oo} es o-aditiva si es finitamente aditiva y dada cualquier

familia numerable, Ay, As, ..., de elementos de A tal que A; N Aj = 0 para
i#jy U Ax € A, entonces P(|J Ag) = 1oy P(Ay).
k=1 k=1

DEFINICION V.21 (Funcién o-subaditiva) Sea Q un conjunto y A un dlgebra
de subconjuntos de 2. Se dice que una funcion no negativa P : A — RU{oo}
es o-subaditiva, o que satisface la propiedad de la subaditividad numerable, si
dada cualquier familia finita o infinita numerable, Ay, Ao, ..., de elementos

de A tal que |J, Ar € A, P(U,, Ak) < ) P(Ag).

Debe de observarse que, en general, la o-aditividad no es una consecuen-
cia de la aditividad finita. Consideremos, por ejemplo, el algebra A formada
por los subconjuntos de los nimeros naturales que son finitos o de comple-
mento finito y definamos la funcion P : A — [0, 1] mediante las relaciones:
P(A) =0si Aes finitoy P(A) =1 si A® es finito. Tal funcion es finitamente
aditiva pero no o-aditiva. Mas aun, se puede mostrar ([4]) que P puede exten-
derse (no de manera tnica) a una funcion finitamente aditiva definida sobre
la familia de todos los subconjuntos de los ntimeros naturales. Tal extension,
la cual estd definida sobre una o-algebra, resulta entonces ser finitamente
aditiva, pero no o-aditiva.

DEFINICION V.22 (Medida de probabilidad) Sea ©Q un conjunto y A una o-
dlgebra de subconjuntos de 2. Se dice que una funcion P : A — R es una
medida de probabilidad si se satisfacen las siguientes propiedades:

1. P(A) > 0 para todo evento A.
1. P(2) =1

11I. P es o-aditiva.
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De acuerdo con lo dicho en la seccién anterior, un experimento aleatorio
serd modelado por una terna (2,4, P), en donde 2 es un conjunto, A una
o-algebra de subconjuntos de 2 y P una medida de probabilidad definida
sobre A. Una terna de este tipo sera llamada un espacio de probabilidad. Este
modelo estd basado en la formulacion axiomética de la teoria de la proba-
bilidad dada por Andrey Nikolaevich Kolmogorov en el ano 1933 (|8]). En
su articulo, Kolmogorov mostré que la o-aditividad admite un tratamiento
matemético sélido, convenciendo asi al medio matematico de aceptarla como
una propiedad razonable del modelo probabilistico de cualquier experimento
aleatorio.

El siguiente resultado muestra que la o-aditividad se puede formular de
diferentes maneras, todas ellas equivalentes.

PROPOSICION V.23. Sea © un conjunto, A un dlgebra de subconjuntos de
Qy P:A— R una funcion no negativa y finitamente aditiva, entonces las
siguientes propiedades son equivalentes:

I. P es o-subaditiva.
II. P es o-aditiva.

1I. Para cualquier coleccion infinita Ay, As, . .. de elementos de A tales que
A1 CcAyC...ylUnl A, € A, setiene P (U2 Ay) = limyuoo P(Ay).

Iv. Para cualquier coleccion infinita Ay, Ao, . .. de elementos de A tales que
A1 DAy D ..yl Ay € A, setiene P ([, Ay) = limynoo P(Ay).

V. Para cualquier coleccion infinita A1, Ao, ... de elementos de A tales
que Ay DAy D ...y (0 A =0, se tiene lim,,.oc P(A,) = 0.
Demostracion
Supongamos que P es o-subaditiva y sea A1, Ag, ... una coleccién infinita
numerable de elementos de A, ajenos por parejas y tales que Uj Aje A Se
tiene:

P(U; Aj) > 377, P(A;) para cualquier n € N, asi que P(U; 4;)
= Z;il P(Aj)-

Por lo tanto, P es o-aditiva.

Supongamos ahora que P es c-aditiva y sea Ajp, Ag,... una coleccion
numerable de elementos de A tales que | J Aj € A.Sea B, = A, — U?:_ll Aj,
entonces | J; A; = U, By, asf que:
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P(U; 4;) = P(U; By) = 2252, P(B)) < 3272, P(4))
Supongamos que P es o-aditiva y sea A1, A, ... una coleccion de elemen-
tos de A tales que Ay C Ay C ...y U2, A, € A, entonces:

UzozlAn:A1U(A2—A1)U(A3—A2)U'~
Asi que:

U, Aw) = 520 P(Ag — Ag 1) = Tingeoe 7y P(Ag — Ag 1)
— lim P(A,)
en donde Ag = 0.

119 = 1v es inmediato tomando complementos.

v = v es inmediato pues v es un caso particular de iv.

V=1

Sea Ai, As, ... una colecciéon numerable de elementos de A, ajenos por
parejas y tales que (J; 4; € A. Sea B, = [J;2, 4; — U, Aj, entonces
B1 DBy D ...y ()2, Bn=0. Por lo tanto, lim,.., P(By) = 0, asi que:

P(U52; 4j) = lmpesee P(UjZ1 4j) = mpenso D074 P(A;) = 3252, P(4))

[ ]
V.6 TEOREMA DE CLASES MONOTONAS

Si © es un conjunto arbitrario, se pueden definir distintas o-algebras de
subconjuntos de €. Por ejemplo, si A es cualquier subconjunto de €, la
familia A = {0, Q, A, A°} constituye una o-algebra de subconjuntos de .
También la familia formada por todos los subconjuntos de €2 constituye una
o-algebra.

DEFINICION V.24 (Interseccién de o-algebras) Dado un conjunto Q2 y una fa-
milia arbitraria de o-dlgebras de subconjuntos de €2, se define la interseccion
de esas o-dlgebras como la familia de conjuntos que pertenecen a todas ellas.

Se puede ver facilmente que la interseccion de o-algebras de subconjun-
tos de € es también una o-algebra y, dada una coleccién arbitraria B de
subconjuntos de €2, siempre existe por lo menos una o-algebra que contiene
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a todos los elementos de B, a saber, la formada por todos los subconjuntos
de 2. Se puede definir entonces una o-élgebra como la interseccién de todas
las o-dlgebras de subconjuntos de §2 que contienen a todos los elementos de
B. La o-algebra asi definida es llamada la o-algebra generada por B y eviden-
temente es la més pequena o-algebra de subconjuntos de 2 que contiene a
todos los elementos de B.

DEFINICION V.25. (o algebra generada por una familia de conjuntos) Dada
una coleccion A de subconjuntos de un conjunto (), se define la o-dlgebra
generada por A como la interseccion de todas las o-dlgebras que contienen
a todos los conjuntos de A.

Es frecuente encontrar un problema del siguiente tipo: Se tiene un con-
junto €, un algebra A de subconjuntos de Q y la o-algebra o(A) generada
por A, y se quiere demostrar que una cierta propiedad es vélida para todo
elemento de o(A). Un método para resolver este problema consiste en demos-
trar que la familia H de subconjuntos de €2 que tienen la propiedad deseada
es una o-algebra que contiene a todos los elementos de A, de manera que
entonces contiene a la o-algebra generada por A. Sin embargo, en ocasiones
puede resultar sumamente complicado demostrar que efectivamente H forma
una o-algebra, sobre todo la demostracion de que H es cerrada bajo uniones
o intersecciones finitas. Por ejemplo para probar, siguiendo este método, que
si dos medidas de probabilidad P; y P», definidas sobre o(A), coinciden so-
bre A entonces coinciden sobre o(.A), se requeriria demostrar, en particular,
que si A; y Az son dos elementos de o(A) tales que Pi(A1) = Pa(A1) y
Py(Ag) = Py(Ag2) entonces P(A; U Ag) = Py(A; U Ag) (o, equivalentemente,
Pi(A1NAy) = P2(A1NAy)), lo cual no hay manera de hacerlo, de manera di-
recta, para dos medidas de probabilidad P; y P». Para salvar esta dificultad,
se tienen, afortunadamente, los resultados que se exponen en esta seccién,
los cuales son conocidos como teoremas de clases mondtonas.

DEFINICION V.26. (Familia de conjuntos cerrada bajo diversas operaciones)
Sea Q un conjunto y G una familia de subconjuntos de ). Diremos que

I. G es cerrada bajo complementos si A° € G para cualquier A € G.

1. G es cerrada bajo diferencias propias si B— A € G para cualquier pareja
A,B €@ tal que A C B.
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1. G es cerrada bajo uniones (resp. intersecciones) finitas si \Jj_; A; €
G (resp. ﬂ?:l A; € G) para cualquier coleccion finita A, ..., A, de
elementos de G.

V. G es cerrada bajo uniones (resp. intersecciones) mondtonas si | J;Z, A;
€ G (resp. ﬂ(;il A; € G) para cualquier sucesion Ay, Ag, ... de elemen-
tos de G tal que Ay C Ag C -+ (resp. Ay D Aa D -+ ).

DEFINICION V.27 (Clase monétona) Sea 2 un conjunto y M una familia de
subconguntos de €. Se dice que M es una clase mondtona si es cerrada bajo
UnIones e intersecciones monotonas.

DEFINICION V.28 (Interseccién de clases monétonas) Dado un conjunto Q y
una familia arbitraria de clases mondtonas de subconjuntos de §2, se define
la interseccion de esas clases mondtonas como la familia de conjuntos que
pertenecen a todas ellas.

Se puede ver facilmente que la interseccion de clases monotonas, de sub-
conjuntos de un conjunto €2, forma una clase mondétona.

DEFINICION V.29. (Clase monétona generada por una familia de conjuntos)
Dada una coleccion A de subconjuntos de un conjunto §2, se define la clase
mondtona generada por A como la interseccion de todas las clases mondto-
nas que contienen a todos los elementos de A y se le denota por M(A).

Obsérvese que la definiciéon anterior es consistente pues, dada cualquier
coleccion A de subconjuntos de un conjunto €2, existe por lo menos una
clase monotona que contiene a todos los conjuntos de A, a saber, la clase
monoétona formada por todos los subconjuntos de €.

Obsérvese también que la clase mono6tona generada por una familia A
de subconjuntos de un conjunto 2 es la méas pequena clase mono6tona de
subconjuntos de €2 que contiene a todos los elementos de A.

TEOREMA V.30. Sea  un conjunto y A un dlgebra de subconjuntos de €1,
entonces la clase mondtona generada por A sigue siendo un dlgebra.

Demostracion
Para demostrar que M(A) es cerrada bajo complementos, sea:

C={Ae M(A): A° e M(A)}
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C es entonces una clase monotona. En efecto, si A1 C As--- es una
sucesion de elementos de C entonces, para cualquier n € N, se tiene A, €
M(A) y A5 € M(A), asi que U, An € M(A) y (U, An)® =N, A5 € M(A),
por lo tanto, | J,, An € C. De la misma manera se demuestra que C es cerrada
bajo intersecciones monotonas.

Obviamente C contiene a A, de manera que entonces se puede concluir que
C contiene a M(.A), lo cual prueba que M(.A) es cerrada bajo complementos.

Para demostrar que M(.A) es cerrada bajo intersecciones finitas, sea:

Ci ={Ae M(A): An B € M(A) para cualquier B € A}

C1 es entonces una clase monétona. En efecto, si A7 C As--- es una
sucesion de elementos de C; entonces, para cualquier n € Ny B € A, se tiene
A, € M(A)y A, N B € M(A), ast que |J,, A, € M(A) y (U, An) N B =
U, (4, N B) € M(A), por lo tanto, | J,, A, € Ci. De la misma manera se
demuestra que C; es cerrada bajo intersecciones mondtonas.

Obviamente C; contiene a A, de manera que entonces se puede concluir
que C; contiene a M(A), es decir, para cualquier A € M(A) y B € A, se
tiene AN B € M(A).

Sea ahora:

Co={Ae M(A): AN B € M(A) para cualquier B € M(A)}

Co es entonces una clase monédtona. En efecto, si A7 C As--- es una
sucesion de elementos de Cy entonces, para cualquier n € Ny B € M(A), se
tiene A,, € M(A)y A,NB € M(A), asi que |J,, An € M(A)y (U,, An)NB =
U,.(An N B) € M(A), por lo tanto, | J,, An € C2. De la misma manera se
demuestra que Cy es cerrada bajo intersecciones mondtonas.

Como C; contiene a M(.A), se tiene que Cy contiene a A, de manera que
entonces se puede concluir que C2 contiene a M(A), es decir, para cuales-
quiera A, B € M(A), se tiene AN B € M(A). |

COROLARIO V.31 (Teorema de clases monétonas para algebras) Sea Q un
conjunto y A un dlgebra de subconjuntos de 2, entonces M(A) = o(A).

PROPOSICION V.32. Sea ©Q un conjunto, A un dlgebra de subconjuntos de
Qy Py y Py dos medidas de probabilidad, definidas sobre o(A), tales que
Pi(A) = Py(A) para cualquier A € A, entonces Pi(A) = P2(A) para cual-
quier A € o(A).
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Demostracion
Sea H={Aeco(A): P(A) = P,(A)}
‘H es entonces una clase monotona que contiene a los elementos de A, asi

que H contiene a o(A4) = M(A). |

El teorema V.30 puede ser insuficiente pues en ocasiones inicamente se
puede demostrar inmediatamente que la propiedad que se quiere probar como
véalida para cualquier elemento de una o-algebra se cumple para una familia
de conjuntos que la generan y que es cerrada bajo intersecciones finitas (por
ejemplo, la familia formada por todos los intervalos de ntmeros reales).

DEFINICION V.33 (7 sistema) Sea 2 un conjunto y P una familia de subcon-
juntos de 2. Se dice que P es un w-sistema si es cerrada bajo intersecciones
finitas.

DEFINICION V.34 (d-sistema) Sea Q un conjunto y D una familia de sub-
conjuntos de Q2. Se dice que D es un d-sistema si Q) € D y es cerrada bajo
diferencias propias y uniones mondtonas.

DEFINICION V.35 (Interseccién de d-sistemas) Dado un conjunto Q@ y una fa-
milia arbitraria de d-sistemas de subconjuntos de €1, se define la interseccion
de esos d-sistemas como la familia de conjuntos que pertenecen a todos ellos.

Se puede ver facilmente que la interseccidon de d-sistemas, de subconjuntos
de un conjunto 2, forma un d-sistema.

DEFINICION V.36. (d-sistema generado por una familia de conjuntos) Dada
una coleccion G de subconjuntos de un conjunto §2, se define el d-sistema
generado por G como la interseccion de todos los d-sistemas que contienen
a todos los elementos de G y se le denota por d(G).

Obsérvese que la definicion anterior es consistente pues, dada cualquier
colecciéon P de subconjuntos de un conjunto €2, existe por lo menos un d-
sistema que contiene a todos los conjuntos de P, a saber, el d-sistema formada
por todos los subconjuntos de €2.

Obsérvese también que el d-sistema generado por una familia P de sub-
conjuntos de un conjunto 2 es el mas pequeno d-sistema de subconjuntos de
Q) que contiene a todos los elementos de P.
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TEOREMA V.37. Sea Q) un conjunto y P un m-sistema de subconjuntos de
Q, entonces el d-sistema generado por P es un w-sistema.

Demostracién

Sea:
o Ci={Ae€d(P): AN B € d(P) para cualquier B € P}

C;1 es entonces un d-sistema. En efecto, si A1 C As--- es una sucesiéon de
elementos de C1, entonces, para cualquier n € Ny B € P, se tiene A,, € d(P)
y A,NB € d(P), asi que | J,, A, € d(P) y (U,, An)NB = J,,(A,NB) € d(P);
por lo tanto, J,, An € Ci. Sean ahora A,C € C; tales que A C C, entonces
A,C;ANB,CNB e d(P)y ANnB C C N B para cualquier B € P, asi
que C—Ae€dP)y (C—A)NB=CNB—-ANB € d(P), por lo tanto,
C — A € (. Finalmente, es obvio que Q € C;.

Obviamente C; contiene a P, de manera que entonces se puede concluir
que C; contiene a d(P), es decir, para cualquier A € d(P) y B € P, se tiene
ANBed(P).

Sea ahora:
Co={A € d(P): AN B € d(P) para cualquier B € d(P)}

Co es entonces un d-sistema. En efecto, si A1 C As--- es una sucesion
de elementos de Co entonces, para cualquier n € N y B € d(P), se tiene
A, € d(P) y A, N B € d(P), asi que |, An € d(P) y (U, 4An) N B =
U,,(4, N B) € d(P); por lo tanto, | J,, Ar, € Ca. Sean ahora A,C € Cy tales
que A C C, entonces A,C, ANB,CNB € d(P)y ANB C CNB para cualquier
Bed(P),asiqueC—AecdP)y(C—-—A)NB=CnNB—-ANB e d(P),
por lo tanto, C' — A € C,. Finalmente, es obvio que 2 € C,.

Como C; contiene a d(P), se tiene que Co contiene a P, de manera que
entonces se puede concluir que Cy contiene a d(P), es decir, para cualesquiera

A, B € d(P), se tiene AN B € d(P). |

COROLARIO V.38 (Teorema de clases monétonas para m-sistemas) Sea Q un
conjunto y P un m-sistema de subconjuntos de 2, entonces d(P) = o(P).

PROPOSICION V.39. Sea 2 un conjunto, P un w-sistema de subconjuntos de
Q tal que Q € P y Py y Py dos medidas de probabilidad, definidas sobre o(P),
tales que Py (A) = P»2(A) para cualquier A € P, entonces Py(A) = Py(A) para
cualquier A € o(P).
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Demostracion
Sea H={Aeco(P): P(A) = P(A)}.
‘H es entonces un d-sistema que contiene a los elementos de P, asi que ‘H

contiene a o(P) = d(P). |

Las proposiciones V.32 y V.39 son de gran importancia para la teoria
de la probabilidad pues muestran que el proceso de extensién de una funcién de
probabilidad, definida sobre un algebra o un m-sistema, a una medida de probabilidad
sobre la o-algebra que generan, en caso de poder realizarse, se puede lograr de una
nica manera. Es decir, la extensién es tinica.

V.7 LOS BORELIANOS Y LA MEDIDA DE LEBESGUE

El problema de la medida planteado por H. Lebesgue consiste en extender el
concepto de longitud a una familia tan grande como sea posible de subcon-
juntos de nameros reales. De manera mas especifica, se trata de comenzar
asignando a cada intervalo su longitud y después de extender esa funcién
tan lejos como sea posible. Como ya lo mencionamos, tal extension se puede
realizar hasta abarcar una o-4lgebra de subconjuntos de R, la generada por
los intervalos.

DEFINICION V.40 (o-algebra de Borel en R) La o-dlgebra de Borel en R es
la o-dlgebra de subconjuntos de R generada por la familia de intervalos de
la forma (—oo,x], en donde x € R. A los elementos de esa o-dlgebra se les
llama borelianos de R.

Las siguientes proposiciones pueden ser probadas facilmente.
PROPOSICION V.41. Todo intervalo de R es boreliano.

PROPOSICION V.42. Los subconjuntos abiertos y los subconjuntos cerrados
de R son borelianos.

PROPOSICION V.43. La o-dlgebra de los conjuntos borelianos de R estd ge-
nerada por cualquiera de las siguientes familias de subconjuntos.

a) Los intervalos de la forma (x,00).

b) Los intervalos de la forma (—oo,x).
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00).

¢) Los intervalos de la forma [z,

d) Los intervalos de la forma (a b].
e) Los intervalos de la forma [a,b).
f) Los intervalos de la forma (a,b).
g) Los intervalos de la forma [a,b].
h) Los conjuntos abiertos.

i) Los conguntos cerrados.

DEFINICION V.44 (o-algebra de Borel en (a,b)) La o-dlgebra de Borel en el
intervalo (a,b) es la o-dlgebra de subconjuntos de (a,b) formada por las in-
tersecciones de los borelianos en R con el intervalo (a,b). A los elementos de
esa o-dlgebra se les llama borelianos de (a,b).

DEFINICION V.45 (Medida cero) Se dice que un conjunto A C R tiene me-
dida cero si, para cualquier € > 0, existe una coleccion finita o infinita nu-
merable de intervalos abiertos {I,} tales que A C U, In y >, I(In) <&, en
donde I(I,) denota la longitud del intervalo I,,.

El siguiente resultado se demuestra facilmente:

PROPOSICION V.46. Si {A,} es una familia finita o infinita numerable de
conjuntos de medida cero, entonces A = U, A, tiene medida cero.

EJEMPLO V.47. Cualquier conjunto numerable A C R tiene medida cero.
En efecto, si A = {x1,x2,...}, dada € > 0, consideremos para cada n € N,
un intervalo abierto In, de centro xn Y longztud 2n+1 , entonces A C |, In vy

Z l( ) Zn 12n+1 6271 12n+ 2 <e€. A

La familia de conjuntos borelianos, si bien es bastante grande, presenta

una limitacién consistente en que un conjunto de medida cero puede no ser
boreliano. En un problema de probabilidad, esto a su vez se traduce en que
puede haber subconjuntos de conjuntos de probabilidad cero para los cuales,
por no ser borelianos, no esta definida la funciéon de probabilidad. Por esa
razén, es conveniente considerar una o-algebra mas grande que los borelianos,
que incluya a todos los conjuntos de medida cero. A continuacion se muestra
como puede hacerse tal extension.

LEMA V.48. Todo conjunto de medida cero estd contenido en un conjunto
boreliano de medida cero.
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Demostracion

Sea A C (0,1) un conjunto de medida cero, entonces, para cualquier
€ > 0, existe una coleccién finita o infinita numerable de intervalos abiertos
{1} tales que A C J, Ir v D> 1 I(Ik) < &, en donde [({}) denota la longitud
del intervalo I}.

Para cada n € N, sea {I}'} una coleccion finita o infinita numerable de
intervalos abiertos {I1'} tales que A C |, I v Y., {(I7) < 1. Definamos
entonces B, = J, I}' v B =(,, Bn- Entonces, B es boreliano, tiene medida
ceroy A C B. [ |

DEFINICION V.49 (Conjunto Lebesgue medible) Diremos que un conjunto
A C R es Lebesgue medible si pertenece a la o-dlgebra de subconjuntos de R
generada por los borelianos y los conjuntos de medida cero.

PRrROPOSICION V.50. Todo conjunto Lebesgue medible se puede expresar co-
mo la union de un conjunto boreliano y un conjunto de medida cero.

Demostracién

Denotemos por B a los conjuntos borelianos y sea:

H={HCR:H=BUC, endonde B € By C tiene medida cero}

Obviamente, cualquier elemento de H es Lebesgue medible y H contiene
tanto a los borelianos como a los conjuntos de medida cero. Para probar el
resultado, basta entonces con demostrar que H es una o-algebra.

‘H contiene a R y es cerrada bajo uniones numerables. La tnica dificultad
consiste en demostrar que H es cerrada bajo complementos.

Sea H € 'H, entonces H puede expresarse en la forma H = BUC, en
donde B es un conjunto boreliano y C' es un conjunto de medida cero.

Por el lema V.48, existe un conjunto boreliano D de medida cero tal que
C Cc D. Sea A= DN B¢, entonces:

H = (BUC)=(BUA)J(A-C0C)
Asi que H¢ € 'H. [ |

COROLARIO V.51. La o-dlgebra de los conjuntos Lebesgue medibles estd for-
mada por todos los conjuntos de la forma BUC, en donde B es un conjunto
boreliano y C un conjunto de medida cero.
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PROPOSICION V.52. Sea L la o-dlgebra de los conjuntos Lebesgue medibles
de R ymy: L— RU{oo}, my: L+— RU{o0} dos funciones no negativas
y o-aditivas tales que my(I) = mao(I) = longitud(I) para cualquier intervalo
I, entonces m1(B) = ma(B) para cualquier B € L.

Demostracién

Por la proposiciéon V.39, m1 y mg coinciden sobre los conjuntos borelianos
contenidos en cualquier intervalo finito 1.

Sea B un conjunto boreliano de R, entonces:

B=U,czBN[n,n+1)
Asi que:

mi(B) = 2nezma (BN [n,n+1))
= 2nezm2 (BN [n,n+ 1)) = ma(B)

Sea ahora A un conjunto de medida cero, entonces, para cualquier € > 0,
existe una coleccion finita o infinita numerable de intervalos abiertos {I,,}
tales que A C U, In y >, l(In) < €, en donde [(I,,) denota la longitud del
intervalo I,,. Por lo tanto:

mi(A) <my (U, In) < 32, ma (In) =22, 1(In) <&

Asi que, mi(A) = 0.

De la misma manera, se tiene, ma(A) = 0. Por lo tanto, my y ms coinciden
sobre los conjuntos de medida cero . Asf que, nuevamente por la proposicion
V.39, m; y mg coinciden sobre los conjuntos Lebesgue medibles contenidos
en cualquier intervalo finito I.

Sea B € L, entonces:

Asi que:
mi(B) =2 ez (BN [n,n+1))

= nezm2 (BN [n,n+1)) =ma(B) -

DEFINICION V.53 (Medida de Lebesgue en R) La medida de Lebesgue m en
R es la unica funcion no negativa y o-aditiva definida sobre los conjuntos
Lebesque medibles tal que m(I) es igual a la longitud de I para cualquier
intervalo 1.8

8La existencia de tal medida fue demostrada por Henri Léon Lebesgue en el afio
1902 ([9]).
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EjEMPLO V.54. Demuestre que el conjunto de Cantor C es Lebesgue medible
y que m(C) = 0.

Solucién

Asi que C es Lebesgue medible y:
m(C) =1-—m([0,1] = C)
1w (1 2) (e ) - (G )~

1
_ 1 2 22 23 _ 3 _
—1—(§+37+3*3+3*4+"‘>— -7 2—0 A

Las definiciones y resultados para el caso de R pueden extenderse a R,
como se enuncia a continuacion.

Por un rectangulo en R™ se entenderé un conjunto de la forma I x- - - x I,
en donde Iy, --- , I, son intervalos en R. Ademés, diremos que el rectangulo
R =1 x --- x I, es abierto (resp. cerrado) si los intervalos I, -, I,, son
abiertos (resp. cerrados).

DEFINICION V.55 (o-algebra de Borel en R™) La o-dlgebra de Borel en R™
es la o-dlgebra de subconjuntos de R™ generada por la familia de los rectdn-
gulos en R™ de la forma (—oo,x1] X -+« X (—00,z,]. A los elementos de esa
o-dlgebra se les llama borelianos de R™.

ProrPoOSICION V.56. Todo rectangulo de R™ es boreliano.

PROPOSICION V.57. Los subconjuntos abiertos y los subconjuntos cerrados
de R™ son borelianos.

PROPOSICION V.58. La o-dlgebra de los conjuntos borelianos de R™ estd
generada por cualquiera de las siguientes familias de subconjuntos:

1. Los rectangulos abiertos.
11. Los rectdngulos cerrados.
1. Los conjuntos abiertos.

1v. Los conjuntos cerrados.
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DEFINICION V.59 (o-algebra de Borel en un boreliano) La o-dlgebra de Bo-
rel en el boreliano A C R™ es la o-dlgebra de subconjuntos de A formada
por las intersecciones de los borelianos en R™ con A. A los elementos de esa
o-dlgebra se les llama borelianos de A.

DEFINICION V.60 (Medida cero) Se dice que un conjunto B C R™ tiene
medida cero si, para cualquier € > 0, existe una coleccion finita o infini-

ta numerable de rectingulos Ry = I{“ X -+ x IF tales que B C Ui R v
S LI - U(IF) < &, en donde I(I) denota la longitud del intervalo I.

PROPOSICION V.61. Si {By} es una familia finita o infinita numerable de
conjuntos de medida cero, entonces A = J,, By, tiene medida cero.

DEFINICION V.62 (Conjunto Lebesgue medible en R™) Diremos que un con-
Jjunto B C R™ es Lebesgue medible si pertenece a la o-dlgebra de subconjuntos
de R™ generada por los borelianos y los conjuntos de medida cero.

ProrosIcION V.63. Todo conjunto Lebesgue medible se puede expresar co-
mo la union de un conjunto boreliano y un conjunto de medida cero.

COROLARIO V.64. La o-dlgebra de los conjuntos Lebesgue medibles estd for-
mada por todos los conjuntos de la forma BUC, en donde B es un conjunto
boreliano y C' un conjunto de medida cero.

PROPOSICION V.65. Sea L™ la o-dlgebra de los conjuntos Lebesgue medibles
de R™ ymy : L — R U {oc}, mg : L — RU{oo} dos funciones no nega-
tivas y o-aditivas tales que mi(R) = ma(R) = I(I1)--- () para cualquier
rectingulo R = I; x --- x I, en donde I[(I) denota la longitud del intervalo
I, entonces m1(B) = my(B) para cualquier B € L.

DEFINICION V.66 (Medida de Lebesgue en R™) La medida de Lebesgue m en
R™ es la unica funcion no negativa y o-aditiva definida sobre los conjuntos
Lebesgue medibles de R™ tal que m(R) = I(1y) - - - (1) para cualquier rectdn-
gulo R =1 X -+~ x I, en donde I(I) denota la longitud del intervalo I.

PROPOSICION V.67. Si By,..., B, son borelianos de R, entonces By X By X
... X B,, es un boreliano de R™.
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Demostracién

Sean x1,...,T,_1 nameros reales cualesquiera, entonces la familia de con-
juntos B C R tales que (—oo,x1] X -+ X (—00,z,—1] XB es un boreliano de
R™, forma una o-algebra que contiene a los intervalos de la forma (—oo, z;
por lo tanto, contiene a todos los borelianos de R.

De la misma manera, si B, C R es un boreliano cualquiera, entonces la
familia de conjuntos B C R tales que (—o00,z1] X -+ X (=00, Zp—2] X B X By,
es un boreliano de R™, forma una o-algebra que contiene a los intervalos de
la forma (—oo, z]; por lo tanto, contiene a todos los borelianos de R.

Continuando con este procedimiento, se obtiene que los conjuntos de la

forma (—oo,x1| X Ba X ... X B, en donde x1 es un nimero real cualquiera
s L1 2 ny 1
y Ba, ..., B, son borelianos cualesquiera de R, son borelianos de R".
Finalmente, si Bs, ..., B, son borelianos cualesquiera de R, entonces la

familia de conjuntos B C R tales que B X By X ... X B, es un boreliano de
R™, forma una o-dlgebra que contiene a los intervalos de la forma (—oo, z];
por lo tanto, contiene a todos los borelianos de R. [ |

V.8 FUNCIONES BORELIANAS

DEFINICION V.68 (Funcién boreliana) Una funcion f : R" — R™ es llamada
boreliana si f~1(B) es un conjunto boreliano de R™ para todo boreliano B de

R™.

Recuérdese que si f es cualquier funcion de R™ en R™ y B, By, Bs, ...
son subconjuntos de R™, entonces f~1(B¢) = [f~1(B)]", f~4U, Bn) =
U, f ' (Bn) vy 1N, Br) =N, [ By). Esto implica que la familia de
subconjuntos B de R™, tales que f~!(B) es un conjunto boreliano de R”,
forman una o-algebra de subconjuntos de R™, de manera que, para demos-
trar que una cierta funcion f es boreliana, basta con probar que f~!(B)
es un conjunto boreliano de R™ para cualquier elemento B de una familia
de generadores de los borelianos en R™. Con base en esta idea, se pueden
demostrar las siguientes proposiciones, algunas de cuyas demostraciones se
dejan como ejercicio:

PROPOSICION V.69. Si f: R" +— R™ y g : R™ — RP son borelianas, enton-
ces go f es boreliana.
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ProposiciON V.70. Toda funcion continua f : R™ — R™ es boreliana.

PROPOSICION V.7T1. Sean f y g funciones deR en R y H : R — R? definida
por H(z) = (f(z),9(x)), entonces H es boreliana si y solo si f y g son
borelianas.

Demostracion
Supongamos que f y g son borelianas, entonces,

FH(=o0s2]) v g7 ((=00,y])

son conjuntos borelianos de R para cualesquiera x,y € R. Por lo tanto:

H (=00, 2] x (—00,y]) = f~((—o0,2]) N g~ ((—o0,¥])

es un boreliano de R.

Por otra parte, la familia de subconjuntos B C R? tales que H~!(B) es
un boreliano de R forma una o-algebra de subconjuntos de R? la cual, como
se demostro antes, contiene a los rectangulos de la forma (—oo, z] x (—o0, y];
por lo tanto, contiene a todos los borelianos de R2.

Inversamente, supongamos que la funciéon H : R — R? definida por
H(x) = (f(x),g(x)) es boreliana, entonces:

1 ((—oo,x]) =H! ((—oo,x] X ]R)

9~ (=00, y]) = H (R x (—o00,y])

son borelianos de R para cualesquiera x,y € R.

Finalmente, la familia de subconjuntos B C R tales que f~!(B) (resp.
g 1(B)) es un boreliano de R forma una o-algebra de subconjuntos de R la
cual, como se demostro antes, contiene a los rectangulos de la forma (—oo, z]
(resp. (—o0,y]); por lo tanto, contiene a todos los borelianos de R. Es decir,
f (resp. g) es boreliana. [

COROLARIO V.72. Si f :R+— R y g : R — R son borelianas y a,b,a € R

con a > 0, entonces af + b, |f|%, [+ g, fg, méx(f,g) y min(f,g) son
borelianas.

PROPOSICION V.73. Sea g : R™ — R una funcion boreliana no negativa. En-
tonces existe una sucesion mondtona no decreciente de funciones borelianas
no negativas @,, tales que:
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I. Cada ¢, es de la forma:
= Sk b i
Pm = 2.j=09m,j{By ;
en donde by, o, ..., bm.k, son nimeros reales positivos;
Y Bmo,--., Bmk, son conjuntos borelianos de R™.

L. Mmoo @, (2) = g(2) para cualquier z € R™.

Demostracién
Para cada m € N, sea:

2™ L .
le me[km1<g<2%] Slg(l‘)<

m
0 sig(z) >m

Pm(T) =

Dados m € Ny ax € R”, sea k el Ginico niimero natural tal que

<

2’"L —

g(z) < 2m. Entonces, como ¢,,(z) = ’Zm , se tiene g(x)— 2m < o (z) < g(z),
ast que im0 0y, (7) = g().

Ahora b1en como éﬁl&) <g(x) < 23%, se tiene que 3";:? <g(x) < %{fﬁ
o bien 2 Qmﬂ <g(z) < Qmﬂ. En el primer caso, se tiene ¢, ((x) = %ﬁﬁ =

k'2m = ¢, (x) mientras que en el segundo, se tiene ¢, | (x) = gfﬁ} > gﬁf =

@ (). Asi que, en cualquier caso, ¢,,(w) < @, 1(w).
Asi que, ¢,, es una sucesion monotona no decreciente de funciones bore-
lianas no negativas tales que lim,, .o ¢,,(z) = g(z) para cualquier x € R™.
|

El siguiente resultado sera utilizado en el capitulo IX. Se trata de una
propiedad que permite realizar el vinculo entre la teoria de la medida y la
teoria de integracion con un enfoque geométrico. Cuando uno quiere calcular
el area de la region comprendida bajo la grafica de una funcion no negativa, se
integra tal funciéon. En otras palabras, la integral de Riemann de una funcion
no negativa corresponde al area bajo la grafica de esa funcién. Lo mismo
ocurre con la integral definida por H. Lebesgue. Para que este resultado
adquiera sentido se requiere que, dada una funcién boreliana no negativa, la
region comprendida bajo la gréifica de la funcién sea un conjunto al cual se
le puede asignar area, es decir, que sea Lebesgue medible. Como se muestra
a continuacién, tal regién es un conjunto boreliano de R2.
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PROPOSICION V.74. Sea g : R™ +— R cualquier funcion boreliana no negati-
va. Entonces la funcion h : R" — R definida por h(z,y) = Lo g(2))(y), en
donde x € R"™ yy € R, es boreliana.

Demostracién
Para cada m € N, sea:

2™ k-1 .
om(r) = k=0 WI[%SKQ%] si g(z) <m
" 0 si g(x) >m

De acuerdo con la demostraciéon de la proposiciéon anterior, ¢,, es una
sucesion monotona no decreciente de funciones no negativas tales que

limy o0 @, () = g(z) para cualquier x € R"™.
Por lo tanto:

{(z,y) e R0 <y <g(a)} = Unoy {(z,y) eR™TH0 <y < ()}
= U (v [15 <0< ) x 0.59))
Asf que el conjunto {(z,y) € R"*!: h(z,y) = 1} es boreliano. ]

COROLARIO V.75. Sea g : R® — R una funcion boreliana no negativa. En-
tonces los siguientes conjuntos son borelianos de R™"t1:

( y) eER"™ 0 <y < glar,...,zn)}

{(ml,...,xn,y) eR"™M . 0<y< g(xl,...,:nn)}

{(z1,...,2n,y) € R 0<y< g(z1,...,2n)}

{(ml,...,xn,y) eR"™ . 0<y< g(a:l,...,a:n)}
{( 0)

X1y ey Xy GR”“:g(ac)>0yOSySg(wl,...,xn)}

V.9 EJERCICIOS

EJERCICIO V.1. Resuelva los ejemplos V.12 y V.13 siguiendo el método de
Huygens, es decir, utilizando probabilidades condicionales.

EJERCICIO V.2. Muestre que los siguientes problemas caen dentro de la ca-
tegoria de problemas descritos en la proposicion V.9 y encuentre las probabi-
ltdades que se piden.



188 INTRODUCCION A LA TEORIA DE LA PROBABILIDAD

a) Dos jugadores, A y B, juegan a lanzar sucesivamente un par de dados,
con la condicion de que A ganard el juego en el momento en que obtenga 6
puntos, mientras que B lo ganard en el momento en que obtenga 7 puntos.
A tiene el primer turno y después, comenzando con B, cada uno de ellos
tendrd dos oportunidades consecutivas de ganar. ;Qué probabilidad tiene cada
jugador de ganar el juego.”

b) Tres jugadores, A, B y C, juegan un juego consistente en seleccionar,
por turnos, una ficha, al azar y con reemplazo, de una caja que contiene 4
fichas blancas y 8 negras. Si el ganador es el primero que obtenga una ficha
blanca, jqué probabilidad tiene cada jugador de ganar el juego?™°

EJERrCICIO V.3. Demuestre que en el problema de la ruina del jugador, si
a+b> 3, entonces U no es numerable.

EJERCICIO V.4. Demuestre que en el problema de la ruina del jugador,
> {weary plw) =1.

EJERCICIO V.5 (Problema de los N jugadores) N jugadores, Aj, As, ..., Any,
compiten por parejas de tal manera que en cada competencia cada uno de
ellos tiene una probabilidad de ganar igual a % Primero A1 compite contra
Ay y el ganador compite contra As; el nuevo ganador compite contra Ay, etc.
El ganador del juego es el primer jugador que logre vencer a los otros N — 1
jugadores de manera consecutiva.

El experimento aleatorio £ asociado con este problema puede verse como
la realizacion de una sucesion de ensayos de Bernoulli B1, Ba, ..., en donde
By es éxito si el jugador P gana la primera partida y, para ¢ > 1, B;1q es
éxito si el jugador que gand la i-ésima partida gana también la que sigue. Con
estas convenciones, el juego se termina en el momento en que se obtienen,
por primera vez, N — 2 éxitos después del primer ensayo.

El espacio muestral 0 de £ puede descomponerse en dos subconjuntos QF
y QL en donde QF es el conjunto de resultados de las sucesiones finitas de
ensayos de Bernoulli que terminan con la primera ocurrencia de N — 2 éxi-
tos consecutivos después del primer ensayo y Q! es el conjunto de resultados
de las sucesiones infinitas de ensayos de Bernoulli para las cuales nunca se

9 Este problema fue propuesto a C. Huygens por P. Fermat en junio de 1656.
0Este problema fue propuesto por C. Huygens en su libro ([7]).
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obtienen N — 2 éxitos consecutivos después del primer ensayo. Como an-
tes, cada elemento de QF puede representarse mediante una sucesion finita
(51,82,...,8n) de 0’s y 17’s y cada elemento de Q! puede representarse me-
diante una sucesion infinita (s1,S2,...) de 0’s y 1’s, en donde s; =0 y s; =1
representan, respectivamente, un fracaso y un éxito en el i-ésimo ensayo.
Ademds, st w = (81,-..,8n) es una coleccion finita de 0’s y 1’s, definimos
p(w) = 3.
Demuestre que:

a) Si N >4, entonces Q! no es numerable.

b) 2 plw)=1

weNr

EJERCICIO V.6. Dos personas, A y B, quedan de verse en un determinado
lugar a las 12 hrs. Cada una de ellas llega al lugar de la cita en un tiempo
al azar entre las 12 y las 12 : 30 hrs. Una vez que llega ol lugar de la cita,
la persona A estd dispuesta a esperar a lo mds 5 minutos a que lleque la
persona B, mientras que la persona B estd dispuesta a esperar a la persona
A a lo mds 10 minutos. ;Cudl es la probabilidad de que las 2 personas se
encuentren?

EJercicio V.7. En una parada, el primer autobius del dia pasa en un tiempo
al azar entre las 7 : 00 y las 7 : 15 hrs. Si una persona llega a la parada en
un tiempo al azar entre las 7 : 10 y las 7 : 15 hrs., scudl es la probabilidad
de que la persona lleque a la parada antes que el primer autobis del dia?

EJercicio V.8. Para ir de una parte de la ciudad a otra, una persona puede
tomar cualquiera de dos transportes, los cuales siguen rutas distintas, iden-
tificadas con las letras A y B. Los transportes que siguen la ruta A salen
cada 15 minutos comenzando a las 7 de la marniana, los que siguen la ruta B
salen también cada 15 minutos pero comienzan a la 7 : 05 de la manana. La
persona en consideracion llega siempre al inicio de las rutas en un tiempo al
azar entre las 7 y las 8 de la manana y toma el primer transporte que salga
después de su llegada. ;Cudl es el porcentaje de veces en que la persona toma
el transporte que sigue la ruta A?

EJERCICIO V.9. Sea Ay, Aa, ... una coleccion de eventos tales que P(A,) =
1 para cualquier n € N. Demuestre que P ((,—, Ap) = 1.
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EJERCICIO V.10. Sean A1, As,... y By, Bs,... dos colecciones de eventos
tales que:

limy oo P(Ay) =1 y  limyweo P(By) = p.
Demuestre que limy.o0 P(A, N By) = p.

EJErcicio V.11. Demuestre las proposiciones V.41, V.42 y V.43.

EJERCICIO V.12. Demuestre la proposicion V.46.

EJjErcicio V.13. Demuestre las proposiciones V.69 y V.70.

EJERCICIO V.14. Demuestre el corolario V.72.
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VI. VARIABLES ALEATORIAS

La matemaética es el arte de dar el mismo nombre a dife-
rentes cosas. La poesia es el arte de dar diferentes nombres

a la misma cosa.
JULES HENRI POINCARE

En la ciencia uno trata de decir a la gente, de una manera
que sea entendido por cualquiera, algo que nadie nunca co-
noci6 antes. Pero en la poesia, es exactamente lo opuesto.

PauL DIrRAC

Es cierto que un matematico que no tiene algo de poeta
nunca serd un perfecto matematico.

KARL THEODOR WILHELM WEIERSTRASS

En todo este capitulo se asume que se tiene un espacio de probabilidad
(Q,S, P) correspondiente a un determinado experimento aleatorio.

Dados los conjuntos 2, K, E1,..., E,, las funciones X : Q — FE, X :
Qw— Fy,...., X, : Qw— E, ylos conjuntos B C F, By C E1,...,B, C E,,
denotaremos por [X € B] al conjunto {we€ Q: X(w) € B} y por [X; €
By, ..., X, € By] a la interseccion de los conjuntos {w € Q : Xy(w) € By},
para k € {1,...,n}. También, si A C E; x ... X E,, denotaremos por
[(X1,...,Xy) € A] al conjunto {w € Q: (X1 (w),...,Xn(w)) € A}

En el caso en que B sea un intervalo de la forma [a,b], también se uti-
lizara la notacion [a < X < b] para el conjunto [X € B], con la desigualdad
estricta si el intervalo es abierto en el extremo correspondiente. Para los inter-
valos infinitos se utilizara una notaciéon similar, por ejemplo, si B = (—o0, b,
denotaremos por [X < b] al conjunto [X € B].

En lo que sigue se hara referencia a los conjuntos y funciones borelianas,
conceptos que fueron estudiados en la seccién V.7.

195
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VI.1 VARIABLES ALEATORIAS REALES

En ocasiones, dado un experimento aleatorio, estamos interesados en alguna
caracteristica numeérica del resultado que se obtiene, por ejemplo, al consi-
derar el lanzamiento de un par de dados, pudiéramos estar interesados no
en el resultado especifico que se obtiene con cada dado sino en la suma de
ellos. El valor numérico que se obtiene depende del resultado especifico del
experimento, de manera que la caracteristica numérica de interés puede re-
presentarse mediante una funciéon X : Q — R. Ahora bien, como el valor
de X depende del resultado del experimento, antes de realizar éste, no se
conoce su valor, pero, como se tiene definida una funcién de probabilidad,
dado un conjunto B de ntimeros reales es posible calcular la probabilidad del
conjunto [X € B] siempre que éste represente un evento. Es por esto que no
toda funcién X : Q2 — R se considera una variable aleatoria, para que lo sea
se requiere que los conjuntos [X € B] representen eventos para una familia
suficientemente grande de subconjuntos B de ntmeros reales.

DEFINICION VI.1 (Variable aleatoria real) Se dice que wuna funcion
X : Q — R es una variable aleatoria real si [X < x| € S para cualquier
z € R.

EJEmMpPLO VI.2. En los siguientes casos, X es una variable aleatoria:

I. Un experimento aleatorio consiste en seleccionar al azar una bola de
una urna, la cual contiene N bolas numeradas del 1 al N, y X es el
numero de la bola seleccionada.

11. Un experimento aleatorio consiste en tomar una muestra aleatoria con
reemplazo de tamano n de una urna, la cual contiene r bolas rojas y b
bolas blancas, y X es el nimero de bolas blancas en la muestra.

1. Un experimento aleatorio consiste en lanzar 3 dados y X es la diferen-
cia entre el mayor y el menor de los niumeros que se obtienen.

1v. Un experimento aleatorio consiste en lanzar una moneda indefinida-
mente y X es el nimero de caras que se obtienen antes de la primera
cruz.

V. Un experimento aleatorio consiste en elegir al azar un nimero del in-
tervalo (0,1) y X es el nimero que se obtiene.
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VI. Un experimento aleatorio consiste en elegir al azar un nimero del in-
tervalo (0, N) y X es la parte entera del nimero que se obtiene. A

Obsérvese que si A es un evento, entonces I4 es una variable aleatoria vy,
en el caso de un espacio muestral finito, cualquier funcién X : 2 — R es una
variable aleatoria.

PROPOSICION VI.3. Sea X una variable aleatoria real, entonces [X € B] €
S para cualquier boreliano B de R.

Demostracién

Sea H = {B C R: B es boreliano y [X € B] € J}, entonces H es una
o-algebra de subconjuntos de R que contiene a los intervalos de la forma
(—o0, z], por lo tanto contiene a todos los borelianos de R, ya que, de acuerdo
con la definicion V.40, la o-algebra de los conjuntos borelianos en R esté
generada por los intervalos de ese tipo. [ |

PROPOSICION VI.4. Sean X y Y dos variables aleatorias reales, entonces
[(X,Y) € B] €S para cualquier boreliano B de R2.

Demostracion

Sea H = {B C R?: B es boreliano y [(X,Y) € B] € S}, entonces H es
una o-algebra de subconjuntos de R? que contiene a los rectangulos de la
forma (—o0,x] x (—o0,y|, por lo tanto contiene a todos los borelianos de
R?, ya que, de acuerdo con la definicién V.55, la o-algebra de los conjuntos
borelianos en R? esta generada por los rectangulos de ese tipo. [ |

PROPOSICION VI.5. Sea X una variable aleatoria real y f : R — R una
funcion boreliana, entonces f(X) es una variable aleatoria real.

Demostracién
Sea B un boreliano de R, entonces f~1(B) es boreliano, asi que:

[f(X)eBl=[Xef'B)]eS n
PROPOSICION VI1.6. Sean X yY dos variables aleatorias reales y f : R? —
R una funcion boreliana, entonces f(X,Y) es una variable aleatoria real.

Demostracion
Sea B un boreliano de R, entonces f~!(B) es boreliano de R?, asi que:

f(X,)Y)eB]l=[(X,Y)e ffi(B)] €S -
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COROLARIO VI.7. Sean X y Y dos vartables aleatorias reales y a,b,a € R
con a > 0, entonces aX + b, | X|*, X +Y, XY, méx(X,Y) y min(X,Y)
también son variables aleatorias reales.

PRrROPOSICION VI.8. Sea B la o-dlgebra de Borel en R y X una variable alea-
toria real. Entonces la funcion py : B +— R definida por uy(B) = P[X € B]
es una medida de probabilidad.

Demostracién

Obviamente py(R) =1y pyx(B) > 0 para cualquier B € B.

Sea Bi, Bs, ... una coleccién finita o infinita numerable de conjuntos bo-
relianos ajenos por parejas, entonces los eventos P [X € By],P[X € By],...
son mutuamente excluyentes, asi que :

,U,X(UkBk) =P [X € UkBk] = P(Uk [X € Bk])
=2, P[X € By] = X2 nx(Bk)

Por lo tanto, ux es o-aditiva. [

El uso explicito del concepto de variable aleatoria real, como fue definido
arriba, es relativamente reciente, se dio inicamente a partir de fines del siglo
pasado. Sin embargo, implicitamente se han estudiado variables aleatorias
casi desde el inicio del calculo de probabilidades como disciplina matemé-
tica. Para ser méas precisos, ya el trabajo de Christiaan Huygens del afio
1657 contiene problemas relativos a variables aleatorias. A medida que se
desarroll6 la teoria de la probabilidad el concepto de variable aleatoria, im-
plicito en muchos problemas, se fue convirtiendo en uno de los conceptos
fundamentales.

VI.2 FUNCIONES DE DISTRIBUCION

Decir que una variable aleatoria puede tomar como valor uno de un conjunto
de posibles valores no nos da mucha informacién pues, como puede verse en
los ejemplos, diferentes variables aleatorias pueden admitir el mismo conjunto
de posibles valores. Realmente lo que nos interesa de una variable aleatoria
es el valor que va a tomar en un experimento y no unicamente el conjunto
de sus posibles valores; sin embargo, esto no podemos conocerlo antes de
realizar el experimento. Es por esto que lo més importante de una variable
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aleatoria es la informacion sobre las probabilidades con que puede tomar sus
diferentes posibles valores. Esta informacién es la que nos da la funcion de
distribucién, concepto que se define a continuacion.

DEFINICION VI.9 (Funcién de distribucion) Si X es una variable aleatoria
real, la funcion Fx : R — R, definida por Fx(x) = P[X < z], es llama-
da la funcion de distribucion de X.

EJjeMmpLO VI.10. Un experimento aleatorio consiste en seleccionar al azar
una bola de una urna, la cual contiene N bolas numeradas del 1 al N, y X
es el numero de la bola seleccionada, entonces:

0 stx <1
Fx(z) = %[[1:]] stz €[1,N)
1 stix >N

en donde [[z]] es la parte entera de x.

EJjEmMPLO VI.11. Un experimento aleatorio consiste en elegir al azar un ni-
mero del intervalo (0,1) y X es el nimero que se obtiene, entonces:

0 stx<0
Fx(z)=< = sizel0,1)
1 stx>1

EJjeMpLO VI.12. Un experimento aleatorio consiste en lanzar una moneda
mdefinidamente y X es el niumero de caras que se obtienen antes de la pri-
mera cruz, entonces:

Fy(x) = 0 six <0 _{0 sixz <0
* Zgﬂéﬁ siz >0 1—2[@%“ six >0

en donde [[z]] es la parte entera de x.

PROPOSICION VI.13. Sea X una variable aleatoria real y F'x su funcion de
distribucion, entonces:

1. Fx es una funcién mondtona no decreciente y continua por la derecha.
I limyoo Fx(x) =1

1. limgw—oo Fx(z) =0
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Demostracién
I. Sea () una sucesion monotona decreciente tal que limyoo zp, = ,
entonces:

Fx(z+4) = limp oo Fx () = limpysoo P [X < ) = P72 [X < 2]
=P[X <z|=Fx(x)

1. Sea (z,) una sucesion mondtona creciente tal que limy.oo T, = 00,
entonces:

1Moo Fx (2r) = liMyense P[X < 2] = P[U; 2 [X < 2,]] = P[Q] =1

11. Sea (x,) una sucesion monétona decreciente tal que iMoo T, =
—00, entonces:

My soo Fx (2n) = UMypesee P[X < 2] = P[0 [X < z,]] =P[0] =0 m

DEFINICION VI.14 (Funcién de distribucién) Se dice que una funcion F : R +—
R es una funcion de distribucion si satisface las propiedades i, ii y iii de la
ultima proposicion.

Como se ilustra en los ejemplos, la funcién de distribucién de una va-
riable aleatoria real no siempre es una funcién continua. La continuidad o
discontinuidad de una funcién de distribucién en un punto x depende del
valor de P[X = z].

PropoSICION VI.15. Sea X una variable aleatoria real y Fx su funcion de
distribucion, entonces, para cualquier x € R, se tiene Fx(z—) = P[X < z].

Demostracién
Seax € Ry (z,) una sucesién monotona creciente tal que limy, oo Ty, = T,
entonces:

Fx(z—) = liMpsoo Fx (27) = iy P [X < 2] = PlUn2; [X < 23]
=P[X < 1] |

COROLARIO VI.16. Sea X wuna variable aleatoria real y Fx su funcidn de
distribucion, entonces:

Fx(z) — Fx(z—) = P[X = z]

Demostracién
Fx(z) —Fx(z—)=P[X <z|- P[X <z]=P[X =z |
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VI.3 CLASIFICACION DE VARIABLES ALEATORIAS

LEMA VI.17. Si F : R — R es una funcién mondtona no decreciente, enton-
ces el conjunto de puntos en los cuales F' es discontinua, es finito o infinito
numerable.

Demostracion
Sea D el conjunto de puntos en donde F' es discontinua, entonces:

D={zeR:F(z+)— F(z—) >0}

Fijemos m € N y definamos A = F(m) — F/(—m). Entonces, para cada
n € N, el conjunto

D ={z e (—m,m): F(z+) — F(z—) > 4}

n
tiene a lo més n — 1 elementos pues, si hubiera n niimeros reales distintos,
Z1,...,Tn, pertenecientes a D), se tendria:
A= F(m) = F(=m) > 35, [F(zp+) = F(ap—)] > %2 = A
Por lo tanto, el conjunto

D" ={z e (-m,m): F(z+) — F(z—) >0} =U,~, D}

es finito o infinito numerable.
Asi que, D = J,;_; D™ también es finito o infinito numerable. [ ]

COROLARIO VI.18. El conjunto {x € R: P[X = z] > 0} es finito o infinito
numerable.

Demostracion

De acuerdo con la proposicion VI.16, la funcién de distribucion de una
variable aleatoria real X es discontinua en un punto x siy solosi P [X = x] >
0, de manera que el resultado se sigue inmediatamente del lema VI.17. &

Sea X una variable aleatoria y definamos:
D={zxeR:P[X =z
C={z€eR:P[X =z
p=P[X € D]

>0}
=0}

Entonces, de acuerdo con la tltima proposiciéon, D es numerable.
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Las variables aleatorias se clasifican de acuerdo al valor de p. Si p = 0,
diremos que la variable aleatoria es continua, si p = 1 diremos que es discreta.
Cuando 0 < p < 1, se tiene P[X € D] >0y P[X € C] > 0, de manera que
se puede decir que, en ese caso, la variable aleatoria tiene una parte discreta
(la que corresponde al conjunto D) y una parte continua (la que corresponde
al conjunto C).

DEFINICION VI.19 (Variable aleatoria continua) Se dice que una variable alea-
toria es continua si su funcion de distribucion es continua.

Obsérvese que una variable aleatoria X es continua si y solo si P [X = z]
= 0 para cualquier z € R.

Entre las funciones continuas F' : R — R, son de particular importancia
aquellas de la forma F(z) = ffoo f(y)dy para alguna funcion integrable f.
Este tipo de funciones continuas son llamadas absolutamente continuas.

DEFINICION VI.20 (Variable aleatoria absolutamente continua) Se dice que
la funcion de distribucion Fx de la variable aleatoria X es absolutamente
continua si existe una funcion boreliana no negativa fx : R +— R, integrable,
tal que:

Fx(x) = [*_ fx(y)dy para cualquier x € R.

En este caso se dice también que la variable aleatoria X es absolutamente
continua y la funcion fx es llamada una funcion de densidad de X .

Cuando existe una funcién de densidad de una variable aleatoria continua
X, ésta no es unica. En efecto, dada una de ellas, se puede, por ejemplo,
modificar su valor en un nimero finito de puntos y la nueva funciéon que se
obtiene sigue siendo una funcién de densidad de X.

Dado z € R, definamos A = (—o0, z|. La propiedad que caracteriza a una
funcién de densidad de X se puede escribir entonces de la siguiente manera:

P[X € Al = [, fx(y)dy

Cabe entonces preguntarse si esta propiedad puede extenderse a una fa-
milia méas grande de conjuntos A.

La integral de Riemann presenta limitaciones para el tratamiento de las
probabilidades P [X € A] como integrales [, fx(y)dy pues la integral puede



VARIABLES ALEATORIAS 203

no estar definida atin cuando la probabilidad P [X € A] si lo esté. Por ejem-
plo, si fx es positiva y constante en un intervalo (a,b) y A es el conjunto de
numeros ramonales en ese intervalo, entonces P [X € A] = 0, pero la integral
fA fx(y)dy = f I4(y)fx(y)dy no esta definida como integral de Riemann
pues el producto 4 fX es una funcién discontinua en todos los puntos del
intervalo (a, b).

Lo més adecuado para tratar las probabilidades P [X € A] como integra-
les [, fx(y)dy es utilizar la definicion de Lebesgue de la integral, tema que
se desarrolla en el Apéndice.

PROPOSICION VI.21. Sea X una variable aleatoria absolutamente continua
y fx una funcion de densidad de X . Entonces P [X € B] = [5 fx(x)dx para
cualquier conjunto boreliano B.

Demostracién
Sea B la g-algebra de Borel en R y definamos la funciéon p : B +— R de la
siguiente manera:

B) = fB fx(z)dz

Obviamente p(R) = 1, ux(B) > 0 para cualquier B € By p es finita-
mente aditiva.

Sea B, Bs, ... una sucesién mondétona no decreciente de conjuntos bore-
lianos, entonces la sucesion de funciones Ip_ fx es monétona no decreciente,
asi que por el teorema de la convergencia mono6tona, se tiene:

W(UnZyBn) = Joe g, fx(@)de = [ I B, (2) fx(z)da
= [plimyeoo I, () fx (2)dz = limp o [ IB, (@) fx (x)dx
= limy oo an fx(z)dr = limpyeo p(Bp)

Asi que p es o-aditiva y, por lo tanto, es una medida de probabilidad.

Por otra parte, por la proposiciéon VI8, la funcién px : B — R, definida
por pux(B) = P[X € B] es una medida de probabilidad.

Ademas:

IU,X((—OO,.%]) =P X < l‘ f fX M((_Oovw])

para cualquier x € R
Asi que, por la proposicion V.39, ux(B) = u(B) para cualquier B € B,
lo cual prueba el resultado. [ |



204 INTRODUCCION A LA TEORIA DE LA PROBABILIDAD

La continuidad absoluta de una variable aleatoria puede establecerse apli-
cando el siguiente resultado, el cual es un corolario del Teorema Fundamental
del Calculo:

LEMA VI.22. Sea F : R — R una funcion de distribucion continua. Sean
a=mmf{reR:F(z) >0} yb=sup{zx e R: F(z) <1}, y supongamos que
la derivada F' de F existe y es continua en el intervalo (a,b) de tal manera
que cuando a (resp. b) es finito, F' se puede extender continuamente a a
(resp. b), entonces la funcion f : R — R definida por:

f(flf) - { §I(x) Z;the’l”O(aC,Oi)S)O

es una funcion de densidad de F'.

PROPOSICION VI.23. Sea X una variable aleatoria absolutamente continua
y fx una funcion de densidad de X, entonces:

I. fx(x) >0 para cualquier x € R.
. [ fx(z)de =1

Demostracién
La primera propiedad es parte de la definiciéon de funcién de densidad.
Para la segunda, se tiene:

ffooo [x(x)dr = limy..oo ffoo [x(x)de = limyo Fx(y) =1 ]

DEFINICION VI.24 (Funcién de densidad) Se dice que una funcion boreliana
f:R+— R es una funcion de densidad si satisface las propiedades © y i1 de
la ultima proposicion.

EjEMPLO VI.25. Las siguientes son funciones de densidad:

[ (n+1)z™ sixze(0,1)
flz) = { 0 en otro caso

en donde n es un entero no negativo.
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[ (n=1z™ size(1,00)
flz) = { 0 en otro caso

en donden € {2,3,...}.

sixz e (0,1)
six € (2,3)
six € (4,5)

en otro caso

= = Wl

fz) =

AT g >0
en otro caso

[
—~
8
S~—
Il
——
S > ow
ﬂ)

en donde X\ > 0.

1
f(z) = e~3% para cualquier x € R.

vors
DEFINICION VI.26 (Variable aleatoria discreta) Se dice que una variable alea-
toria real X es discreta si existe una coleccion finita o infinita numerable
de numeros reales, x1,xa, ..., tales que P[X = x| > 0 para cualquier xy, y
> P X =x] = 1. En este caso, diremos que el conjunto Vx = {x1,22,...}
es el conjunto de posibles valores de X .

EJEMPLO VI.27. Si Ay, As, ... es una coleccion finita o numerable de even-
tos mutuamente excluyentes y ai,as, ... son numeros reales arbitrarios, en-
tonces la funcion X =Y, axla, es una variable aleatoria discreta.

En particular, Si A es un evento, entonces X = 14 es una variable alea-
toria discreta. A

El ejemplo anterior da basicamente la forma general de una variable alea-
toria discreta X pues si Vx = {x1,x2,...} es su conjunto de posibles valores
y definimos Y =}, wxI[x—,,), entonces P[X =Y] = 1.

ProproOSICION VI.28. Sea X wuna variable aleatoria discreta, entonces la pro-
babilidad de que X tome un valor finito es igual a 1.

Demostracion
Sea Vx = {x1,x2,...} el conjunto de los posibles valores de X, entonces:

PXeVi=1-P[XeVx]=1-3,P[X=x;]=0
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Por lo tanto:

P X<ox]=P[X <00, X € Vx| +P[X <00, X € V¥]
:P[XGVX]ZZkP[X:$k]=1 |

DEFINICION VI.29. (Funcién de densidad de una variable aleatoria discreta)
Sea X una variable aleatoria discreta. La funcion fx : R — R definida por
f(z) = P[X = x] es llamada la funcion de densidad (o funcion de probabili-
dad) de X.

La definicién VI.26 implica inmediatamente el siguiente resultado:

ProposicioON VI.30. Sea X una variable aleatoria discreta y fx su funcion
de densidad, entonces:

I. OSfX(:U) <1

11. Ezxiste un conjunto finito o infinito numerable D tal que fx(x) > 0
para cualquier x € D y > p fx(z) = 1.

DEFINICION VI.31 (Funcién de densidad discreta) Se dice que una funcion
f R +— R es una funcion de densidad discreta si satisface las propieda-
des v y it de la ultima proposicion.

EjemMpPLO VI.32. Las siguientes son funciones de densidad discretas:

f(x):{ a® size{0,...,N}

0 en otro caso

1 .
1 ~ T str=1
en donder >0, NeN y c= —{NH

N = _ )
szo re 1_17‘7]\;;1 S1 T 7é 1

f(a:)—{ ot sizef{0,1,...}

10 en otro caso

en donde 0 <r<1lyc= =1-r.

1
DI



VARIABLES ALEATORIAS 207

f(x):{ erV® sizeN

0 en otro caso
1

> a0 e

5 sizeN

endonde0<r<1 y c=

0 en otro caso

en donde k € {2,3,...} y c:%:%.

z=1 ;2

six €N

O&?

en otro caso

52$—2k ke N

1
2F
0 en otro caso

D k1 F k+1)2k stz =0
en otro caso

size{0,1,...}

O en otro caso

{k(k:-s—le siz=2F keN

en donde \ > 0. A

Una variable aleatoria real no necesariamente cae en una de las dos ca-
tegorias definidas arriba. En general, dada una variable aleatoria X, existe
un conjunto finito o infinito numerable D tal que P [X = z| > 0 para cual-
quier x € D, P[X =] = 0 para cualquier x ¢ Dy > ., P[X =2] <L
Cuando ) .p P[X =] = 1, la variable aleatoria es discreta, mientras
que cuando D = (), la variable aleatoria es continua. Pero, si D # 0 y
> wep P [X = 2] <1, la variable aleatoria no es ni discreta ni continua.

EiempLO VI.33. Sea X wuna variable aleatoria con funcion de distribucion
dada por:
stz <0
Fx(z)=q¢ 1—-¢e® si0<z<1
stx>1
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entonces P[X =1] = et y P[X =2x] = 0 para cualquier x # 1, de
manera que X no es ni discreta ni continua. A

Como ya lo mencionamos, una variable aleatoria real no necesariamente
es discreta o continua, pero, lo que si se puede afirmar es que toda funcién
de distribucién tiene una parte de saltos y una parte continua, lo cual hace
que se pueda decir que toda variable aleatoria estd compuesta por una parte
discreta y una parte continua. Este resultado se prueba a continuacion:

PROPOSICION VI1.34. Sea f una funcion de densidad discreta y definamos
la funcion F : R — R de la siguiente manera:

F(z) = X yery<o,pwy>0p [(¥)

Entonces F' es una funcion de distribucion y

Fz=) = X yery<a, f)>01 [ (1)
Demostracion
F esta bien definida ya que la serie Z{yER:f(y)>0} f(y) es convergente.
Ademas, obviamente es una funciéon monotona no decreciente.
Sea D ={yeR: f(y) >0}y, para cada = € R, definamos

D, ={yeD:y<a}.

Si xj, es una sucesion creciente que tiende a oo, se tiene USC D, = D,
asi que:

h/Inn~~>oo F(xn) = 11’Inn~~>oo ZyEDmn f(y) = ZyGD f(y) =1

Si x,, es una sucesion decreciente que tiende a —oo, se tiene N7 D, = &,
asi que:

nl\l’/g.lo F(xn) = h’mnWOO Z{yeD:ygxn} f(y) =1- h’mTLWOO Z{yED:y>mn} f(y)
=1- h’mnwoo ZyeDszn f(y) =1- ZyeD f(y) =0
Si z,, es una sucesion decreciente que tiende a z, se tiene N2, D, = D,
asi que:

lim F(2,) = liMneoo 2 gyepy<ey [ ©) = 1= iMoo Yo ryepysay £ (1Y)

n~>00

=1 = lipece Yy p_p. F(Y)

Tn

=1- ZyeDsz fly) =1~ Z{yeD;y>x} fly) = F(x)
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Por lo tanto, F' es continua por la derecha.
Si x, es una sucesion creciente que tiende a z, se tiene Uy2 D, =
{y € D:y < x}, asi que:
Hm (l’n) = h/mn“’*’oo ZyEDwn f(y) = E{yeD:y<x} f(y)

N~~>00

= D {yery<a. fn)>0} J (¥) "

DEFINICION VI.35 (Funcién de distribucién discreta) Se dice que una funcion
F:R+— R es una funcion de distribucion discreta si existe una funcion de
densidad discreta f tal que:

F(z) = X tyery<a. f)>0y /(%)

para cualquier x € R.

PROPOSICION VI.36. Sea X una variable aleatoria tal que:

0 <X {werpx=a>0p P1X = 2] <1
entonces su funcion de distribucion Fx puede expresarse en la forma:
Fx =aF%+(1—a)F§

en donde o € (0,1), Fj‘l( es una funcion de distribucion discreta y F es una
funcion de distribucion continua. Ademds, esta descomposicion es unica.

Demostracion
Sea o = } . cp.pix—s>0} P’ [X =], entonces la funcién f : R — R
definida por:

f(z) = LP[X =]

es una funcién de densidad discreta. Por lo tanto, la funcién F)d( R— R
definida por:

F(z) = 2 yeriy<a. f(y)>0y T (¥)

es una funcion de distribuciéon discreta.
Definamos F'§; de la siguiente manera:

P = i (P - ar)
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Se tiene:

lim F$(2) = —— [limgeeo Fx(2) — alimy oo F& (2
X 1 X

T~>00

Q

== (1-a)=1

lim F$(x) = —— [limgw_oo Fx(z) — alimye_oo F&(2)] =0
X 1 X

T~ —00 @

Si x < y entonces:

[Fx(y) — aF$(y)] — [Fx(z) — aF§ ()]
)] — o [FR(y) - F{(2)]

5:1

Q’i
5?

= [Fx («
[ (y) FX($)] —a Z{yeR:z<z<y f(z)>0} f(2)
=Pz <X <y| = yerwczcy pix=2>0y P X =2] 20
Ast que F§ (z) < F5(y).
[Fx(a+) — aF¢(a+)] = [Fx(2) — aFg(z)]
= [Fx(a+) = Fx(2)] = o [F§ (24) = F{(2)] =0

Asi que F; es continua por la derecha.

[Fx(z) = aF{(z)] - [Fx(z—) — aFg(a—)]
= [Fx(z) = Fx(a—)] — a [F{(z) — F§ ()]
=P[X=z]-P[X=2]=0

Asi que F es continua por la izquierda.
Por lo tanto, F§ es una funciéon de distribucion continua.
Para la unicidad, sea Fx = BF? 4 (1 — ) F¢ otra descomposicion. Se
tiene entonces:
aF} +(1—a)Fg = F1+ (1 —B) F°
aF{ —BF'=(1-B)F°— (1-a)F%
af(z) — Bg(z) =
_B
fl@)=_g()

Asique 2 =1y f=g. Por lo tanto F{ = Fy F§ = F°. m
yIi=g
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COROLARIO VI.37. Sea X cualquier variable aleatoria, entonces su funcion
de distribucion Fx puede expresarse en la forma:

Fy =aF}+(1—a)F%

en donde a € [0,1], F¢ es una funcion de distribucion discreta y F§ es una
funcion de distribucion continua.

Demostracién
Si0< Z{rER:P[X:x]>O} P[X = z] < 1, consideramos la descomposicion
de la proposicién anterior.

Si ) (ser:Px=s]>0} I [X = 2] =1, tomamos a =1, Fé=Fx y F§=0.

Si > (ser:px=s]>0} L [X = 2] =0, tomamos a = 0, Fé=0 y F$=Fx.
|

V1.4 INDEPENDENCIA DE VARIABLES ALEATORIAS

DEFINICION VI.38 (Independencia de variables aleatorias) Se dice que n va-
riables aleatorias, X1,...,X,, son independientes si para cualquier coleccion
de subconjuntos borelianos de nimeros reales, Ay, ..., An, se tiene:

P[Xi€A,.... X, €A,]=P[X; € A]---P[X, €A)]

Obsérvese que la condiciéon de independencia de Xi,...,X, equivale
a pedir que, para cualquier coleccién de subconjuntos de ntmeros reales,
A1, ..., Ay, los eventos [X; € A4], ..., [X,, € A,] son independientes.

ProrosiciON VI.39. Sean Xi,...,X, n variables aleatorias independien-
tes, entonces cualquier subcoleccion de ellas, X;,,...,X;,, es también una
familia de variables aleatorias independientes.

Demostracién
Sean A;,, ..., A;, subconjuntos borelianos de R y, para j € {1,...,n} —

{i1,...,4x}, definamos A; = R, entonces:
P[X“ GAil,...,Xik EAZJ :P[Xl cA,.... X, €A ]
=P[X1€A]---PX,€A)]=P[X;, € A,]---P[X;, € 4;,] |
ProproSICION VI.40. Sean Xi,...,X, n wvariables aleatorias independien-

tes y fi,..., fn n funciones borelianas de R en R. Entonces las variables
aleatorias fi1(X1),..., fn(Xn) son independientes.
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Demostracién
Sean Ai,...,A, subconjuntos borelianos de R, entonces ffl(Al), e
fY(A,) son también subconjuntos borelianos de R, asi que:
[ (Xl)EAl,... fn(X )GAn]
[Xl ef1 ] [Xnefm n)]
[f (Xl) € Al] [fn(Xn) € An] u

ProposicioON VI.41. Sean Xi,...,Xn, Xnt1,..-s Xntm n + m variables
aleatorias independientes y f : R +— R y g : R™ — R dos funciones borelia-
nas. Entonces, las variables aleatorias f(X1,...,Xn) v 9(Xn+1,-- -, Xntm)
son independientes.

Demostracion
Sea G la familia de subconjuntos B C R™ tales que:

Pl(X1,...,Xn) €1, (Xnt1,---s Xntm) € B]
=P[(X1,...,Xn) €| P[(Xnt1s-- s Xntm) € B]
para cualquier intervalo I de R™.
G es entonces un d-sistema que contiene a los rectdngulos de R™, asi que,

por el teorema V.38, G contiene a todos los borelianos de R™.
Sea H la familia de subconjuntos A C R" tales que:

P(Xy,...,Xn) € A (Xpnt1, -y Xntm) € B]
=P[(X1,...,Xn) € A|P[(Xnt1,---, Xn+m) € B
para cualquier boreliano B de R™.
'H es entonces un d-sistema que contiene a los rectangulos de R", asf que,

por el teorema V.38, H contiene a todos los borelianos de R™.
Por lo tanto:

Pl(X1,...,Xn) € A, (Xnt1,-- s Xntm) € B]
=P[(X1,...,X,) € AP [(Xps1,- .-, Xnim) € B

para cualquier pareja de borelianos A y B de R™ y R™, respectivamente.
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Sean C'y D subconjuntos borelianos de R, entonces f~1(C) y ¢~ 1(D)
son subconjuntos borelianos de R™ y R™, respectivamente. Por lo tanto:

P [f(Xl,..., n) € C,9(Xni1s. .., Xpm) € D]
= P [(Xy, n) € F7HO), (Xng1, -+ Xngm) € g~ H(D)]
=P [(X1,..., X)) € fTHO)] P (Xt Xotm) € g7 H(D)]
:P[f(Xl,..., n) € C]P[g(Xns1,. .., Xnsm) € D] u

Las definiciones y resultados de las siguientes dos secciones se utilizaran
mas adelante para el estudio de las variables aleatorias.

VI.5 FUNCION GAMA

PRrROPOSICION VI.42. La integral fooo to~le~ldt es finita para cualquier
a > 0.
Demostracién

Obsérvese que limy..oo t*Tle™ = 0, asi que, existe K > 0 tal que
totle=t <1 para cualquier t> K.
Por lo tanto:

[ te tetdt = [t 2t e tdt < [t 2dt = £ < o0
Ademas:

S tetar < [Folae = LR < oo n

DEFINICION VI1.43 (Funcién gama) La funcion T : (0,00) — R definida por
= fooo tele~tdt, cuya grdfica se muestra a continuacion, es llamada la
funcion gama.

05 1 15 2 25 3 35 4

Ficura VI.1
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PROPOSICION VI.44. I'(a+ 1) = aI'(«) para cualquier o > 0.

Demostracién
Integrando por partes se obtiene:

Dla+1) = [Pt ldt = o [T t* e ldt = ol () ]
COROLARIO VI.45. Sin es un entero positivo, entonces I'(n) = (n — 1)!

Por otra parte:
I'(3) =" tTretdt =2 Joe ™ dy

o0 2
Sea A= [ e " dx, entonces:

a2 = [ e [, e ay] = [, [ e eV dudy
Ahora, cambiando a coordenadas polares, se obtiene:
A% = fooo 027T re " dfdr = fooo ore " dr =7
Por lo tanto:
[ e e = /7
Asi que:
F(%) =2 fooo e dr = ffooo e dr = N3
Mediante la funcién gama podemos expresar de otra forma de definicién

de los coeficientes binomiales (véase la seccion I11.4).

PROPOSICION VI1.46. Sean z € R yn € {0,1,...}, entonces:

I'(z+1) .
m!l'(z —m+1) sim sz
z\ _ ), Il (m—2) s
<m> = m!I'(—z) <0
= FEH DI(m —2)  (2) (1 = (2)) G 0<2<m
(Y m TG+ @re-@) Y05°T

en donde (z) representa a la parte decimal de z y [[m — z|] a la parte entera
dem — z.
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Demostracion

Para m = 0, de acuerdo con la definicién I11.11, ( . ) = 1 para cualquier
z € R, asi que el resultado se cumple trivialmente.

Si0<m <z, se tiene:

Fz4+1)=z2z—-1)---(z—m+1I'(z—m+1)
Asi que:

(z) _ 2(=1)(2=2)(z=m+1) _ I'(z2+1)
m m/! m!T'(z—m+1)

Siz <0< m,entonces 0 < m < m—1-— z, asi que, de acuerdo con la
proposicién I11.12 y el resultado previo, se tiene:

(z) _ (_1)m(m717z) _ (_1)m I'(m—=z)

m m m!l'(—z)

Si0 <z < m, se tiene:
Nz4+1)=z2(z—1)--- (14 (2)) I'(1 + (2))
D(m—2) = (m— 2~ D(m— 2~ 2) (2~ () T2~ {2))
= () (2 2) (- DT (2 ()

Asi que:
z 2(z—1)(z—2)--(z—m+1 m—z1T(z+1)T'(m—z 2)(1—(z

VI.6 FORMULAS DE WALLIS Y DE STIRLING

TEOREMA VI.47 (Férmula de Wallis)

2-2:4-4-6-6--(2n)2n) x

My oo 73355 @nD Gn-D)@nsT) = 2

Demostracion .
Para n € {0,1,...}, sea S, = [* sen"zdz.
Como, para z € (0,3), 0 < senz < 1, la sucesion {S,} es mondtona
decreciente y S, > 0 para cualquier n.

Por otra parte, integrando por partes, se obtiene, para n > 2:
1

f sen”™ xdxr = - sen” 1 xcosx + ”T_l f sen" 2 zdx

Asi que:

[MIE]

Sp = Jo? (senz)dx = "T_l [ sen" 2 zdx = “T—lsn_2
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n+2

Por lo tanto, ﬁ = o

para cualquier n.
S

Ademés, como la sucesion {S, } es monoétona decreciente, se tiene g

s 5 B
Ly 5., 53

S, _ nt+2
1 S Snt1 < Snt2 ~ n+l

Por lo tanto, lim,.. SS—H =1
También se tiene, para n > 1:

_ 2n-1 2n—12n—3
Son = 5 —=Son_2 = 5 =555 4

— .ol 1g . moiZm3 . lx_ 135-@n-l)a
- ~ 2n 2n-— 2n 2n—2 22 7 246--(2n) 2

_ 2n_ 2n—2
Sont1 = 5otgSon-1 = 2n+1 Sn—192n—3
on 2 2 m =2 2 _ 2:46-(2n
_ ... _ _2n 2n-2 Sl n_ 2n _ (2n)

~ 2n+12n— 2nt12n—1" "3 = 35.-(2n+1)
Asi que:
Sy 1:3-3:5:5--(2n—1)(2n—1)(2n+1) &
Somt1 2:2-4-4-6.6---(2n)2n) 2

Por lo tanto:

. 1-3-3.5:5-(2n—1)(2n—1)(2n+1) = _ 1; Sy
1m0 2.2-4-4-6-6-(2n)2n) 5 = limp oo g2 =
de lo cual se sigue el resultado.
. 227 (n))
COROLARIO VI1.48. 1im, oo 2n(?f VT
Demostracién
221z(n!)2 . 2277,(”[)2 2271(,”!)2
@n)ly/n — 123-(2n)y/n 135+ (2n—1)-24.6(2n)y/n
o 227 (p))? . 2npl _ 2:46-(2n)
T 135-(2n—1)mi2nyn  1.35-(2n—1)v/n  1.35-(2n—1)v/n
Asi que:
2n ()22 2.24.4.66--(20)2n) 2:2:4-4-6-6---(2n)2n) In+1
2n)ly/n ) — 133:55-(2n—1)(2n—1)n ~ 1.3:3-5:5--(2n—1)(2n—1)(2-n+1) n

Por lo tanto, utilizando la féormula de Wallis, se obtiene:

) 22n(n)2\2 2:2:4-4-6-6--(2n)2n) 2n+1 _
oo (ufigh ) = Mo 55 on ion sy S =

de lo cual se sigue el resultado.

>
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LEMA VI.49. Sea n € N, entonces

1 1y _ 1 11 11
éln(1+ﬁ)—2n+1+§(2n+1)3+5(2n+1)5+"'

Demostracion

Desarrollando la funcion f(x) = In(1 + x) en serie de Taylor alrededor
del cero, se obtiene:

ln(1+gc):m_%x2+; 3_% 4.
4

In(l—z)=—z— 22 — il,)x3 1w
Asi que:
sIn{tE =1in(l1+2)— jIn(l—z)=x+ a3+ 1a° + -
Tomando x = 2n1+1, se tiene %‘Fz =1+ %, asi que:

1 1y _ 1 11 11
sin(l+7) =507+ 3@+ 5@ T
TEOREMA VI.50 (Férmula de Stirling) Sea n € N, entonces

n! = V2mn"e "/ne’, en donde

Demostracion

1 1
12n+1 <On < 12n-°

Sea ¢(n) = n"e*"\f’ entonces:

o) _ ()T YAEL (g | 1)

p(n+1) (n+1)n"y/n
Asi que, utilizando el lema VI1.49:

In £ = (n+ ) in (14 1) 1

_ 1 11 11
=(2n+1) (2n+1 T 3@ T 5@ T ) -1
_ 11 11 11
=30 T 5@ T 7@ T >0
Por lo tanto, wféi)l) > 1 para cualquier n € N, lo cual significa que la
sucesion {p(n)} es mondtona decreciente.

2e

Ademaés:
11 11 11 1 1 1 1
3@t T5@DT T i@ T <3 |@DE T @t T @ T
11 1 1 1

T 3@n+1)°—1 — 2n(n+1)  12n  12(n+1)
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1 1 :
Por lo tanto, Inp(n) — 13- <Inp(n+1) — oty Para cualquier n € N,

1

lo cual significa que la sucesion {Inp(n) — 5.} es mondétona creciente y

., ., 1 , .
entonces también la sucesion {¢(n)e” 2n } es monotona creciente.
También se tiene:

11 11 11 11 1 1
3 (2n+1)2 + 5 (2n+1)? + 7 2nF1)° toe> 3 2n+1)2 = Tonil 12(n+1)+1

Por lo tanto, In ¢(n) — ﬁﬂ >Inp(n+1)— m para cualquier n €
N, lo cual significa que la sucesion {In p(n)— WIH} es monotona decreciente

— 1 L .
y entonces también la sucesion {p(n)e” 2+ } es monodtona decreciente.

Sea A = limyo0 ¢(n), entonces:

limy o0 @(n)e n = Ay, como la sucesién {¢(n)e i2r} es mondtona cre-
1
ciente, p(n)e”12n < A para cualquier n € N. En particular, A > 0.

a1 .. 1 .
limy oo p(n)e” 2ni1 = Ay, como la sucesion {p(n)e” 2»+1} es mondtona
— 1 .
decreciente, A < ¢(n)e” 12++1 para cualquier n € N.

De las siguientes desigualdades:

go(n)e_ﬁ <AL cp(n)e_niJrl para cualquier n € N
se sigue:

1
Aerznit < p(n) < Aeten para cualquier n € N

Asi que:

ﬁ'\/ﬁ = p(n) = Aef», en donde L _<g,<-L ¥

A= lim ¢(n) > 0.

Resta tinicamente probar que A = +/27. Para esto, se tiene:

(2n)?"e2"v2n  (n))2 _ 227(n))2V/2
(2n)! n?re=2nn —  (2n)ly/n

A=A =l £ =iy 2002 = o7 .
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VI.7 EJERCICIOS

EJErcICIO VI.1. Sea X una variable aleatoria continua. Exprese P [|X — 1|
> 2] en términos de la funcion de distribucion, Fx, de X.

EJErciciO VI.2. Sea X una variable aleatoria con funcion de distribucion
dada por:

0 six <0
a7 six €[0,1)

Fx(z)=4( 32 six € [1,2)
Hz+1) size[2,3)
1 stx >3

Encuentre a) P [3 < X < 3],b) P[X <1],¢) P[X =1]yd) P[X = 5].

EJERCICIO VI.3. Dé un ejemplo que una funcion de distribucion discreta
que sea estrictamente creciente.

EJercicio VI.4. Sea f la funcion definida por:

z+1 st —1<z<0
flz)=¢ 20—-6 si3<z<c
0 en otro caso

en donde ¢ es una constante. a) Determine el valor de ¢ de tal manera que f

sea una funcion de densidad. b) Encuentre la funcion de distribucion corres-
pondiente a f.

EJERCICIO VI.5. Sea f la funcion definida por:

[ C@E@P—2z) si0<z<2
f(z) = { 0 en otro caso

en donde C es una constante. ;Podria ser f una funcion de densidad?

EJERCICIO VI.6. El volumen de ventas (en miles de galones) por semana de

una estacion de gasolina es una variable aleatoria con funcion de densidad
dada por:

[ B5(1-2)t sio<a<1
f(z) = { 0 en otro caso
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Si la estacion es abastecida de gasolina una vez por semana, jcudl debe
ser la capacidad del tanque para que la probabilidad de que se rebase sea
menor que 0.017

EJsercicio VI.7. Una urna contiene n tarjetas numeradas del 1 al n. Un
experimento aleatorio consiste en seleccionar tarjetas al azar, una a una y
con reemplazo, hasta que se obtiene una tarjeta que ya se selecciond con
anterioridad. Encuentre la funcion de densidad de la variable aleatoria X
definida como el numero de tarjetas que son seleccionadas en este proceso.

EJErciciO VI.8. Muestre con un ejemplo que existen variables aleatorias X
yY tales que X2 y Y? son independientes, pero X y'Y no lo son.



VII. VARIABLES ALEATORIAS DISCRETAS

Todo deberia hacerse tan simple como sea posible, pero no
mas simple.

ALBERT EINSTEIN

VII.1 DISTRIBUCION BINOMIAL

DEFINICION VII.1 (Distribucién binomial) Sin € N y p € [0,1], se dice que
una vartable aleatoria X tiene distribucion binomial con pardmetrosn y p si
su funcion de densidad estd dada por la formula:

_ [ O —-p T sized{0,...,n}
fx(@) = { 0 en otro caso

El nombre binomial obedece a que los términos (:) p*(1 — p)"* son los
del desarrollo de (p+ ¢)", en donde ¢ =1 — p.

La distribucién binomial surgié practicamente desde los inicios del calculo
de probabilidades, al considerarse el experimento aleatorio consistente en
lanzar n veces un dado y buscar la probabilidad de obtener una de las caras
cierto ntimero de veces. Se encuentra por primera vez en el tratado sobre
probabilidad de Jacques Bernoulli titulado “Ars Conjectandi”, el cual fue
publicado péstumamente en el afio 1713. Surge ahi como solucién de un
problema que plantea Christiaan Huygens en su libro, “De ratiociniis in ludo
alea”| el cual consiste en lo siguiente:

i, Cuantas veces debe lanzarse un dado para que sea mas favorable obtener
por lo menos dos veces el nimero 67

Bernoulli plante6 y resolvié la siguiente forma general del problema de
Huygens:

Supongamos que se tiene un dado con a = b + ¢ caras y que un jugador
apuesta a que, en n tiradas sucesivas del dado, obtendré por lo menos m
veces alguna de las b caras del dado, ;cuél es la probabilidad de que tal
jugador consiga su objetivo?

221
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Bernoulli resolvié este problema estableciendo primero que, el lanzar n
veces uno de tales dados es equivalente a lanzar una vez n dados con la
misma configuraciéon. Al lanzar n dados con a caras cada uno, hay a™ posibles
resultados; de ellos hay ¢” casos en los cuales no se obtiene alguna de las b
caras con ninguno de los n dados; ademés, hay b*¢"* casos en que, con cada
uno de k dados particulares, se obtiene alguna de las b caras y en el resto se
obtiene alguna de las ¢ caras. Habiendo un total de (Z) maneras en que se
pueden seleccionar k dados particulares de entre los n, obtuvo entonces que
de los a™ posibles resultados del lanzamiento de los n dados, hay (Z) bken—k
casos en los cuales el jugador obtiene k de las caras por las que ha apostado;

la probabilidad de que éste no consiga su objetivo estéd dada entonces por:

o (R QR 4 ()

am™ am am m—1 am

De manera general, la distribucién binomial se obtiene dentro del contex-
to de los llamados ensayos de Bernoulli (véase la seccion V.1):

Supongamos que se realizan n ensayos de Bernoulli de tal manera que se
satisfagan las siguientes condiciones:

e Cada ensayo es independiente de los demas.

e La probabilidad de éxito en cada ensayo es igual a una constante p.

Si definimos X como el namero de éxitos que se obtienen en los n ensayos,
entonces X tiene distribuciéon binomial con parametros n y p. En efecto,
para k € {1,...,n}, la probabilidad de obtener k éxitos y n — k fracasos,
en lugares fijos, es igual a pk(l — p)k , v hay (Z) maneras en que se pueden
seleccionar k lugares fijos para los éxitos, por lo tanto, la probabilidad de
obtener exactamente k éxitos en los n ensayos esta dada por (Z) k(1 —p)F.

Como vimos en el ejemplo II1.9, esta situacion se presenta de manera ti-
pica en problemas de muestreo con reemplazo. De manera especifica, cuando
se toma una muestra aleatoria con reemplazo de una poblacién formada por
dos tipos de objetos, I y II, la variable aleatoria X definida como el ntumero
de objetos de tipo I (o II), que se obtienen en la muestra, tiene distribucion
binomial.

PROPOSICION VII.2. Los términos t;, = (Z)pk(l —p)k, de una distribucion
binomial, crecen con k hasta alcanzar su mdzrimo valor cuando np+p—1 <
k < np+p, después de lo cual decrecen con k.
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Demostracién
Para k € {0,...,n}, sea t; = (Z)pk(l — p)" k. Se tiene entonces, para
ke{l,...,n}:
th—1 __ (ki1)pk71qnik+l kq
te (:)pkqn—k ~ (n—k+1)p

De manera que tg_1 < t; siy so6lo si kg < np—kp-+p, es decir, k < np+p.
Para k € {0,...,n — 1}, se tiene:

T (:)pkqn—k
thpr

— (k+1)q
(L = o
De manera que tx > tp41 si y solo si kg +q > np — kp, es decir, k >
np—q=np+p—1. [ |
A continuaciéon se presentan las graficas de algunas funciones de densi-
dad tipo binomial. Con el objeto de visualizar méas facilmente la forma que
adquieren, se han trazado continuas, graficando la funcién

— ['(n+1) x n—x
f(@) = vt L—p)"
definida en el intervalo [0,n]. Evidentemente, los valores de la funcion de

densidad corresponden tnicamente a los valores enteros comprendidos entre
0 y n inclusive.
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0.3 0.2 0.3
0.151
0.2 0.2
0.1 1
01 0.05] 01
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
X X X
n:lO,p:l/8 n=10,p="1, n:lO,p:7/8
0.2
0.18 0.08 0.18
016 0.16
0.14 0.06 0.14
012 : 0.12
01 0.1
0.08 0.04 0.08
0.06 0.06
0.04 0.02 0.04
0.02 0.02
0 %6 8101214 16 0 O 84, 88 0092 0g 96 gn100
M 20 30 4)9 50 60 8655 90 ~ 949093
n =100, p="/, n =100, p=?/, n =100, p =/,

Ficura VII.1
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EJeEmpLO VIIL.3. Una parte de un satélite estd compuesta por 10 componen-
tes independientes, de tal manera que dicha parte funciona unicamente si
por lo menos 6 de sus partes funcionan. En un dia lluvioso cada una de las
componentes funciona con probabilidad py %, mientras que en un dia sin
lluvia cada una de las componentes funciona con probabilidad ps = %. Supo-
niendo que la probabilidad de que manana llueva es igual a 1/4, scudl es la
probabilidad de que la mencionada parte del satélite funcione bien?

Solucién
Sea X el niimero de componentes que funcionan y definamos los eventos:

A: la parte funciona.
B: el dia es lluvioso.
Se tiene entonces:

10
j=6

(

=6

P(A|B)=P(X >6|B) =12 (V)pl(1 —p1)'0
(“)pi(1 — pg)10-
P(A) = P(A | B)P(B) + P(A| B%)P(B)

10 10y, = 10 10y, _j
1206 ()P =p)'7 4+ § 37506 (5)pa(l — p2)'07

P(A|BY) =P(X>6]B) =3

1647613

= 0o715s = 0.78564
Obsérvese que, para i # j, los eventos, ‘la componente i funciona’ y ‘la
componente j funciona’, mo son independientes. En efecto, definamos los
eventos:

Cj: la componente j funciona.

Entonces:
P(Cj) = P(Cj | B)P(B) + P(C; | B)P(B°) = 1 + %% = 1§
P(C;NCy) = P(C;inC; | B)P(B) + P(CiN C; | BY)P(B%) = 1 + {4
31 _ 124
64 — 256
P(C)P(C)) = 1§16 = 26
Asi que,

})((:% r](:}) #* })((:%)})((33).
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Esto se puede explicar observando que si C1 ocurre, entonces la probabi-
lidad de lluvia disminuye, en efecto:

1_ 11
mientras que:

2 _ 8

11 = 44

N

1
2
1
1

|

P(B|Cy) = PERATE) =

(=2}

Esto hace que la probabilidad de que Co ocurra se incremente, en efecto:
1 _ 121

mientras que:

‘c:‘oa
it

_ 31 _ 124
1 = 44 — 176 A

P(Cy| O) = PR =

|

1

=]

La distribucién binomial es una de las distribuciones mas importantes de
la teoria de la probabilidad pues su estudio ha conducido a resultados funda-
mentales. Jacques Bernoulli, ademés de ser el primero en obtenerla, realiz6
un estudio a fondo de ella al plantearse el problema de demostrar que la
frecuencia relativa de ocurrencia de un evento se aproxima a la probabilidad
del mismo.

Si p es la probabilidad de ocurrencia de un evento A en un determinado
experimento aleatorio, entonces llamando X,, al nimero de veces que ocurre
A al realizar n repeticiones independientes del experimento, X, tiene distri-
bucién binomial con parametros n y p.

Ahora bien, )fl es la frecuencia relativa de ocurrencia de A en las n re-

peticiones del experimento. Bernoulli demostré entonces que dado cualquier

nimero € > 0, se tiene:

‘&
n

My soe P [|[52 —p| > €] =0

Este resultado, cuya demostraciéon llevd a Bernoulli 20 anos, se conoce
como el teorema de Bernoulli y constituye el primero de los llamados teore-
mas limite de la teoria de la probabilidad. Su publicacién marco una linea
de investigacién, la cual se extendié durante un periodo de méas de 200 anos,
hasta concluir en las versiones generales de este teorema y otros similares.

Dentro de la teoria moderna, el teorema de Bernoulli es tinicamente un
caso particular de la ley débil de los grandes ntimeros. Sin embargo, resulta
ilustrativa una demostracion directa, la cual puede realizarse con la herra-
mienta que se tiene desarrollada hasta este momento.
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PROPOSICION VII.4 (Teorema de Bernoulli) Sea & un experimento aleatorio
y A un evento relativo a ese experimento, de probabilidad igual a p. Conside-
remos un nuevo experimento aleatorio consistente en la repeticion indefinida
del experimento &€, de tal manera que cada repeticion es independiente de las
otras. Sea X,, el nimero de veces que ocurre el evento A en las primeras n
repeticiones del experimento y € un numero positivo arbitrario, entonces:

iMoo P [| 22 —p| > €] =0

Demostracién

Sabemos que X, tiene distribucién binomial con pardmetros n y p. Para
j € {0,...,n}, sea t; = (?)p’(l — p)"J. De acuerdo con la proposicién
VIIL.2, los términos t; crecen con j hasta alcanzar su méaximo valor cuando
np+p—1 < j < np+p, después de lo cual decrecen con j. Ademas, la sucesion

Sj = tffl, con j € {1,...,n}, es decreciente. En efecto, para j € {2,...,n},
se tiene:
ot (n—j+lp _ (n—j42p _ tya
Si =4y T gq < GoDg i, Sl
Seaj>k>(n+1l)p y r= t,f: :W’ entonces 0<r<1 y

ty 4 _ (n=k+Lp,
i1 = g -1 =Tt

tj = pti1 <
Asi que:
tp <rtjqg <r’tjo <. < ik,
Por lo tanto:
P[Xy >k =Yt <t g7 < oty = =t

Sea m el Gnico namero entero tal que (n+ 1)p—1 < m < (n+ 1)p,
entonces, como t,, >ty > -0 > tp_1 > g, se tiene:

1>tm+tm+1+"'+tk_1>(k—m)tk2 [k—(n+1)p]tk

Asi que t;, < = L_ Por lo tanto:

n+1)p

kq
PXn 2 ] < gpimr
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Dada ¢ > 0 y n € N tal que ne > 1, sea kg el tnico entero tal que
np + ne < kg < np + ne + 1, entonces:
X, _ _ k
P[T_p>5] —P[Xn>np+n€]—P[XnZko] <m

(nptne+l)g  _ (nptnetl)g
= Tptne—(r)pl” (el

Por lo tanto:

liMyevoo P[22 —p>¢e] =0

n

Sea Y, el nimero de veces que no ocurre el evento A en las primeras n
repeticiones del experimento, se tiene entonces Y,, = n — X,,, asi que:

iMoo P[22 — p < —€] = iMpanoe P [q — 22 < —¢]

= limpwoo P[22 —g>¢] =0

Por lo tanto:
Xn

limnwooP[T—p‘>5]:O A

El teorema de Bernoulli no asegura que, en una sucesion infinita de re-
peticiones del experimento &, la frecuencia relativa de ocurrencia de A, en
las primeras n repeticiones del experimento, tenga un limite igual a p, lo
cual demostraria la validez de la interpretaciéon frecuencial de la probabili-
dad. Lo que afirma es que, dada cualquier € > 0, la probabilidad del evento
H XT — p’ < e] se acerca a 1 a medida que n crece. Es decir, establece una re-
lacién en términos de probabilidades. Para aclarar el resultado, supongamos
que el experimento £ consiste en el lanzamiento de un dado y que A repre-
senta la obtencion de un 6 al realizar el experimento. La probabilidad p = %
significa entonces, en este caso, que se tiene 1 caso favorable y 5 desfavora-
bles para la ocurrencia de A. En n repeticiones del experimento hay un total
de 6™ posibles resultados, todos ellos con la misma probabilidad, de manera
que si llamamos A,, (resp. By,) al namero de posibles resultados que favore-
cen la ocurrencia del evento HXT fp‘ < 5] (resp. H )fl — p| > 6]) en las n
repeticiones del experimento, se tiene A, + B, = 6", P H% — p‘ <egl = %
y P H% —p| > s] = %. Asf que:

. , P[5 —r|<
im0 %: = limpsoo P{ ¢ z=>j

Xn
n
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Asi que, en este caso, una formulacion equivalente del teorema de Bernou-

1li consiste en decir que, a medida que n crece, el nimero de posibles resul-
Xn _
n

més grande que el nimero de posibles resultados que favorecen la ocurrencia
del evento H % — p’ > 6] , de tal manera que su cociente tiende a oo, pero no
que el evento H XT
valente, se puede decir que para determinar si el evento B = H % — p‘ < 5]

tados que favorecen la ocurrencia del evento [ p‘ < 5] se hace mucho

- p‘ < 5] ocurra con seguridad. De manera también equi-

ocurre, se pueden colocar A, bolas blancas y B, bolas negras en una ur-
na, después de lo cual se selecciona una bola al azar. Si ésta resulta blanca,
entonces B ocurre. Evidentemente, el que A, sea muchisimo més grande
que B, (para n grande) no significa que al seleccionar una bola al azar de
la urna, ésta sea necesariamente blanca. Tampoco significa que si se repi-
te muchas veces el experimento aleatorio consistente en seleccionar, al azar
y con reemplazo, una bola de esa urna, casi siempre se obtendra una bola
blanca. El que esto ocurriera seria un resultado experimental que reforzaria
una interpretacion frecuencial de la probabilidad, pero no una prueba de la
validez del teorema de Bernoulli. De hecho, el teorema de Bernoulli, siendo
un resultado teérico dentro del modelo de probabilidad que hemos definido,
no requiere de ninguna verificaciéon experimental, es valido como cualquier
resultado que se demuestre en cualquier teoria matemaética.

Por otro lado, si bien el teorema de Bernoulli no demuestra la validez de
la interpretacion frecuencial de la probabilidad, si se muestra con él que tal
interpretaciéon es compatible con el modelo probabilistico que hemos definido,
haciendo asi que las aplicaciones de la teoria de la probabilidad basadas en
su interpretaciéon frecuencial tengan bases mas solidas.

Ademas, la publicacién del teorema de Bernoulli, en el afio 1713, hizo
renacer el interés por la teoria de probabilidad, la cual, después de la pu-
blicacién del trabajo de Christiaan Huygens, en el afio 1657, habia quedado
relegada, siendo vista tinicamente como una curiosidad que tenia que ver ex-
clusivamente con los juegos de azar. Siguiendo a Bernoulli vendrian después
los trabajos de Abraham de Moivre, Siméon Denis Poisson y Pierre Simon
Laplace, marcédndose asi, como dijimos arriba, una linea de investigaciéon que
se extendié por un periodo de més de 200 anos.
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VII.2 DISTRIBUCION GEOMETRICA

DEFINICION VIL.5 (Distribucion geométrica) Dado p € (0, 1], se dice que una
variable aleatoria X tiene distribucion geométrica con pardmetro p si su fun-
cion de densidad estd dada por la formula:

[ p(1—p)* size{0,1,...}
Sx(@) = { 0 en otro caso

% son los tér-

El nombre geométrica obedece a que los términos p(1 — p)
minos de la serie geométrica ) p(1 —p)”.

Como > 27 p(1 — p)* = 1, efectivamente X resulta ser una variable
aleatoria discreta.

La distribucién geométrica surge también dentro del contexto de los en-
sayos de Bernoulli. Supongamos que se realiza una sucesiéon indefinida de
ensayos de Bernoulli independientes, en cada uno de los cuales la probabi-
lidad de éxito es igual a p. Definamos X como el niimero de fracasos que
se obtienen antes del primer éxito. X tiene entonces distribucién geométrica
con parametro p. En efecto, para k € {0,1,...}, definamos los siguientes
eventos:

Aj: Se obtiene fracaso en cada uno de los primeros k ensayos.
B : Se obtiene éxito en el ensayo nimero k.

Entonces:
P[X =k = P(Ax N B) = P(A)P(B) = (1 - p)*p

En la figura VII.2 se presentan las graficas de algunas funciones de densi-
dad tipo geométrica. Con el objeto de visualizar méas facilmente la forma que
adquieren, se han trazado continuas, graficando la funcion f(z) = p(1 — p)?,
definida en el intervalo [0, 00). Evidentemente, los valores de la funciéon de
densidad corresponden tGnicamente a los valores enteros no negativos.

EiempLo VIIL.6. Cada una de 12 personas lanza una moneda indefinida-
mente, deteniendo sus lanzamientos en el momento en que obtiene por pri-
mera vez dguila. ;Cudl es la probabilidad de que por lo menos 10 de ellas
realicen menos de 4 lanzamientos?
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Ficura VII.2
Solucién

Sea X el nimero de lanzamientos que se realizan antes de obtener por
primera vez dguila al lanzar una moneda indefinidamente y'Y el nimero de
personas que realizan menos de 4 lanzamientos. Y tiene entonces distribu-
cion binomial con pardmetros n = 12 yp = P[X < 3]. A su vez, X tiene
distribucion geométrica con pardmetro % Ast que:

p=P[X <3 =PX <2 =%2 1 (})F=1

PlY 2100 =52, (¥) ()" (57" = 0818

EjempLo VII.7. Sea X una variable aleatoria con distribucion geométrica.
Demuestre que para cualquier par de nimeros enteros no negativos n y k, se
tiene:

P X=k+n|X>n—-1=P[X =k

Obsérvese que este resultado dice que si en una sucesion de ensayos de
Bernoulli independientes ya han ocurrido n fracasos, entonces la probabilidad
de que haya k fracasos mds antes del primer éxito se puede calcular como si
se reiniciara el proceso. Este resultado se puede interpretar diciendo que una
variable aleatoria con distribucion geométrica no tiene memoria.

Solucién

P[X=k+n,X>n—1 P X=k+n
PX=k+n|X>n—1]=1= p[;clnj] L = P%X>nt1}

)k+n

=M p1-p) = PIX =k 4
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Dado que una variable aleatoria X con distribuciéon geométrica es dis-
creta, se tiene P [X < oo] = 1 (véase la proposicion VI.28). Esta propiedad
aparentemente tan simple expresa que, en una sucesion indefinida de ensa-
yos de Bernoulli independientes, todos con la misma probabilidad de éxito,
la probabilidad de que en algiin momento se produzca éxito es igual a 1.
Como ya se expuso en la seccién V.3, la aplicacion de este resultado produce
otros que pueden parecer sorprendentes, por ejemplo, ahi vimos que si C' es
el conjunto de caracteres tipograficos (incluyendo el espacio blanco) que se
utilizan en la obra Hamlet de Shakespeare y consideramos el experimento
aleatorio consistente en escribir una secuencia indefinida de caracteres, cada
uno seleccionado al azar del conjunto C, entonces la probabilidad de que en
algiin momento una subsecuencia de caracteres coincida exactamente con la
obra de Shakespeare es igual a 1.

VII.3 DISTRIBUCION BINOMIAL NEGATIVA

DEFINICION VII.8 (Distribucién binomial negativa) Sir € (0,00) y p € (0,1],
se dice que una variable aleatoria X tiene distribucidn binomial negativa con
parametros v y p st su funcion de densidad estd dada por la formula:

r+r—1\, r z .
fx(x):{ ("1 —p)* size{0,1,...}

0 en otro caso

De acuerdo con las proposiciones II1.12 y VI.46, esta densidad puede
escribirse también en la forma siguiente:

Fx(z) = { (—1)*()pr(1—p)® size{0,1,...}

0 en otro caso

- %ﬁ?ﬁ’"(l —p)* size{0,1,...}
0 en otro caso

El nombre binomial negativa obedece a que los términos (T+2_1) p"(1—p)*
son los del desarrollo de (l — %)*T, en donde ¢ = 1 — p. En efecto, por el

corolario II1.15 y la proposicién I11.12, se tiene:

(a7 = () = Em i () ()

= 2o (DR )Pt = 0, (T et
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La distribucién binomial negativa se obtuvo por primera vez en las solu-
ciones que dieron Blaise Pascal y Pierre de Fermat, en el afio 1654, al llamado
problema de la divisién de apuestas, el cual consiste en lo siguiente:

,Como deben repartirse las apuestas en un juego que se interrumpe? Por
ejemplo, suponiendo que dos jugadores, A y B, apuestan 32 pesos cada uno
en un juego que consiste de partidas consecutivas, en cada una de las cuales
cada jugador tiene la misma posibilidad de ganarla y quien la gane acumula
un punto, de tal manera que el juego es ganado por quien obtenga primero
cuatro puntos, jcémo deben de repartirse las apuestas en caso de que el juego
se interrumpa cuando el jugador A ha ganado dos puntos y B un punto?

Para que se vea més claramente como surge la distribucién binomial ne-
gativa en la solucién de este problema, consideremos un juego que se in-
terrumpe cuando a los jugadores A y B les faltan r y s puntos para ganar,
respectivamente.

Partiendo de esa situacion, el jugador A ganara el juego cuando, en las
siguientes r4+s—1 partidas, B gane a lo més s—1 de ellas, pero la probabilidad
de que B gane k de r + s — 1 partidas esta dada por (rﬂi_l)%%, es decir
por una distribuciéon binomial negativa. De esta forma, la probabilidad de
que A gane el juego esta dada por:

P(A) — (r+(s)—1)2r+% + (H—i_l)w% I (T—;iIl)zwr%

Esencialmente, este resultado es el que encontraron tanto Pascal como
Fermat.

La distribucién binomial negativa se obtiene también dentro del contexto
de los ensayos de Bernoulli. Supongamos que se realiza una sucesién inde-
finida de ensayos de Bernoulli independientes, en cada uno de los cuales la
probabilidad de éxito es igual a p. Definamos X como el nimero de fracasos
que se obtienen antes del éxito r. X tiene entonces distribucién binomial
negativa con parametros r y p; en efecto, para k € {0,1,...}, definamos los
siguientes eventos:

Ag: Se obtienen r — 1 éxitos en los primeros r + k — 1 ensayos.
B : Se obtiene éxito en el ensayo niamero r + k.

Entonces:
P[X = k] = (4,1 B) = P(A)P(B) = [ (") (1 = p)*|

= (" hpr(a - p)
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Obsérvese que en el problema de la division de apuestas, partiendo de que
a los jugadores A y B les faltan r y s puntos para ganar, respectivamente,
el jugador A ganara el juego cuando, en las siguientes r + s — 1 partidas, el
numero de derrotas antes del r-simo triunfo sea menor que s.

PROPOSICION VII.9. Los términos ty, = (THIZ_l)pT(l —p)¥, de una distribu-
cion binomial negativa, crecen con k hasta alcanzar su mdzrimo valor cuando
@ —1<k< @, después de lo cual decrecen con k.

Demostracion

Para k € {0,1,...}, sea t = (THZ_l)pT(l — p)k. Se tiene entonces, para
ke{l,2,...}:

b _ (5 )pra-pt k

b — (T pr(—pr | FE=1)(1-p)

De manera que t;_1 < tj si y s6losi k < (r +k — 1)(1 — p), es decir,
k< (7’*1)‘1.

P
Para k € {0,1,...}, se tiene:

b _ (e Dpra-p) k1

(2 (F¥)pr(—pyrtr — (rHR)(1-p)

De manera que t > tgy1 siy solosi k+1 > (r+ k)(1 — p), es decir,
rg=1 _ (r—=1)¢
k> =" -1 A
En la figura VII.3 se presentan las graficas de algunas funciones de den-
sidad tipo binomial negativa. Con el objeto de visualizar mas facilmente
la forma que adquieren, se han trazado continuas, graficando la funcion
f(z) = %ﬂ(l — p)*, definida en el intervalo [0, c0). Evidentemente,
los valores de la funcién de densidad corresponden tnicamente a los valores
enteros no negativos.

EsempLo VII.10. Cuando una determinada mdquina no estd bien ajustada,
la probabilidad de que produzca un articulo defectuoso es igual a 0.2. Cada dia
la mdquina se pone a funcionar y se detiene para su ajuste en el momento en
que ya ha producido 3 articulos defectuosos. ;Cudl es la probabilidad de que,
estando desajustada, la mdquina producird por lo menos b articulos antes de
ser detenida para su ajuste?
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Ficura VII.3
Solucién

Sea X el nimero de articulos que produce una mdquina desajustada antes
de ser detenida para su ajuste; los posible valores de X son entonces 3,4, .. ..
Si llamamos éxito a la produccion de un articulo defectuoso, entonces, para
ke {3,4,...}, el evento [X = k] ocurre cuando se tienen k—3 fracasos antes
del tercer éxito, por lo tanto:

PX =k = (;75)(0.8)73(0.2)° = (") (0.8)*7%(0.2)°
Ast que:
PIX>5]=1-P[X =3]-P[X =4
=1- (2)(0.8)°(0.2)% — (3)(0.8)1(0.2)® = 0.9728

EJEMpPLO VII.11. Se lanza una moneda tantas veces como sea necesario
hasta obtener 5 veces sol. Sabiendo que en los primeros 6 lanzamientos ain
no se logra el objetivo, scudl es la probabilidad de que se requieran, en total,
menos de 9 lanzamientos para lograrlo?
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Solucién

Llamemos éxito al hecho de obtener sol al lanzar la moneda una vez y
sea X el numero de fracasos antes del quinto éxito. X tiene entonces dis-
tribucion binomial negativa con pardmetros p = % yr = 5,y se busca

PIX<3|X>2].

P[X<3,X>2]  P[X=2]4+P[X=3
PIX<3]X2>2]= [P[Xzz} L= 1—1![3[)(:}0]—}[3[)(:}1]
PP +(Hr°1-p)° _

= o P o ey = 955 = 0.285088 A
Dado que una variable aleatoria X con distribucién binomial negativa es
discreta, se tiene P [X < oo] = 1 (véase la proposicion VI.28). Esta propiedad
expresa que, para cualquier 7 € N, en una sucesiéon indefinida de ensayos
de Bernoulli independientes, todos con la misma probabilidad de éxito, la
probabilidad de obtener por lo menos r éxitos es igual a 1.
De aqui se sigue un resultado més fuerte, ya expuesto en la secciéon V.3:
Consideremos una sucesion indefinida de ensayos de Bernoulli independien-
tes, todos con la misma probabilidad de éxito, y definamos los eventos:

B : se produce un nimero infinito de éxitos.
By, se producen por lo menos k éxitos.

Entonces, la sucesiéon de eventos By, Bs, ... es mon6tona decreciente y su
interseccién es B. Se tiene entonces:

P(B) = P (2 Bi) = limpense P (By) = 1

Por lo tanto, con probabilidad 1, se produce una infinidad de éxitos.

Como ya se expuso en la seccidon V.3, la aplicacién de este resultado pro-
duce otros que pueden parecer sorprendentes, por ejemplo, ahi vimos que si
C es el conjunto de caracteres tipograficos (incluyendo el espacio blanco) que
se utilizan en la obra Hamlet de Shakespeare y consideramos el experimen-
to aleatorio consistente en escribir una secuencia indefinida de caracteres,
cada uno seleccionado al azar del conjunto C, entonces la probabilidad de
que alguna subsecuencia de caracteres coincida exactamente con la obra de
Shakespeare, una infinidad de veces, es igual a 1.

Para r € N, la distribucién binomial negativa puede obtenerse de la dis-
tribuciéon binomial observando que si X tiene distribucién binomial negativa
con pardmetros r y p, entonces, para cada entero no negativo k, se tiene:
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PIX =K =751 -p)f =g (' —p)f = P [Y =7]

en donde Y es una variable aleatoria con distribucién binomial de parametros
r+kyp.

VII.4 DISTRIBUCION POISSON
DEFINICION VII.12 (Distribucién Poisson) Si A es un nimero real positivo,

se dice que una variable aleatoria X tiene distribucion Poisson con pardmetro
A st su funcion de densidad estd dada por la formula:

/\15!4 sixz e {0,1,...}

fx(x) = { 0

en otro caso

EsempLo VII.13. Supongamos que el nimero de accidentes que ocurren en
una cierta carretera tiene distribucion Poisson con pardmetro A = 2. ;Cudl
es la probabilidad de que en un dia ocurran, en esa carretera, mds de dos
accidentes, sabiendo que ocurre por lo menos uno?

Solucion
Sea X el nimero de accidentes que ocurren en la carretera, entonces:

_ P[X>2,X>1] _ P[X>2] _ 1-P[X<2] _ 1—e *14+X+)2/2)
PIX>2[X>1]= [P[le] I = P{le} = 17P%X=O} =5

— 1=5¢22 _ () 37393

1—e=2

. . kg—A o .
PROPOSICION VII.14. Los términos t, = 2 > de una distribucion Pois-

son, crecen con k hasta alcanzar su mdximo valor cuando A — 1 < k < A,
después de lo cual decrecen con k.

Demostracion
k_—
Para k € {0,1,...}, sea tj = 2 & ”. Se tiene entonces, para k € {1,2,...}:

|2

k
[ A

De manera que tp_1 < tg siy sélosi k < .
Para k € {0,1,...}, se tiene:

ty __ k+1

tk+1 - A

De manera que ty > tgy1 siysélosik+1> A esdecir, k> A—1. N
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A continuaciéon se presentan las graficas de algunas funciones de densi-
dad tipo Poisson. Con el objeto de visualizar méas facilmente la forma que
adquieren, se han trazado continuas, graficando la funcion f(z) = FaTT)
definida en el intervalo [0,00). Evidentemente, los valores de la funcion de

densidad corresponden tnicamente a los valores enteros no negativos.

0.18 0.04
035 016
: 0.14
0.25 0.12 0.03
0.2 0.1
0.02
0.15 8-82
01 0.04 0.01
0.05 0.02
0 R oo 1 ]
2 4 6 8 10 0 2 4 6 8101214 0 60 70 59 95 10 14%% 30
X X X
A= 5/4 A=5 A=095

Ficura VII.4

El nombre Poisson obedece a que fue Siméon Denis Poisson quien encon-
tré esta distribucion al demostrar que se obtiene como limite de una distri-
bucién binomial, resultado que fue publicado en 1837 en un articulo titula-
do “Recherches sur la probabilité des jugements en matiére criminelle et en
matiére civile, précédées des regles générales du Calcul des Probabilités”.

TEOREMA VII.15 (Teorema de Poisson) Supongamos que, para cada n € N,
X, es una variable aleatoria con distribucion binomial de pardmetros n y
p € (0,1) de tal manera que X = np es constante, entonces, para cualquier
ke {0,1,...}, se tiene:

11000 P [X = k] = 2567

Demostracion

P[X =k = (MpF(1l — pynF = nlelolno bt ) AL (A

nk

Asi que:

Con el objeto de comparar los valores exactos de una funciéon de densidad
binomial con sus valores aproximados por medio de una densidad Poisson, a
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continuacién se muestran las graficas que se obtienen con ambos valores. Con
el objeto de apreciar mejor la aproximacién, las grafica de los valores exactos

y aproximados de la densidad binomial fx(z) se han trazado continuas, ex-

. I(n+1
presandolos como %qu -p

linea so6lida corresponde a los valores exactos, mientras que la linea punteada

Z - .
Ty %, respectivamente. La

corresponde a los valores aproximados.

0.35 0.35 {/) 8-}2
03 03 0.14
0.25 0.25 0.12
0.2 0.2 0.1

0.15 0.15 8-82
01 0.1 0.04
0.05 0.05 0.02

0 0 2 4 6 8 10 0 746 8 1012 14
X X
n=10p="1/ n =100, p="/,,

Ficura VII.5

Como se muestra a continuacion, la distribucién Poisson aproxima otras
distribuciones.

TEOREMA VII.16. Supongamos que, para cada r € N, X,, es una variable
aleatoria con distribucion binomial negativa de parametros r y p € (0,1) de
tal manera que \ = 7“% es constante, entonces, para cualquier k € {0,1,...},
se tiene:

1y n0 P [ X, = k] = 222

Demostracion

P [X — k] _ (T+k71)pr(1 _p)k _ (r+k71)(r+k72)---(r)(1 A )T Ak

k k! r+A/ (rHA)E
_ Mertk—1r4k—2  _r (1- A )T
kD rA rA r+A r+A

Asf que:

£ k g k ’ —
Jim P X = k] = gyl (1= 25)" = g7 Mmoo (1= )77

ko, _ k,—
= Al (1= 2)7(1 = ) = X4 .
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Con el objeto de comparar los valores exactos de una funciéon de densidad
binomial negativa con sus valores aproximados por medio de una densidad
Poisson, a continuacién se muestran las graficas que se obtienen con ambos
valores. Con el objeto de apreciar mejor la aproximacion, las grafica de los
valores exactos y aproximados de la densidad binomial negativa fx(x) se
han trazado continuas, expresandolos como %pr(l —-p)y F)‘('%;i),
respectivamente. La linea solida corresponde a los valores exactos, mientras

que la linea punteada corresponde a los valores aproximados.

. 0.35
o 0.16
0.04 i 03 0.14
P 0.25 § ‘
0.03 0.12
H 0.2 0.1
0.02 ‘J' ‘:‘ 0.15 0.08
‘- 01 0.06
0.01 0.04
0 " Q FrTTTE——— 0
80 120 160 1234561738 2 4 6 8 101214
20 60 100 140
X X X
r:lO,q:7/8 r:lO,q:l/8 r:lOO,q:1/20

Ficgura VII.6

EJempLO VII.17. Se prepara masa para hacer N galletas. ;Cudntas pasas
se deben de mezclar en la masa para evitar que, en promedio, en cada 100
galletas haya mds de una sin pasas?

Solucién

Sea n el nimero de pasas que se deben de agregar a la masa. Como las
pasas se mezclan en la masa, se puede asumir que cada pasa puede quedar
en cualquiera de las N galletas. De manera que si consideramos una galleta
y una pasa determinadas y llamamos éxito al hecho de que esa pasa quede
en la galleta, la probabilidad de éxito es igual a % Considerando las n pasas
y una galleta determinada, llamando X al nimero de pasas que quedan en
esa galleta, se tiene:

2k

PIX =K = () (1) (57~ B2

Se busca n tal que P[X = 0] < 0.01, es decir, e™~ < 0.01. Asi que:
n > —NIn(0.01) = 4.605N

En general, si se quiere evitar que, en promedio, en cada m galletas haya
mds de una sin pasas, se debe de tener e” N < %, es decir, n > —N In(m). A
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La distribucién Poisson se aplica de manera importante para el estudio
de eventos que ocurren aleatoriamente en el tiempo.

De manera mas especifica, consideremos un experimento aleatorio con-
sistente en la observacion de eventos que ocurren aleatoriamente en el tiem-
po. Para cada intervalo I formado por ntumeros reales no negativos, sea Ny
el nimero de eventos que ocurren en el intervalo de tiempo I y definamos
Ni = Njp41- Supongamos ahora que se satisfacen las siguientes condiciones:

I. N():O

11. Para cualquier intervalo I, la distribucién de N; depende tnicamente
de la longitud de I.

1I. SiIy,..., I, son intervalos ajenos y ki, ..., k, son nimeros enteros no
negativos cualesquiera, entonces los eventos [Ny, = k1], ..., [N, = ky]
son independientes .

V. P[N; =1] es, en una vecindad de ¢t = 0, de un orden de magnitud

comparable con t de tal manera que limg..g %P [Ny = 1] existe y

A =limo P [N; = 1] > 0

V. P[N; > 2] es pequena en una vecindad de ¢t = 0 de tal manera que:

limyg 1 P [Ny > 2] =0

Para k entero no negativo y ¢t > 0, sea Py(t) = P[N; = k]. Ademas,
para cada n € N, definamos h = % y consideremos los intervalos I; = [0, h),
Iy = [h,2h), ..., In_1 = [(n — 2)h,(n — 1)h), I, = [(n — 1)h,t]. Se tiene
entonces, para cualquier n € N:

Py(t) = P[N; = k] = P [Ny = k, N, < 1 para cualquier j € {1,...,n} |
+ P[N; = k, N1, > 2 para alguna j € {1,...,n}]

Pero:

P[N;y =k, Ny, > 2 para alguna j € {1,...,n}]
< P[N; = k,Nj, > 2 para alguna j € {1,...,n}]
= PUjy [N, 2 2] < 350, P [N 2 2] = nP [N 2 2] = P [Ny > 2]
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Ast que: limy.oo P[N; = k,N;, > 2 para alguna j € {1,...,n}]
< My LP [N > 2] = 0

Ademas:
[Ny =k, Ny, <1 para cualquier j € {1,...,n} |
= (1) (PN, 1) (PN = 0y
= (1) (PN, =1)F (1= PN, = 1] — P [N}, > 2))"
= M)kt D) OO o (PN, = 1)F (1 - P [Ny = 1] - P[N, > 2))"
=G -H -2 -5 G =1)"
(1-P[Ny=1]~P[Ny22)" (1~ P[Ny=1]~ P[Ny > 2))"

iy seo (1 — P[Ny = 1] = P[N, > 2])F =1
limy, o0 (1 — P [Ny = 1] — P [N, > 2])"
= lfmynoo (1 — 2 PN, >2]})" =limpuoo (1 — L £(n))"

en donde limy..o f(n

Por lo tanto, utilizando el lema VII.18, se obtiene:

Ity oo P [Ny = k, Ny, < 1 para cualquier j € {1,...,n} | = 3=

Y entonces:
k —At
Py(t) = P[N; = k] = Qe

LEMA VII.18. Sea (s,) una sucesion convergente y s = liMyuoo Sp, enton-
ces:

3

1, so0 (1 - %sn) =e°

Demostracion

Dada € > 0, sea N tal que, para cualquier n > N se tenga s—e< s, <
s+e, asfcomol—L(s+¢)>0,1-2(s—e)>0y1-1s,>0. Entonces,
para n > N, se tiene:

[1 — %(s—i—s)]n < [1 — %sn]n < [1 — %(s —5)]”



242

INTRODUCCION A LA TEORIA DE LA PROBABILIDAD

Por lo tanto:

lim inf,, 00 [1 — %sn]n > limy oo [1 — %(5 + 5)]" — ¢ (st¢)

lim SUPp 00 [1 - %Sn]n < limy oo [1 - %(8 - 6)}71 = 67(575)

De manera que, como esto vale para cualquier £ > 0, se tiene:

e ® <liminf, oo [1 — %sn]n < lim sup,,.ye0 [1 — %sn}n <e s

Asi que:

iy, s00 [1 — %sn]n =e® [ ]

La familia de variables aleatorias (/V;):>o forman lo que se conoce como
un proceso de Poisson, de acuerdo con la siguiente definicion:

DEFINICION VII.19 (Proceso de Poisson) Se dice que una familia {P; : t > 0}
de variables aleatorias discretas forma un proceso de Poisson de pardmetro
A si se satisfacen las siguientes propiedades:

II.

III.

. Py=0

510 <t <ty <--- < ty, entonces las variables aleatorias Py, , P;,—P;,,
P, —P,, ..., P, — P, _, sonindependientes.

Si s < t, entonces la variable aleatoria Py — Ps tiene distribucion Pois-
son con pardmetro A(t — s).

Los siguientes son ejemplos de eventos que ocurren aleatoriamente en el
tiempo y que satisfacen aproximadamente las condiciones I1-V:

I.

IT.

III.

Iv.

Emisién de particulas o por una fuente radioactiva.

Intercambio de cromosomas entre células inducido por irradiacién de
rayos X.

Surgimiento, por reproduccién, de colonias de bacterias en una deter-
minada region.

Llamadas que llegan a una central telefénica.

Errores de imprenta en un libro.
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VII.5 DISTRIBUCION HIPERGEOMETRICA

DEFINICION VII.20 (Distribucién hipergeométrica) Si r, s y n son nimeros
enteros positivos tales que n < r 4+ s, se dice que una variable aleatoria X
tiene distribucion hipergeométrica con pardmetros r, s y n si su funcion de
densidad estd dada por la formula:

D6 e im
fxy={ iy Sretme M

0 en otro caso
en donde m = max{0,n — s} y M =min{n,r}.

Obsérvese que, tomando en consideracién que (7]?) =0 cuando m < k, se

()G

tiene fx(x) = ~*£<5*> para cualquier z € {0,...,n}.
El nombre hipgrgeométrica obedece a las siguientes consideraciones:
Para simplificar, supongamos que n < min{r,s}. Se tiene entonces,
(%) (szJ“k) = (3)(}), para cualquier k € {méx {0,n — s},...,min{n,r}},
asi que:
OG) _ () D6 _ 0 ()
) G o))
Por otra parte, se puede demostrar que si a, b son ntimeros enteros cuales-

(7:‘)(:;) k

quiera y ¢ un namero entero positivo, entonces la serie ZZO:O Gin z® con-

k
verge absolutamente para cualquier z tal que |z| < 1. Ademaés, si ¢ > b > 0,
se tiene la siguiente representaciéon integral:

i (At = (=B fo (1 - 9 k) e

El término (1 — tz)™%, el cual, para a = 1, se desarrolla como una serie
geométrica, motiva que a la serie del lado izquierdo de la dltima igualdad se

(D)

Finalmente, obsérvese que los términos G corresponden a los de una
k

le llame serie hipergeométrica.

serie hipergeométrica en donde a=-n, b=-r y c=s—n+1.

La distribucién hipergeométrica surgi6 practicamente desde los inicios del
calculo de probabilidades, al considerarse el experimento aleatorio consisten-
te en seleccionar, con reemplazo, bolas de una urna, la cual contiene bolas de
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dos colores, y buscarse la probabilidad de obtener cierto ntimero de bolas de
uno de los colores. Un problema de este tipo se encuentra formulado en el
libro de C. Huygens:

A tiene doce fichas, 4 blancas y 8 negras, y apuesta con B a que al tomar
7 fichas al azar, 3 de ellas serédn blancas. ;Cual es la probabilidad de que A
gane?

De manera general, la distribucién hipergeométrica se presenta al consi-
derar un muestreo sin reemplazo de la siguiente manera: Supongamos que
se tiene una poblacion formada por dos tipos de elementos, los cuales llama-
remos de tipo I y II, de tal manera que hay r elementos de tipo I y s de
tipo II. Si se toma una muestra sin reemplazo de tamano n < r + s de esa
poblacion y llamamos X al nimero de elementos de tipo I que se obtienen
en la muestra, entonces X tiene distribucion hipergeométrica con parame-
tros r,s y n. En efecto, el namero total de posibles muestras que pueden
obtenerse es igual a (T:s) y todas ellas son equiprobables. De éstas, para
k € {max{0,n — s},...,min{n,r}}, el total de muestras en las cuales se
obtienen k objetos de tipo I y n — k objetos de tipo II es igual a (2) (nfk),
de lo cual se sigue el resultado (véase el ejemplo I11.10).

() (")

ProprosiciON VII.21. Los términos ty = NGO de una distribucion hi-

pergeométrica, crecen con k hasta alcanzar su mdximo valor cuando

(n+1)(r+1) (n+1)(r+1)
etz T1SkES Sam

después de lo cual decrecen con k.

Demostracion
Sea m = max{0,n — s}, M = min{n,r} y, para k € {m,..., M}, t; =
()0
)

. Se tiene entonces, para k € {m +1,..., M}:

b1 k(s—n+k)
t, — (n—k+1)(r—k+1)

De manera que ty_1 < tgsiysolosik(s—n+k) < (n—k+1)(r—k+1),

: (n+1)(r+1)
es decir, k < =5

Para k € {m,m+1,..., M — 1}, se tiene:

e (k4+1)(s—n+k+1)
teyr — (n—k)(r—k)
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De manera que t; >ty siy solosi (k+1)(s—n+k+1) > (n—k)(r—k),
. (n+1)(r+1)
es decir, k > T — L [ |
A continuacion se presentan las graficas de algunas funciones de densidad
tipo hipergeométrica. Con el objeto de visualizar més facilmente la forma que
adquieren, se han trazado continuas, graficando la funcion:

flz) = L(r+1) L(s+1) D(n+1)T (r+s—n+1)
I'(z+1)I'(r—a+1) D'(n—z+1)I'(s—n+z+1) L(r+s+1)

definida en el intervalo [0,n]. Evidentemente, los valores de la funcion de
densidad corresponden tnicamente a los valores enteros comprendidos entre
0 y n inclusive.

03 ] 03 0.18
0.16
0.25 ] 0.25 o0
02 ] 02 0.12
01
0.15 0.15 0
01 1 01 0.06
] 0.04
0.05 0.05 oo
0 5 4 6 8 10 0 10 12 14 16 18 20 0 ™58 10 14 18
4°8 1216 20
X X X
r=10, s=90, n= 20 r=290,s=10, n=20 r=280, s= 120, n =20

Ficura VII.7

EiempLO VII.22. En un lago se capturan al azar 1000 peces, los cuales se
marcan y se devuelven al lago. Después de algun tiempo, se capturan al azar
otros 1000 peces y entre ellos se encuentran 100 peces de los marcados. Con
este dato, se quiere estimar el niumero de peces que hay en el lago. Para esto,
denotemos por p(k,n) a la probabilidad de obtener k peces marcados en la
muestra cuando hay n peces en el lago, se tiene entonces:
_ (F)Co00r)
p(k,n) = )

1000
_ 2
plkn) _ (n=1000)* _ 4 | 1000000—nk

p(k,n—1) — n(n—2000+k) n(n—2000+k)

De manera que, fijando k, p(k,n) crece con n hasta alcanzar su valor
mdximo cuando % —1<n< %kooo; después de lo cual decrece con n.
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Un método de estimacion puede consistir entonces en tomar como valor
de n uno que haga mdximo el valor de p(k,n). En nuestro caso tenemos
k = 100, asi que un valor de n que hace mdzrimo el valor de p(k,n) es
n = 10000. A

Como ya lo hemos hecho notar con anterioridad, para poblaciones gran-
des, practicamente no hay diferencia entre el muestreo con reemplazo y el
muestreo sin reemplazo. Esto significa que, en ese caso, una distribucién bi-
nomial y una hipergeométrica seran muy parecidas (véase la seccion I11.3).
A continuacion se prueba este resultado.

TEOREMA VII.23. Supongamos que, para cada r,s,n € N, X,(f’s) es una
variable aleatoria con distribucion hipergeométrica de pardmetros r,s y n,
entonces, para cualquier k € {0,1,...,n}, se tiene:

limy. s uo0 Y [XSLZS):]C] n—
T OER) ()

k r+5 r+s

k:1

Demostracién
Suponiendo n < min {r, s}, se tiene, para k € {0,1,2,...,n}:

ry _ rr=1)-(r=k4+1) _ r(r=1)-(r—k+1) vk Tk
(v) = ! = T W< R
( s\ _ s(s=1)-(s—n+k+1) _ s(s—1)--(s—n+k+1) gn—F gn—k
n—k/ — (n—k) - snk (n—k)! (n—k)!
<

n!

r r(r—1)--(r—k+1 r(r—1)--(r—k+1) r* r—k)* pk E\Kk rk
(k:( )-++( ) _ rr=1)-( )k ( )H:(l_r)ﬁ

k! rk k! rk

s(s—1)-(s—n+k+1) _ s(s—1)--(s—n+k+1) gsn—* > (s—n+k)F gn—k
(n—k) - sn—k (n—k)! stk (n—k)!

)
)
(r+s) _ (rts)(r4+s—1)-(r+s—n+1)
)
)

n—k\k gn—*k
= (1_ sk) (n—k)!
sy (rEs)(r+s—1)---(r+s—n+1)
( )_ n!

_ (r+s)(r+s—1)---(r+s—n+1) (r+s)" > (r+s—n)" (r+s)" _ ( n )n (r4s)"

(r+s)™ n! (r+s)™ n! T rts n!
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(Z)(nik) rk gn—k n! n ) "
Fxgo (k) = GO (r+;)" (1 - m)

-n
n! rk snk
) kl(n—k)! (r+s)* (r+s)m=*

-2) "0 () ()

el ke oy n—k\k sk n!
Py () = B2 5 (1 kgt (1 mbyt e

k n—k\n—k n! rk smk
=(1-3)" (-5 ety e

S0 - () ()

Es decir:
(1- %)k (1- ngk)nfk () (7,%>k (fj_s)n_k
< fxoo (k) < <1 - #)w () ($>k (Tjs)n_k

Por lo tanto:

. P[X\""=k]
B O i i e

k T+s r+s

=1 [ |

Con el objeto de comparar los valores exactos de una funciéon de densidad
hipergeométrica con sus valores aproximados por medio de una densidad
binomial, a continuacién se muestran las graficas que se obtienen con ambos
valores. Con el objeto de apreciar mejor la aproximacion, las grafica de los
valores exactos y aproximados de la densidad hipergeométrica fx(x) se han
trazado continuas, expresandolos como

C(r+1) I'(s+1) I'(n+1)I'(r+r—n+1)
I'(z+1)T'(r—a+1) (n—z+1)I'(s—n+z+1) T(r+s+1)

I'(n+1)
Y Tt D) (n—z+1) _
los valores exactos, mientras que la linea punteada corresponde a los valores

*(1—p)™~ 7, respectivamente. La linea so6lida corresponde a
p p ; Tesp

aproximados (figura VII.8).
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0.3 1 0.18
0.16
0.254 0.14
0.2 ] 0.12
0.1
0.15 0.08
0.1 1 0.06
0.04
0.05 ) 000
0 1515 14 16 18 20 0 e 10, 14, 18,
4° 877127716720
X X X
r=4,s=6,n=5 r=90,s=10, n =20 r=280, s= 120, n =20

Ficura VII.8

EjempLO VII.24. Supongamos que en un supermercado se venden 400 ar-
ticulos, 6 de los cuales no tienen marcada la clave de su precio. Si un cliente
compra 10 articulos, estime la probabilidad de que entre ellos haya por lo
menos uno que no tenga marcada la clave de su precio.

Solucién

Sea X el nimero de articulos, de los 10 que compra el cliente, que no tie-
nen marcada la clave de su precio. X tiene entonces distribucion hipergeomé-
trica con pardmetrosr =6, s = 394 yn = 10, la cual se puede aproximar me-
diante una distribucion binomial con parametros n =10 y p = TLH = 0.015.
A su vez ésta se puede aprorimar mediante una distribucion Poisson con

pardmetro A = np = (10)(0.015) = 0.15, as? que:
PIX>1=1-P[X=0~1-e*=1-¢1=0.13929

Aprozimando la distribucion de X mediante una binomial con pardmetros
n =10 y p = 0.015, se obtiene:

PIX>1=1-P[X=0=1-(1-p)?=1-(0.985)! = 0.14027

Utilizando la distribucion exacta (hipergeométrica), se obtiene:

PIX>1=1-P[X=0=1-©00) _¢ 1477

- (o) '
EJEMPLO VII.25. Supongamos que el 5 % de las personas que manejan tie-
nen su licencia de manejo vencida. Utilice la aproximacion de Poisson pa-
ra estimar la probabilidad de que a lo mds 2 de 50 personas que manejan,
seleccionadas al azar, tengan su licencia de manejo vencida.
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Solucién

Sea X el nimero de personas, del grupo de 50, que tienen su licencia de
manejo vencida. X tiene entonces, aproximadamente, distribucion Poisson
con pardmetro A = (50)(0.05) = 2.5, as7 que:

PIX <2 aY? e — o M1 4 A+ 4) = Be5/2 = 0.543813

EJEMPLO VII.26. Una mdquina produce articulos defectuosos y no defec-
tuosos de tal manera que, en promedio, se producen 20 defectuosos en cada
1000 articulos. ;Cudl es la probabilidad de que una caja con 100 articulos,

seleccionados al azar de una poblacion grande, no contenga articulos defec-
tuosos?

Solucién
Sea N el total de articulos en la poblacion y llamemos X al nimero de
articulos defectuosos en la caja con 100 articulos. Entonces:

OAO2N) (0A98N

Pix =k = Ui Jhood) (199)(0.02)k (0.98)100-F ~ Ze2

(100)

Ast que:
P[X =0~ e 2=0.1353

VII.6 OTRAS DISTRIBUCIONES

VII.6.1 Distribuciones truncadas

En ocasiones, una distribucion discreta se presenta de manera truncada, lo
cual significa que algunos de sus posibles valores no son tomados en cuenta.
Un caso frecuente se presenta cuando el valor 0 no se considera. Por ejemplo,
al estudiar la atencién diaria a usuarios de una determinada institucién, los
dias laborables en los cuales el niimero de usuarios atendidos es cero podrian
no ser considerados por corresponder a dias en los cuales la institucién no
atendi6 a usuarios por causas que le fueron ajenas.

De esta manera, por cada una de las distribuciones estudiadas anterior-
mente se puede definir la correspondiente distribucién truncada. Por ejem-
plo, una variable aleatoria X con distribucién binomial truncada, mediante
la eliminacion del valor 0, tiene una funcién de densidad dada por:
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fx(z) = { S(Z)P‘D(l —p)"* size{l,...,n}

en otro caso

en donde ¢ es una constante.

El valor de ¢ se puede determinar facilmente utilizando el hecho de que
fx es una funciéon de densidad.

Un caso interesante es el de una variable aleatoria X con distribucién
binomial negativa, de parametros p € (0,1] y r € (0, 00), truncada, mediante
la eliminacién del valor 0. En este caso la funciéon de densidad de X esta
dada por:

L(r+z)

fx(z) = { Smlr(r)

pr(1—p)* size{l,2,...}
en otro caso
en donde ¢ es una constante.
Como 17, F,g,?tg p"(1—p)* = 1—p", se obtiene que ¢ =
que se tiene:

l%p"’ de manera

0 en otro caso

fx(@) = { Metn) v (1-p) size{l2,..}

El caso r = 0 no esté incluido aqui. Sin embargo, la distribuciéon para
este caso puede obtenerse tomando limites. En efecto, para x € {1,2,...}, se

tiene:
; Y L(r+z) p" Y I'(r+x)
;}L% fX(fE) = limyw.g 1171;(;?) 18]7" (1 _p)$ = limyw.g z!lj("rfl) 1_rp PT(l _p):c
r 1 1 -
=S -p) = i &

Se puede ver que lo que se obtiene como limite es una funcién de densidad
(véase el ejercicio VII.30), la cual es conocida como densidad serie logaritmica
por el hecho de que los términos % corresponden a los del desarrollo, en serie
de Taylor alrededor de 0, de la funcion In(1 — q).

VIL6.2 Distribucion uniforme discreta

DEFINICION VII.27 (Distribucién uniforme discreta) Si A es un conjunto fi-
nito de niumeros reales, se dice que una variable aleatoria X tiene distribu-
cion uniforme discreta en el conjunto A si su funcion de densidad estd dada
por la formula:
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fX(ﬂT)_{ ]{[ sizx €A

0 en otro caso

en donde N es el numero de elementos de A.

Como puede verse inmediatamente, una distribucién uniforme discreta
surge al considerar una variable X definida como el nimero que se obtiene
al seleccionar al azar un elemento de un conjunto finito de nimeros reales.
Es decir, la distribucién uniforme es una expresion de la elecciéon al azar, la
cual a su vez es sinénimo de equiprobabilidad.

Por su simplicidad, la distribuciéon uniforme puede ser utilizada para ilus-
trar algunos métodos para encontrar probabilidades de eventos que dependen
de varias variables aleatorias. Esto se muestra en los siguientes dos ejemplos:

EieMpPLO VII.28. Sean X y Y dos variables aleatorias independientes, X
con distribucion uniforme en el conjunto {0,...,n}, Y con distribucion bi-
nomial de pardmetros n y p. a) Encuentre P|[X <Y] y P[X >Y]. b) De-
termine los valores de n y p para los cuales P[X >Y] > P[X <Y].

Solucion
PX<Y]|=3) PIX<YY=y|=3/  PX<yY=y
=Yoo PIX <ylPlY =yl =30 5PV =y
= o gm0 YP Y =yl = 75
PIX>Y]=Y1  PIX>Y,Y =y =" (P[X >y Y =y
=2 yo PIX >y PlY =y| =30 4 PY =y
= 2 Yo PIY =yl — 77 Xy yP[Y =4

__n__ np _ n(l-p)
n+1 n+l =  n+l

Asi que,

P X>Y]|>P[X<Y] cuando n;l;lp) > B es decir, p< 3.
EjeMPLO VII.29. Sean X y Y dos variables aleatorias independientes, am-

bas con distribucion uniforme en el conjunto {1,..., N}. Encuentre la fun-
cion de densidad de Z = min(X,Y).
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Solucién

Size{l,...,N}, se tiene:

PlZ =z = Pmin(X,Y) = 2]
=P X=2Y>2|4+4PX>2Y=z2+P[X=2Y =2
_ 1N—2z  N—z1 , 11 _ 2(N-2)+1
SR A et e b i & e

AN—z)+L size{l,...,N}
0 en otro caso

VII.7 CAMINATAS ALEATORIAS

Consideremos una particula que se mueve a saltos sobre la recta real de tal
manera que, comenzando en el origen, en cada intervalo de tiempo h, la
particula salta una distancia d hacia la derecha con probabilidad % 0 una
distancia d hacia la izquierda, también con probabilidad % Llamemos 5, a
la posicién de la particula en el tiempo nh. La familia de variables aleatorias
Sy es uno de los ejemplos méas simples de lo que se conoce con el nombre de
caminata aleatoria.

DEFINICION VII.30 (Caminata aleatoria) Dados un nimero real z y una su-
cesion de variables aleatorias, Z1, Zo, . . ., idénticamente distribuidas, y tales
que cualquier coleccion finita de ellas forma una familia de variables aleato-
rias independientes, la sucesion de variables aleatorias Sy, = z+ > p_, Z €s
llamada una caminata aleatoria.

Las caminatas aleatorias juegan un papel muy importante en la teoria de
la probabilidad moderna pues modelan, por lo menos como una aproxima-
cion, muchos fenémenos aleatorios de interés.

En esta parte, para el caso particular de la caminata aleatoria introducida
al inicio de esta seccién, nos limitaremos a encontrar la distribucién de tres
variables aleatorias de interés, a saber, S,, misma, el tiempo que lleva a la
particula regresar al origen y el tiempo que lleva a la particula alcanzar una
posiciéon positiva. De paso abordaremos el problema de determinar el nimero
de retornos al origen que se realizan, cuando se permite que la particula se
mueva indefinidamente.
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VII.7.1 Distribucion de la posicion en el n-simo paso

Para cada n € N, definamos las variables aleatorias X, y Y,, como el ni-
mero de saltos que da la particula hacia la derecha y hacia la izquierda,
respectivamente, en el tiempo nh.

Si consideramos cada salto de la particula como un ensayo de Bernoulli,
en donde un movimiento hacia la derecha representa un éxito, X, resulta
ser entonces igual al ntimero de éxitos que se tienen en n ensayos, asi que su

distribucién es binomial con parametros ny p = %, es decir:

P[Xn=x1={((;”)2" si@€ {0}
en otro caso

Ahora bien, se tiene:
Xpn+Y,=n y dX,-Y,) =S5, asique, S,=d2X,—n).
Por lo tanto, se tiene el siguiente resultado:

PROPOSICION VII.31. P[S, =dr] = P [X, = 4]

(nrir)%n sire{-n,—n+2,....,n—2,n}
= 2
0 en otro caso

Este resultado se puede interpretar geométricamente de la siguiente ma-
nera:

El movimiento de la particula puede representarse en un plano cartesiano
tomando el tiempo sobre el eje horizontal y la posiciéon en cada tiempo sobre
el eje vertical. Ademés, para simplificar, podemos tomar h como unidad en el
eje horizontal y d en el eje vertical. De esta forma, los posibles movimientos
de la particula son similares a los de la figura VII.9.

A cada sucesion de puntos (1, 51), (2, 52),...,(n,S,) la llamaremos una
trayectoria hasta el paso n.

Ahora bien, es claro que el niimero total de posibles trayectorias hasta el
paso n es igual a 2" y todas ellas tienen la misma probabilidad de ocurrencia.
La relacion P [S,, = dr] = ( % ) 2% expresa entonces el siguiente resultado:

ProposicION VII.32. Sir € {—n,—n+2,...,n—2,n}, entonces el nime-
ro de posibles trayectorias que conducen a la particula a la posicion (n,r) es
igual a (&)

2
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Ficura VII.9

VIL.7.2 Retornos al origen

DEFINICION VII.33 (Retornos al origen) Diremos que hay un retorno al ori-
gen en el pason si S, = 0.

Obsérvese que si hay un retorno al origen en el paso n, entonces n es
un nimero par. Ahora bien, utilizando la imagen geométrica descrita en la
subseccion VII.7.1, para que no se presente ningtn retorno al origen hasta el
paso n se requiere que, a partir del paso 1 y hasta el paso n, la particula se
mantenga ya sea todo el tiempo por arriba del eje horizontal, o bien todo el
tiempo por debajo de éste. Como todas las trayectorias hasta el paso n son
igualmente probables, para calcular la probabilidad de que ocurra alguna
de las dos situaciones anteriores basta con contar el total de trayectorias
que producen su respectiva ocurrencia. La siguiente proposicién establece el
resultado de tal conteo.

PROPOSICION VII.34. Sea (n,r) un punto en el primer cuadrante que sea
un postble punto de paso de la caminata aleatoria, entonces el total de posibles

trayectorias tales que S1 > 0, So > 0, ..., Sp—1 > 0 y que conducen a la
. Lo . n—1 n—1\ __ n
particula a la posicion (n,r), es igual a (n;ﬂn_l) — (QT;TO) = %(n;ﬁ)

Demostracion

Como (n, ) es un posible punto de paso en el cuadrante positivo, se tiene
r>0yyre{nn—2,...}. Ahora bien, llamemos K, al total de posibles
trayectorias tales que S; > 0, S3 > 0, ..., Sp,—1 > 0 y que conducen a
la particula a la posicion (n,r); K,‘{ » €s entonces igual al total de posibles
trayectorias que van del punto (1,1) al punto (n,7) y que no tocan el eje
horizontal. Pero hay una correspondencia uno a uno entre el conjunto de
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posibles trayectorias que van del punto (1,1) al punto (n,7) y que tocan
el eje horizontal con el conjunto total de posibles trayectorias que van del
punto (1, —1) al punto (n,r), pues dada una posible trayectoria 7 que va del
punto (1,1) al punto (n,r) y que toca el eje horizontal en el punto (¢,0), se
le puede asociar la trayectoria 7/ que comienza en (1, —1) y conduce al punto
(n,r), pasando por (¢,0), definida como el reflejo de la trayectoria 7 en el
eje horizontal hasta el punto (¢,0) y que coincide con 7 desde el punto (¢,0)
hasta el punto (n,r), como se ilustra en la siguiente figura:

61

4

10 20 30 40 50

-4

Ficura VII.10

Con base en lo anterior, K;; - €s igual al total de posibles trayectorias que
van del punto (1,1) al punto (n,r) menos el total de posibles trayectorias
que van del punto (1,—1) al punto (n,r). Pero hay tantas trayectorias que
van del punto (1, 1) (resp. (1,—1) ) al punto (n,r) como trayectorias que van
del origen al punto (n — 1,7 — 1) (resp. (n — 1,7 + 1)), de manera que, por
la proposicién VIL.32, se tiene, para r # n:

fta) = () = (L) - (52) = 57 (k) — %57 (o)

2

_g(n
= - (nx

+
Kn,r -

—

Ademés, como K}, =1, el resultado también se cumple parar =n. B

ProrosicioON VIIL.35. La probabilidad de que no ocurra ningin retorno al
Qm) 1

origen hasta el paso 2m, inclusive, es igual a (m S -

Demostracién
Sea p,, la probabilidad de que no ocurra ningtn retorno al origen hasta
el paso 2m, entonces, utilizando la proposiciéon VII.34, se tiene:
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Pm =P[S1#0,5 #0,...,52, # 0]
=P[S1>0,5 >0,...,5, >0]+P[S; <0,5 <0,...,S2, <0]
=2P[S; > 0,52 >0,...,5, >0]
=2% " P[S1>0,5>0,...,5m-1 > 0,5, =2z]

= o2 0 (2 = Coh] = o O ) = o)

2 2m-=1\ _ 1 [2m
_22m( m )_22’”(771) u
Obsérvese que si definimos p,,, = (27:?) 221m, entonces, utilizando el corola-

rio VI.48, se tiene:

lim Pm = h’mmv-)oo (2m) 221711

MA~~>00 m
Y em)! 1 s 2m)lvm 1
= lim; oo mim! 92m — im0 227 (m)? /m

P~

2m)ly/m Bl

, , 1 , 1
= limy, o0 ST ()2 1m0 T = T lim,seo = 0

ProprosiciON VII.36. Para cualquier n € N, la probabilidad de que haya
por lo menos n retornos al origen es igual a 1.

Demostracién
Sea R, el paso en que ocurre el n-simo retorno al origen y definamos los
eventos:

By,: Ocurren menos de n retornos al origen.

Ap: No ocurre ningtn retorno al origen.

A" No ocurre retorno al origen en ninguno de los primeros 2m pasos.

A,: No ocurre ningtn retorno al origen después del n-simo retorno al origen.

A No ocurre retorno al origen en ninguno de los 2m pasos que siguen al
n-simo retorno al origen.

De acuerdo con la proposicion VIL.35, se tiene P [Ag] < P[AfJ'] = pm
para cualquier m. Por lo tanto, P [Ag] = 0.
Supongamos ahora que P [Ag] = P[A;] =--- = P[A] = 0, entonces:

P[Brp] =P[AgUA U UA] <5 PIA] =0
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Pero, si ocurre By |, entonces Ry es finito. Por lo tanto:
P[Rp41 <o0) > P [Bf,, ] =1
Asi que, para cualquier m, se tiene:

PlAg1] = PAgt1, Rppr < 0] = Z?; P[Api1, Risr = 2j]
<3P [A} 1, Riy1 = 27
=302 P [AP | Reyr = 2j] P [Rysr = 2]
=252 PIAR) P [Riy1 = 2j] = PAR] 3252, P [Ryt1 = 27]
= PA] P [Resr < oc] = P[A] = pm

Se puede concluir entonces que P [Ag11] < limyysoo pm = 0.
Asi que, por el principio de induccién, P[A,] = 0 para cualquier n €

0,1,...}.

Finalmente, para cualquier n € N, se tiene:
P[By]=P[AgUAIU---UA, 1] < YU PlA;] =0
Asi que, P[BS] =1 ]
COROLARIO VIIL.37. La probabilidad de que haya una infinidad de retornos

al origen es igual a 1.

Demostracion

Definamos los eventos:

B,,: Ocurren menos de n retornos al origen.

B : Se produce tinicamente un niimero finito de retornos al origen.

Obsérvese que By C By C -+ y
B=Uy_Bn=B1U(By—B;)U(B3—B)U---

Asi que:
P(B) = P(B1) + P(By — B1) + P(B3 — B3) +--- =0 -
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VII.7.8 Distribucion del tiempo del primer retorno al origen

Sea R el paso en que ocurre el primer retorno al origen. Por la proposicion
VIL.36, P[R < co] = 1. Ademas, utilizando la proposicion VIL.35, se tiene:
P[R=2m]=P[S1#0,51 #0,...,Sm-1# 0,52, = 0]
=P[S1#0,51#0,...,5m—2 #0]
—P[S1#0,51 #0,...,S, #0]
= 22711%2 (QWT—_E) - 221m (2;7) = 2%1172 (2mﬁ§(2m) (ZnT) - 221m (2;?)
= 23:11 221m (27:?) - 22‘1m (QTZL) = [272:11 - 1} 221m (271;?)

= 2m1—1 22‘1m (2:;)

VIL7.4 Primer paso por un valor positivo

ProrosiciON VIIL.38. La probabilidad de que no ocurra ningun paso por un
valor positivo en ninguno de los primeros 2m pasos, inclusive, es igual a

(2m) L

m 22m'

Demostracién

P[S; <0,5,<0,...,S, <0]
P[Xl:—1,X2SO,X2+X3SO,...,X2+X3—|-~~-+X2mSO]
P[Xlzfl]P[XQSO,X2+X3§0,,X2+X3++X2m§0]
PX:<0,X1+X2<0,...,. X1 +Xo+ -+ Xopp1 <0
P[S1<0,5 <0,...,8m,1<0=1P[$ <0,5 <0,...,Sm, <0

N[ D=

Asi que:

P[S; <0,5 <0,...,5,, <0=2P[S1 <0,S <0,...,S, <0
Ademés:

P[S1<0,9 <0,...,8, <0/ =3P[S1 #0,5 #0,..., S, # 0]
Por lo tanto:

P[S1<0,5<0,...,5, <0]=P[S1#0,52 #0,...,S5, #0]

= () o= u

m
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ProrosiciON VIIL.39. La probabilidad de que haya por lo menos un paso
por un valor positivo es igual a 1.

Demostracion
Definamos los eventos:

Ap: No ocurre ningtin paso por un valor positivo.

Ag': No ocurre ningtin paso por un valor positivo en ninguno de los primeros
2m pasos.

Se tiene, P [Ag] < P [A}'] = pm para cualquier m € N, por lo tanto:
P[Ao] <limypsco pm =0 [

COROLARIO VII.40. Para cualquier n € Z, la probabilidad de que haya una
mfinidad de pasos por la posicion z =n es igual a 1.

Demostracion

Para cada n € N, Sea Z, el paso en el cual la particula alcanza el valor
z = n por primera vez, entonces, por la proposicion VIL.39, P [Z; < oo] = 1.

Supongamos ahora que P[Z; < co] = 1 para alguna k € N, entonces,
con probabilidad 1, la particula alcanza el valor z = k. Una vez que lo
alcanza, se inicia una caminata aleatoria del mismo tipo que la inicial pero
partiendo de z = k, de manera que, por la proposicion VII.39, la probabilidad
de que esa caminata alcance el valor z = k 4+ 1 es igual a 1. Por lo tanto
P[Zk+1 < OO] = 1.

Por el principio de induccion se puede concluir entonces que P [Z,, < oo]=
1 para cualquier n € N. Por lo tanto, para cualquier n € N, con probabili-
dad 1, la particula alcanza el valor z = n. Una vez que lo alcanza, se ini-
cia una caminata aleatoria del mismo tipo que la inicial pero partiendo de
z = n, de manera que, por la proposicion VII.37, la probabilidad de que esa
caminata visite el valor z = n una infinidad de veces es igual a 1.

Finalmente, definamos los eventos:

B,,: La particula pasa una infinidad de veces por la posicién z = n.

B: La particula pasa una infinidad de veces por la posicién z = n para
cualquier n € N.

Se tiene entonces:

P[B=P[BSUBSU--] gz;ﬁlp[B;] —0
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El caso z = —n se demuestra de manera similar y el caso z = 0 esta
demostrado en la proposicion VII.37. Combinando los tres casos se obtiene
la conclusiéon deseada. [ |

VIIL.7.5 Distribucion del tiempo de primer paso por un valor positivo

Sea Z el paso en el cual la particula alcanza un valor positivo por primera vez,
entonces, Z puede tomar tnicamente valores impares y, si m € N, entonces:

PZ=2m—-1]= P[5 <0,...,5m—2<0,5%,-1 > 0]
Pero:

P[S1<0,...,8m—2<0,S,-1>0+P[S1 <0,...,5m—-2 <0,S,_1 <0
=P[5 <0,...,5m2<0]

Asi que:

P[S1 <0,...,8m—2 <0,S,-1 > 0]
=P[$1<0,...,8p,2<0-P[S1 <0,...,5m 2 <0,5:, 1 <0
=P[S1 <0,...,8m2<0—P[S1 <0,...,5m,—2 <0,S2%, <0

2%% 2 (2777?:12) - 221m (2;:)
Por lo tanto:
PZ =2m—1] = 2%%72 (2;:—_12) - zzlm (znT) - 221m (2;:) [mzﬁl - 1}

= 2m171 2% (QnT)

VII.8 EJERCICIOS

EJsercicio VII.1. Cada dia el precio de una determinada accion sube o baja
una unidad con probabilidades de 3/4 y 1/4, respectivamente. 5Cudl es la pro-
babilidad de que en 6 dias el precio de la accion regresard a su valor original?

EJercicio VIL.2. Asumiendo que la probabilidad de que un hijo procreado
por una pareja sea nino es igual a 1/2, ;qué evento es mds probable, que una
pareja con 4 hijos tenga 2 hombres y 2 mugjeres, o bien 3 hijos de un sexo y
1 del otro?
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EJErcIciO VIIL.3. ;Qué evento es mds probable, obtener por lo menos un 6
al lanzar 6 veces un dado, por lo menos 2 seises al lanzar 12 veces un dado,
o bien por lo menos 3 seises al lanzar 18 veces un dado?

EJERCICIO VII.4. Se quiere transmitir un mensaje que consiste de uno de
los dos digitos, 0 o 1. Debido a la estdtica, un digito transmitido es recibido
incorrectamente con probabilidad igual a 0.2. Para reducir la probabilidad de
error, en lugar de transmitir el digito 0 se trasmite la secuencia 00000 y en
lugar del 1 se transmite 11111. Quien recibe el mensaje decide que el digito
que se transmitio fue aquel que recibid por lo menos 3 wveces. ;Cudl es la
probabilidad de que el mensaje sea recibido correctamente?

EJsercicio VIIL.5. Considere el dispositivo que se muestra en la figura de
abajo, en el cual cada punto representa un clavo colocado verticalmente.
Cuando se hace pasar una pelotita entre los dos clavos de la parte superior,
ésta golpea el clavo del nivel siguiente y con probabilidad 1/2 continia su cami-
no por el hueco de la derecha o el de la izquierda. Este proceso continia hasta
que la pelotita cae en alguna de las 5 cajas de la parte inferior. Si se realiza
este proceso con 1000 pelotitas de manera independiente, saproximadamente
cudntas de ellas caerdn en la caja nimero 27

) b

EJjercicio VII.6. Sea X wuna variable aleatoria con distribucion binomial
de pardmetros n y p y sea k un numero entero entre 0 y n. Encuentre el
valor de p que hace que P(X = k) sea un mdzximo.
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EJercicio VII.7. Sea X wuna variable aleatoria con distribucion binomial
de pardmetros n y p. Demuestre que la probabilidad de que X tenga como
valor un nimero impar es igual a 3 [1 — (g — p)"].

EJercicio VII.8. Sea X una variable aleatoria con distribucion binomial de
pardmetros n y p. Si se sabe que el valor de X es k, scudl es la probabilidad
de que ocurra cada uno de los (Z) arreglos de k éxitos y n — k fracasos?

EJercicio VIL.9. Dos jugadores de ajedrez, A y B, juegan una serie de
juegos con la condicion de que A ganard la serie si gana 12 partidas antes de
que B gane 6, de otra manera, B gana la serie (los empates no cuentan). Si
la probabilidad de que A le gane una partida a B es igual a 2/3 y la serie se
interrumpe cuando A ha ganado 7 juegos y B 4, jquién merece ser nombrado
el ganador?

EJErcicio VII.10. Un fumador tiene dos cajas con N cerillos cada una.
Cada vez que necesita un cerillo, selecciona al azar una de las cajas y lo
toma de ahi. Sea X el nimero de cerillos que le quedan en el momento en
que encuentre que la caja que selecciona ya no tiene cerillos. Encuentre la
distribucion de X.

EJsercicio VII.11. Supongamos que, para n > 1, una pareja tiene n hijos
con probabilidad igual a ap™, en donde 0 < a < 1]'%1“ y 0 < p< 1. Suponga-
mos ademds que cada uno de los hijos es hombre o mujer con probabilidad
igual a /2. Para k € {1,2,...}, scudl es la probabilidad de que una pareja
tenga por lo menos k hijos, de los cuales k exactamente sean mujeres?

EJErciciO VII.12. Sea X una variable aleatoria con distribucion geométri-
ca de pardmetro p. Encuentre P(X > x) para todos los enteros no negati-
V08 T.

EJsercicio VII.13. Sea X wuna variable aleatoria discreta que toma dnica-
mente valores enteros no negativos y tal que, para cualquier entero no nega-
tivo n, se tiene:

P X=n|X>n—-1]=P[X =0]

Demuestre que X tiene distribucion geométrica.
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EJErcicio VII.14. Se quiere seleccionar a una persona de entre m. Para
ello, cada una lanza una moneda y se conviene en que si alguna obtiene un
resultado distinto al de las otras, entonces esa persona es la seleccionada; de
otra manera se vuelven a lanzar las monedas bajo las mismas condiciones.
Encuentre la probabilidad de que la persona sea seleccionada en el intento
numero k.

EJercicio VII.15. Dos basketbolistas, A y B, juegan a lanzar por turnos
una pelota sobre el aro, deteniéndose en el momento en que uno de ellos logre
acertar. En cada uno de sus turnos, los jugadores A y B tienen probabilidades
de acertar iguales a p1 y p2, respectivamente. Sean X y Y los numeros de
tiros que realizan A y B, respectivamente, sin contar el dltimo, hasta que se
termina el juego. Asumiendo que todos los lanzamientos son independientes
y que el primero en tirar es A, argumente, sin realizar cdlculos, para mostrar
que la distribucion de 'Y es geométrica. Encuentre la funcion de densidad de
X y el pardmetro p de la distribucion de Y.

EJERCICIO VII.16. Sea X wuna variable aleatoria con distribucion Poisson
de parametro X\. Demuestre que la probabilidad de que X tenga como valor
un numero impar es igual a % [e>‘ - e_/\].

EJERrCcICIO VII.17. Supongamos que el nimero de accidentes que tiene una
persona en un ano tiene distribucion Poisson con pardmetro X\, de tal manera
que, en una cierta poblacion, X\ = 2 para el 60% de personas y A = 3 para el
40%. Si X es el nimero de accidentes en un ano de una persona seleccionada
al azar, encuentre la distribucion de X.

EJercicio VII.18. Utilice la aprorimacion de Poisson para calcular la pro-
babilidad de que en una caja de 100 cerillos se encuentren a lo mds 2 cerillos
defectuosos si 3% de los cerillos que se producen son defectuosos.

EJsercicio VII.19. Los astronomos estiman que en la Via Ldctea hay alre-
dedor de 100 billones de estrellas las cuales tienen planetas a su alrededor.
Sea p la probabilidad de que en un sistema solar determinado haya vida in-
teligente. ;Para qué valores de p la probabilidad de que haya vida inteligente
en algun sistema solar de la Via Ldctea es mayor que 1/27

EJsercicio VII.20. Supongamos que el nimero de huevos, X, que pone un
insecto tiene distribucion Poisson con pardmetro A y que la probabilidad de
que un huevo se desarrolle es igual a p. Sea Y el nimero de huevos que se
desarrollan. Demuestre que Y tiene distribucion Poisson con pardmetro Ap.
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EJercicio VII.21. Sea X wuna variable aleatoria con distribucion Poisson
de parametro X. Para un nimero entero positivo k fijo, encuentre el valor de
A que hace que P(X = k) sea un mdzimo.

EJErciCIO VII.22. En una fdbrica se empacan cajas de cereal con pasas
mezclando primero, en un gran recipiente, el cereal con las pasas y de tal
manera que cada caja contenga, en promedio, 12 pasas. Estime la probabilidad
de que una caja de cereal, seleccionada al azar, contenga menos de 7 pasas.

EJercicio VIIL.23. Un libro de 500 pdginas contiene 500 errores de impren-
ta. Estime la probabilidad de que una pdgina, seleccionada al azar, contenga
3 0 mds errores.

EJERCICIO VII.24. Un experimento aleatorio consiste en seleccionar, al azar
y sin reemplazo, dos bolas de una caja que contiene N bolas marcadas con
los nimeros 1,...N. Sea X el mayor de los dos nimeros de las bolas selec-
cionadas. Encuentre la funcion de densidad de X .

EJercicio VII.25. Un experimento aleatorio consiste en seleccionar, al azar
y sin reemplazo, 3 numeros del conjunto {1,...,N}. Sea X el menor de los
numeros seleccionados, Z el mayor de ellos y'Y el numero intermedio. En-
cuentre las funciones de densidad de X, Y y Z.

EJercicio VII.26. Un estudiante va a presentar un examen, el cual con-
sistird de 5 preguntas seleccionadas al azar de entre 10 que el profesor les
dejo estudiar. Si el estudiante prepara unicamente las respuestas de 8 de las
10 preguntas, scudl es la probabilidad de que responda bien por lo menos 4
prequntas del examen?

EJERcIcIO VII.27. Utilice la identidad (1 + ¢)""* = (1 +t)"(1 + t)® para
demostrar que si la variable aleatoria X tiene distribucion hipergeométrica,
entonces:

S PX =k =1

EJErCICIO VII.28. Supongamos que 5 personas, incluidas A y B, se sientan
al azar en 5 sillas colocadas en hilera y sea X el niimero de personas colocadas
entre A y B. Encuentre la funcion de densidad de X.
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Eisercicio VII.29. Sea X una variable aleatoria con funcion de densidad
dada por

f(a:):{ 3w siw€{2,3,...}

0 en otro caso

en donde c es una constante. Encuentre el valor de c y la probabilidad de que
X tome como valor un nidmero par.

EJercicio VII.30. Demuestre que la funcion dada por

_ 1 ¢ :
fx(x):{ “mig s sire{l2..}

0 en otro caso

es una funcion de densidad, en donde q € (0,1].

EJErciciO VII.31. Sea X una variable aleatoria uniformemente distribuida
en el conjunto {0,1,...,99}. Calcule :

a) P(X > 25)

b) P(2.6 < X < 12.2)

¢) P8< X <10 o0 30< X < 32)
d) P(25 < X < 30)

EJercicio VII.32. Un experimento aleatorio consiste en seleccionar al azar
un nimero entero entre 0 y 99 (inclusive). Sea X la suma de los digitos que
se obtienen. Encuentre la funcion de densidad de X .

EJercicio VII.33. Sea X y Y dos variables aleatorias independientes, X
con distribucion uniforme en el conjunto {1,..., N}, Y con distribucion uni-
forme en el conjunto {1,..., M}, en donde N < M. Encuentre P[X < Y]
y PIX=Y].

EJERrCICIO VII.34. Sea X una variable aleatoria distribuida uniformemente
en el conjunto {1,...,N}, en donde N es un entero positivo y sea M < N
otro entero positivo. Encuentre la funcion de densidad de Y = max(X, M).

EJErciciO VII.35. Sea X una variable aleatoria distribuida uniformemente
en el conjunto {1,..., N}, en donde N es un entero positivo y sea 1 < M <
N otro entero positivo. Encuentre la funcion de densidad de Y = min(X, M).
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EJercicio VII.36. Sean X yY dos variables aleatorias independientes, am-

bas con distribucion uniforme en el conjunto {1,..., N}. Encuentre la fun-
cion de densidad de Z = max(X,Y).

EJsercicio VII.37. Sean X y Y dos variables aleatorias independientes, X
con distribucion geométrica de pardmetro p, Y con distribucion Poisson de
pardametro X. a) Encuentre P[X <Y]|y P[X > Y]. b) Determine los valores
de p y X para los cuales P[X >Y] > P[X <Y].

EJErciciO VII.38. Sean X yY dos variables aleatorias independientes, am-

bas con distribucion geométrica de parametro p. Encuentre a) P[X <Y] y
P[X =Y] yb) la funcion de densidad de Z = min(X,Y).



VIII. VARIABLES ALEATORIAS
ABSOLUTAMENTE CONTINUAS

La doctrina de los azares puede ser una ayuda para curar
una especie de supersticion, la cual ha estado arraigada
por mucho tiempo en el mundo, a saber, que hay en los
juegos algo como la suerte, buena o mala.

ABRAHAM DE MOIVRE

VIII.1 DISTRIBUCION UNIFORME CONTINUA

DEFINICION VIII.1 (Distribucién uniforme en (a,b)) Se dice que una varia-
ble aleatoria X tiene distribucion uniforme en el intervalo (a,b) si la fun-

cion:
1 .
= six € (a,b)
0 en otro caso

es una funcion de densidad de X.

Una distribucion uniforme en el intervalo (0,1) no es otra cosa que la
medida de Lebesgue en ese intervalo (véase la seccion V.7). En efecto, sea
X una variable aleatoria con distribuciéon uniforme en el intervalo (0,1) y J
un intervalo (de cualquier tipo), de extremos ¢ y d, contenido en el intervalo
(0,1), entonces:

PIXeJl=[ldz=d—c=1(J)

en donde [(J) denota la longitud del intervalo J.

Pero, de acuerdo con la proposiciéon V.52, la medida de Lebesgue es la Gini-
ca medida de probabilidad, definida sobre los conjuntos Lebesgue medibles
contenidos en el intervalo (0, 1), que asigna a cada intervalo su longitud. Por
lo tanto, si m denota a la medida de Lebesgue, se tiene P [X € A] = m(A)
para cualquier conjunto Lebesgue medible contenido en el intervalo (0, 1).

La distribucién uniforme continua surge como una extension al caso con-
tinuo del concepto de equiprobabilidad. Se encuentra esta distribucién, por

267
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ejemplo, en un articulo de Thomas Bayes publicado en el ano 1763 (“An
essay towards solving a problem in the doctrine of chances”, Philos. Trans.
Roy. Soc., Londres, Ser. A 53, 1763, reproducido en Biometrika 45, 1958)
en el cual, dado un rectangulo ABCD, con base el segmento AB y altura
el segmento AC, Bayes considerd el experimento aleatorio que consiste en
lanzar una bola W sobre el rectangulo, de tal manera que haya la misma
probabilidad de que la bola caiga en cualquiera de dos partes iguales del
rectangulo.

[7)3 S

Ficgura VIII.1

A través del punto en donde cae la bola W, se traza una recta paralela
a AC, la cual corta al segmento AB en el punto s. Encontr6é entonces que
la probabilidad de que el punto s caiga entre cualquier par de puntos del
segmento AB es igual a la razén de la distancia entre los dos puntos a la
longitud del segmento AB. Es decir, mostré que la distribucién del punto s
en el segmento AB es uniforme.

De manera general, la distribuciéon uniforme se obtiene al considerar el
experimento aleatorio consistente en la eleccion al azar de un ntimero real en
el intervalo (a, b) y definiendo X como el nimero que se obtiene. La. eleccion
al azar se interpreta en el sentido de que dos subconjuntos del intervalo (a, b)
que se puedan sobreponer geométricamente uno sobre el otro deben de tener
asignada la misma probabilidad.

Ya estudiamos este tipo de experimentos en la secciéon V.2, y ahi encontra-
mos que si J es un intervalo de cualquier tipo, de extremos ¢ y d, contenido
en (a,b), entonces:

PIX e - i
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Por lo tanto:

0 siz<a
Fx(z)=P[X <z]=¢ 72 sia<xz<b
1 siz>b

Asi que, una funcién de densidad de X esté dada por:

7 size(a,b)

fx(z) = { 0

en otro caso

EJjeEmMpPLO VIIIL.2. Consideremos el experimento aleatorio consistente en la
eleccion al azar de un nimero real en el intervalo (0,1) y sea X el nimero
que se obtiene. ;Cudl es la probabilidad de que a) X sea un nimero racional?
y b) X pertenezca al conjunto de Cantor?

Solucién

a) Como P [X = z] = 0 para cualquier x € R y el conjunto de los nimeros
racionales es numerable, la propiedad de la aditividad numerable nos permite
concluir que la probabilidad de que X sea un numero racional es igual a 0.

b) Sea C el conjunto de Cantor, entonces:

25 2

—P[X€($,2)]-P[XE(H2)]—

w
w

]
1

3%+33+§—3+--->:1—%§%:0 A

La distribucién uniforme puede también obtenerse dentro del contexto
de los ensayos de Bernoulli. Supongamos que se realiza una sucesion infinita
de ensayos de Bernoulli independientes, en cada uno de los cuales la proba-
bilidad de éxito es igual a 1/2. Los posibles resultados de este experimento
aleatorio son entonces sucesiones infinitas (c¢j) de éxitos y fracasos, los cuales
pueden ser representados por 1’s y 0’s, respectivamente. Si w = (¢ ), defina-
mos X (w) = Y72, 5. En otras palabras, cada sucesion (c) se esta viendo
como el desarrollo en base 2 de un ntimero real en el intervalo [0, 1] y X (w)
es precisamente ese nimero real.
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Para obtener la distribucion de X, observemos primero que P [X = z| =

0 para cualquier nimero real x. En efecto, llamemos X} al resultado del

k-ésimo ensayo de Bernoulli. Entonces, dado cualquier posible resultado w =
(ck), se tiene, para cualquier n € N:

P[{w}] P[Xl:Cl,XQZCQ,...,Xn:Cn,...]

P[Xl = Cl,XQ = CQ,...,Xn = Cn]

P

Xi=c|P[Xo=co] - PX, =¢,) = 5=

IN

Por lo tanto, P [{w}] = 0.

Ahora bien, dado un namero real = € [0, 1], el evento [X = z] ocurre siy
solo si se obtiene como resultado una sucesion w = (¢x), la cual representa al
nimero x escrito en base 2. Pero cada punto x tiene a lo més dos desarrollos
en base 2, es decir, el evento [X = z] esta formado por a los més dos posibles
resultados del espacio muestral, cada uno de los cuales tiene probabilidad O.
Por lo tanto P [X = z] = 0.

Para cada n € N, consideremos ahora un intervalo de la forma (2%, k;zl),

con 0 < k < 2™, Asociada a tal intervalo existe una tnica coleccion de n 0’s

y 1’s, ¢1,¢a,...,cp, tal que un punto = pertenece al intervalo (2%, k;,:l) siy
s6lo si tiene un desarrollo en base 2 de la forma z = 0.ci¢ca...¢y . ... Por lo

tanto:

PlXe (£, )] =PXi=ca,Xo=c.... X, =]

2”
=P[Xi=ac]P[Xg=c3]--- P[Xp = o] = 5

Es decir, la probabilidad del evento [X € (2%, k;I )] es igual a la longitud
del intervalo (2%, thl)
Finalmente dado un intervalo (a,b) C (0,1) y € > 0, sea n € N tal que

< mm {5 ,a,1 — b}, r el més pequenio nimero entero no negativo k

217,
tal que ﬁ (a, b) y M el més grande niimero entero no negativo k tal que

=tk € (a,b). Consideremos los intervalos Iy = (&, ), I = (5, £2), ..,

Iy = (%ﬂf*l, r;{w) Entonces (a,b) y (a, 5z) U1 UI, U-- UIMU(’”;Q{”,b)

difieren Gnicamente por un nimero finito de puntos, asi que:

P[X € (a,b)] = S35, (1) + P [X € (a,30)] + P [X € ("5, b)]

Cl(a,0)] = Yopoy €(Tk) + € [(a, 52)] + € [(75M,b)]
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Ademas:

[X € (a,5)] + P[X € (Z2,b)]

P
SP[XE(T—I )]—i—P[XG(H_M 7"+M+1)] :2%<2€
l

271 ) 2n
0<C(a, )] +C[(HH,b)] < & <2

Por lo tanto:
|P[X € (a,b)] — £[(a,b)]| < 2e

Como esto es vélido para cualquier € > 0, se puede concluir que:

P[X € (a,b)] = ¢[(a,b)]

VIII.2 DISTRIBUCION NORMAL

DEFINICION VIIIL.3 (Distribucién normal) Sean p,o € R, con o > 0. Se dice
que una variable aleatoria X tiene distribucion normal con pardmetros p y
o? si la funcion:

fx(@) = A exp{ k(e — n)?)

es una funcion de densidad de X.

Verifiquemos que esta funcion, asi definida, es una funcién de densidad:

[ e i-gmle—p)hde = 2 [X e Vdy =1

La integral indefinida [ eV’ dy no se puede expresar en forma cerrada, de
ahi que para evaluar una integral definida f; e V' dy se tenga que recurrir a
métodos numéricos. Por esta razéon es comiin encontrar tablas que contienen
evaluaciones de ese tipo de integrales para diferentes intervalos. Con el objeto
de no tener que recurrir a una tabla diferente para cada valor de p y o, para
evaluar una integral de la forma f exp{ 202 (x — ,u)Q} dx, es conveniente
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reducir ésta, mediante un cambio de variable, a una de la forma fab e~V dy.
De manera equivalente, una variable aleatoria con distribucién normal de
pardmetros 4 y o se puede transformar, de manera muy simple, en una con
distribucién normal con parametros 0 y 1. Esto se formula en la siguiente
proposicion:

PRrROPOSICION VIIL.4. Sea X una variable aleatoria con distribucion normal
de pardmetros j y o2, entonces Y = % tiene distribucion normal con pa-
rdmetros 0 y 1.

Demostracién
Fy(y)=PY <y|=P [% Sy} =P[X < p+oyl = Fx(p+oy)
Por lo tanto, una funcién de densidad de Y esta dada por:

frw) = GFy(y) = §Fx(p+oy) = ofx(u+oy) = f=exp{—3y°} =

DEFINICION VIIL5 (Distribucién normal estandar) Se dice que una variable
aleatoria X tiene distribucion normal estdndar si su distribucion es normal
con pardmetros =0y o% = 1.

Dada una variable aleatoria X, con distribucién normal, la proposicién
VIIL.4 permite calcular cualquier probabilidad de la forma Pa < X < b],
mediante una tabla correspondiente a la distribuciéon normal estandar.

Otra simplificacion se obtiene al considerar que la funcion e~ 2Y es simé-
trica con respecto al eje vertical, lo cual implica, en particular, que:

0 — 1,2 142
= e dy = = [ e 2 dy = 05
\/%7 =% e dy = \/%—W [ e~ 2¥’dy para cualquier a >0
\/%7 fi)a eV dy = \/%7 Iy e :¥"dy para cualquier a >0

En la pagina 449 se presenta una tabla de la distribucién normal es-
tandar. Notese que ésta contiene las evaluaciones de integrales de la forma
\/% foa e ¥’ dy para a € {0.00, 0.01, 0.02, ..., 3.90}.

Para z > 0, definamos:

1 1,
d(z) = \/%/0 e 2¥dy



VARIABLES ALEATORIAS ABSOLUTAMENTE CONTINUAS 273

Para valores de z € (0,3.9), que no pertenezcan al conjunto A = {0.00,
0.01,...,3.90}, se puede obtener una aproximacion de ®(z) a partir de los
valores de ® en los dos puntos, z1, 22 € A entre los cuales se encuentra z. Para
esto, se considera la recta en R? que une los puntos (z1, ®(21)) con (zg, ®(22));
si (z,u) se encuentra sobre esa recta, entonces u es una aproximacion de ®(z).
Por ejemplo:

P(1.37)—P(1.36
B(1.367) ~ B(1.36) + 2LIN-PCI0) (1 367 _ 1.36)

=0.4131 + 94370131 (1.367 — 1.36) = 0.41422

EJEMmPLO VIII.6. Sea X wuna variable aleatoria con distribucion normal de
pardmetros 1 = 2.4 y 0® = 1.6. Encuentre P[2 < X < 3], P[-1 < X < 0.5],
P[X >-15] y P[X > 3.1].

Solucién

= P[-0.316 < X < 0.474]
= ©(0.316) + B(0.474) ~ 0.12398 + 0.18224 = 0.30622

_ _ pl=1-24 _ X-p _ 05-24
P[-1<X <05] = P [=L2t < X m}

= P[-2.688 < X < —1.502]

P2< X <3 =P[5 < o0 < o]

= ©(2.688) — B(1.502) ~ 0.49638 — 0.43346 = 0.06292

B _ p[X—u  —15-24
PIX > —15] = P [X2# > =Lo=24]

—plXoe —3.083} = 0.5 + 3(3.083)
— 0.5 + 0.499 = 0.999

_ p[X—p  31-24
PIX >3] =P X2 > m}

—p[Xe . 553] — 0.5 — (0.553)

~ 0.5 — 0.20985 = 0.29015 A

La distribucién normal es una de las distribuciones mas importantes, tan-
to en la Estadistica como en la teoria de la probabilidad, pues aproxima a
muchas otras distribuciones. De hecho, surgié como una distribucién limite,
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siendo Abraham de Moivre el primero en obtenerla como una aproximacién
de la distribucion binomial. Esto lo hizo en su trabajo titulado “Approxima-
tio ad summam terminorum binomii (a+b)n in seriem expansi”, publicado
en 1733, en el cual investigo las desviaciones que se presentan entre la fre-
cuencia relativa de ocurrencia de un evento A en n repeticiones del expe-
rimento correspondiente y la probabilidad de ocurrencia de A. Més tarde
Laplace complement6 ese trabajo, por lo cual actualmente se le conoce como
el teorema de de Moivre-Laplace.

El resultado de de Moivre-Laplace constituye el segundo de los llamados
teoremas limite de la teoria de la probabilidad. Este resultado y el de
Bernoulli (véase la proposicion VII.4) marcaron la pauta para el desarrollo
posterior de la teoria de la probabilidad, concluyéndose su estudio apenas a
principios del siglo XX con la formulacién general de los teoremas limite.

Dentro de la teoria moderna, el teorema de de Moivre-Laplace es tini-
camente un caso particular del teorema del limite central. Sin embargo, re-
sulta ilustrativa una demostraciéon directa, la cual puede realizarse con la
herramienta que se tiene desarrollada hasta este momento.

VIII.3 TEOREMA DE DE MOIVRE-LAPLACE

TEOREMA VIII.7 (Teorema local de de Moivre-Laplace) Para cada n € N,
sea X, una variable aleatoria con distribucion binomial de pardmetros n
yp € (0,1). Dados a y b dos nimeros reales tales que a < b, definamos,

para cada entero no negativo k tal que np + ay/npqg < k < np + by/npq,
_ k—np

Llm = /g’

entonces:

lim —
n~>00 1 1.2
V21 /npq exp { ka‘,n}

= 1 uniformemente en k.

Demostracién
Por la formula de Stirling, se tiene, para cualquier m € N:

| — m,—m Om 1 1
m! = v2rm™e”"/me"™, endonde {57 < Om < 1377

Por lo tanto, para k € {0,1,...,n}, se tiene:
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P[X, =k = (Q)p* (1 —p)"* = e (1 —p)"

nfesﬂ & _k
= Vrk ke (n—k)n— kmeen,_kp (1-p)"

n—k
np _ng_ np nq e On—0k—0n_s
\/27r \/np n— k

Ahora bien, si k satisface np + ay/npg < k < np + by/npq, entonces
nqg — by/npqg < n —k < ng — a/npq, asi que:

np np

< < "
np+by/npqg — k — np+ta,/npq

ng np

__ng__ _
ana\/vﬁS k anfb\/nipq
O — O — Ot < O+ O + O k<12( +i+:5)

1 1 1
< 12 (7 + np+ay/npq nq b\/np )

Por lo tanto:

n _0, —
\/7\/7 On=0x=0n—k — 1 uniformemente en k.
nwoo n —

n—k
Sea ahora Hy, (k) = (T;f) (n”qk)
Obsérvese entonces que:

k. _ nmpF+Tra/npg 14 ap / g
- - M/ np

np np

n—k _ Tq—Tkn/TPq _ 4 [p
ng nq =1 Lk,n nq

In Hy, (k) = — (np + 2 n\/7pq) In (1 + Thny/
P
— (ng — Tppny/nPq) In (1 — Tpp nq)
Pero, existen C'y N tales que:

1(14—30\/;):90 i %fw + Ap ()

ln(l—x ﬂ):—x L 1DPg24 B ()

ngq ng 2 nq

Asi que:

=

en donde ny/n|A,(x)| < C, ny/n|B,(z)| < C paran > Ny z € [a,b].
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Por lo tanto:

In Hn(k) = (np =+ xk,n\/np(I) [l'k,n\/ nip - %nll‘k nt An(xk,nﬂ
(nq — Tk n [ Tkn fq - §quk’n + Bn(xk,n)}
= — 327, — (np+ xk,m/npq)An(:vk,n) — (nq — T \/nDG) Br (k)

Ahora bien:

.’,U}’:l,n \/m) n\/ﬁAn (ﬁk,n)
e /i

|0+ ko 50) Ann)| = | (22
<Ol

Asi que:
limyso0 }(np + xkn\/@)An(:van = 0 uniformemente en k.
De la misma manera:
limy, 00 |(nq - fﬁkn\/W)Bn(l‘k,n)‘ = 0 uniformemente en k.
Por lo tanto, si
G (k) = exp [—(np + 210 /MPT) An(2k,0) — (nq — Tk n\/7PG) Br(k0)]

entonces limy,o Gy (k) = 1 uniformemente en k y H, (k) = Gn(:ck,n)eféxivn.

Asi que:
lim, o0 V270 /PGP [ X, = k] €37
= 1My o mﬁ\/Tq (22) ( ng )nik6971—9;9—9”,;@6?@,”
=1limy,soo \/%7@6(9”79,679”%[{”(1{:)6%%%
. \/@ \/Ee 0=00—0 1, (1)
=l oc (\/”?7 \/Ee ""“)k—‘)n—k) 1m0 G (k)

=1 uniformemente en k. [ ]
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COROLARIO VIIL.8. Para cada n € N, sea X, una variable aleatoria con
distribucion binomial de pardametros n yp € (0,1) y k un entero no negativo
tal que k < n. Entonces:

limy, o0 P [ Xy, = k| = 0 uniformemente en k

Demostracién

Recordemos que si X es una variable aleatoria con distribucién binomial
de parametros n y p, entonces los términos P [X = k| crecen con k hasta
alcanzar su maximo valor cuando np+p—1 < k < np+p, después de lo cual
decrecen con k. Entonces, para probar el resultado, basta con demostrar que
el término maximo tiende a cero cuando n ~~ oco. Para cada n € N, sea k,
un entero no negativo tal que:

P[X,, = ky] =max{P[X,, = k] : k es un entero no negativo tal que k < n}
Entonces, tomando n suficientemente grande, se tiene

np — /npq < k, < np+ /npq.

kn —np

Asi que, por el teorema local de de Moivre-Laplace, si x, = pg O
tonces:
. V2r/ipgP[Xn=kn] _
im0 {22 ] =1
Pero p — 1 < k, — np < p, asi que lim,.soz, = 0. Por lo tanto,
limy, 00 €XP {—%x%} =1 y entonces:
limy, oo V21 /npgP [ X, = ky] =1
lo cual implica que im0 P [X,, = k] = 0. [ |

El teorema local del limite puede utilizarse para encontrar aproximaciones
de la funcién de densidad de una variable aleatoria con distribucién binomial.
Para esto, en la busqueda de una estimacion de una probabilidad P [X = k],

- . 1,2
se define xy, , = ]\Cﬂ%. De esta forma, se tendra P [X = k| ~ \/Elqu\/%e 2k,
Es decir:

PIX =K~ o Lexp{ -4 ()
=M g var PP T2 Ve

2
Obsérvese ahora que la funcion f(x) = %pq\/%? exp {—é (%) } es

una funcion de densidad de una variable aleatoria con distribucion normal

de pardmetros g4 = np y o? = npq. De esta manera se tiene el siguiente
resultado:
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COROLARIO VIIL.9. Sea X una variable aleatoria con distribucion binomial
de parametrosn yp € [0,1] yx € {0,...,n}, entonces P[X = z] =~ f(x), en
donde f es una funcion de densidad de una variable aleatoria con distribucion
normal de pardmetros = np y o> = npq.

De acuerdo con el teorema local del limite, la aproximacién serd mejor
cuando k esté més cerca de np.

EJEMPLO VIII.10. Sea X wuna variable aleatoria con distribucion binomial

de pardmetros n =50 y p = %. Entonces, de acuerdo con el dltimo corolario,

para x € {0,...,50}, se tiene:
fx@)=PlxX=a]= () ()" (3"

o~ yFoo{ -]

Con el objeto de comparar los valores exactos de una funcion de densidad
binomial con sus valores aproximados por medio de una densidad normal, a
continuacion se muestran las grdaficas que se obtienen con ambos valores. Con
el objeto de apreciar mejor la aproximacion, la grdfica de los valores exactos
de la densidad binomial fx se ha trazado para todos los valores reales de
x comprendidos en el intervalo [0,50]. Para esto se ha expresado fx en la
forma:

T 50—z
Ix(*) = e (1) (3)

La linea sdlida corresponde a los valores exactos, mientras que la linea
punteada corresponde a los valores aproximados.

0.12
0.19

0.08

0.04

0.02

Figura VIII.2
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De acuerdo con las grificas, la aprorimacion es bastante buena y pareciera
que es mejor en las colas de la distribucion que en el centro de ella. Sin
embargo, esto no es asi pues si bien el error absoluto que se comete con la
aprozimacion es mds grande en el centro de la distribucidn, el error relativo
es menor en esa misma region. Por ejemplo, se tiene:

PX =2] = ()(.25)%(.75)* = 7.7083 x 1077
P[X =10] = (5))(.25)1°(.75)* = 0.09 8518

Mientras que, utilizando el teorema de de Moivre-Laplace, se tiene:
PIX =2~ 3/t exp{-% (2-%)"} =36414x 10

PIX =10~ 2y/3 exp { =7 (10 - $)*} = 0.09336

Para el caso de P [X = 2], los errores absolutos y relativos que se cometen
con la aproximacion estdn dados, respectivamente, por:

e, =3.6414 x 107* — 7.7083 x 10™° = 2.8706 x 1074

— 28706x10"% _ g 7oy

e, = o
T = 77083x10-5  7.7083x10-5

Por otro lado, para el caso de P[X = 10|, se tiene:

eq = 0.09336 — 0.098518 = —5.158 x 1073

_ __eq  _ —5.158x107% _ _
€r = o085 = —oossis — — —0-052356

Entonces, efectivamente, en el primer caso, el error absoluto es menor,
pero el error relativo es mucho mayor. A

Cuando n no es grande, la aproximaciéon no es muy buena. Por ejemplo,
en la figura VIIIL.3 se grafican los valores exactos y aproximados para el caso
de una variable aleatoria con distribucién binomial de pardmetros n =12 y

1
p=73-

TEOREMA VIII.11 (Teorema integral de de Moivre-Laplace) Sean a y b dos
numeros reales tales que a < b y, para cada n € N, sea X, una variable
aleatoria con distribucion binomial de pardmetros n y p € (0,1). Entonces:

. X,—np _ 1 b 12
limy oo P |a < N <b}——mf e 2% dx
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Figura VIIIL.3

Demostracion

Para cada entero no negativo k tal que a < ’f/% < b, definamos
_ k—mp V27 /npgP[ X =k]
Ten = apg ¥ k) = = L
entonces:
PIX, =k = A= Lexp{-1a2 L1 +a(n k)]
Asi que:

Pla< ”np<b

/b } Z{ke{o,l, nha<izzz o P[Xy = K]

- Z{ke{o,l, on}ia<zr,n <b} \/W m exp { 5T, n} 14 a(n, k)]
Ahora bien, obsérvese que el conjunto

P=A{xp,:ke€{0,...,n},a <z, <b}U{a,b}

forma una particion del intervalo [a, b], de manera que si
P=A{yo,y1,---sYm}, con a=yog<yy <---<yYn=2>=, entonces
1Pl = max{y; —yj—1:5 € {1,....m}} = A=
(y1—a) \/% exp {_%QQ} + Z{ke{o,l,...,n}:a<xk,n<b} \/%W\/% €xp {—%ffin}
_\/%pq\/%? exp { —g¥m-1} + (b= ym-1) \/%7 exp {—5¥m_1}
= 27:1 (yj — yj—1) \/%7 exp {_%?sz‘_1}
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constituye una suma de Riemann de la funcién \/% exp {—%xQ}, correspon-
diente a la particion P. Ademés:

Og(yl_a)\/*exp{_ﬁcﬂ} W\/lﬂ.

0< (W b+ Ym— 1) ﬁexp{—ﬁqu} < \/rlm\/%
Por lo tanto:
limyve0 Z{ke{o,l, n}:a<zy . <b} \/W\/ﬂ p{ 2Tk n}
=limys00 Z] 1 (Y5 — yj-1) \/12* exp {—%yg_l}
— limy oo (31 — a) o= exp {—3a’}
+ 1imy o (W b+ Yo 1) o= exp {—3um_1}
:\/% abe_%xzdx

Por otra parte, de acuerdo con el teorema local de de Moivre-Laplace,
limy, 00 @(n, k) = 0 uniformemente en k, es decir, dada e > 0, existe N tal
que si n > N y k es un entero no negativo tal que np + a\/npqg < k <
np + by/npgq, entonces |a(n, k)| < €. Asi que, para n > N, se tiene:

Z{kE{O,‘..,n}:a<xk,n<b} ﬁ\/% exp {—%xin} a(n, k‘)‘
< Z{kE{O,...,n}:a<xk,"<b} \/%pq\/% exp {_%xz,n} |OL(TL, k)‘

1 1 1.2
<¢€ Z{kE{O,...,n}:a<zkm<b} V/Pq /27 exp {_§$k,n}

Por lo tanto, para cualquier € > 0, se tiene:
2
1m0 ‘Z{ke{O, n}a<wnn<b} W\/ﬂ Xp{ iUkn} a(n, k:)‘

<elimysoo Z{ke{O, n}a<zy, ,<b} \/W x/ﬁ xP { 2%k "}

b o3 dx <eg

V2 Ja

Asi que:

limyso0 Z{ke{o,“.,n}:a<mk,n<b} ﬁ\/%; €xp {—%IL’%,”} a(n, k) =0
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Por lo tanto:

limyseo P |a < \;lp < b}

—hmnwoo Z{kE{O TL} a<xkn<b} W\/ﬂ Xp{ ﬂfk n} [1+a(n k)]
=limpsoo Z{ke{O,l, n}a<zy,,<b} \/W \ﬁ oxXp { x% n}

’ 1 1 1,..2
100 D ke (0,1, n}ia<ar, . <b) Trpg Vo P {_Exk,n} a(n, k)

rfb 7596 dx [ |
COROLARIO VIII.12. Sea a cualquier nimero real y, para cada n € N, sea
Xy una variable aleatoria con distribucion binomial de pardmetros n y p €
(0,1). Entonces:

1y, .o, P [Xn*"p > a] =

1

V2
; Xn—np _ 1 a —1y
hmnwoop{ < G] = ﬁf—ooe 2% dx

Demostracién
. , X,,—np 1 oo _1lg2
Demostraremos primero que limg,.oo P { NG > ] = 7o fa e 2% dx.

1 [e'e) 1.2 o .
Para esto, como xS f—oo e 2" dz:]\; 1, dada € > 0 se puede elegir M > 0
. 1 _ 1,2
suficientemente glrande tal que Tom f_M e 2" dr > 1— 5. De esta forma se
. 1 oo _—1g2
tiene \/—27]]\/[ e 2 dr <
Sea ahora Nj tal que, para cualquier n > Ni, se tenga:

‘P[ M < Xoznp - pf

G < M] = i [ ] <

Entonces:

—n M —lx2 I 13
Pl-M <X o] > L Y e i de -5 > 1

Asi que:

Xn_np =
P = M <5

Sia > M, entonces, para n > N1, se tiene:

P > o <P [ a2 M) <
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y mfoo e 2% dy < \ﬁf e 2 dy < 5
asi que:
‘P{ o >a} —*fooe*%ﬁdx‘ <t<e

Sia < M, sea Ny tal que, para cualquier n > No, se tenga:

n M _1gz2
‘Pa< \/lp<M} rf ezxdac’<4

Entonces, para n > méax { N1, Ny}, se tiene:

P[X\;%p>a}——fooe_%xzdx‘
:P[a< \/i”’<M}+P[\;;”p>M}
— \/%rfM e 2% dg — —foo e~ 3T dx’
‘P [a< \;—np <M} ——fMe_émZ)dx‘

+P X > M|+ L [ e d

€ € e __
<Z+§+1_E

El otro limite se puede ahora obtener de la siguiente forma:

limy o P | X222 <

—1—lim,ny P [Xﬂ —np a} — lm, P [Xn—"P —y

N

2 2

—1——f°oe_§”” dx = \é—ﬂffooe_éx dx

Vv 1pq

283

EJjempLO VIII.13. Un productor de focos sabe que el 5% de su produccion
estd defectuosa. El productor da una garantia en su envio de 10000 focos
o bombillas, prometiendo la devolucion del costo de la mercancia si mds de
a focos en el envio resultan defectuosos. ;Qué tan pequeno puede escoger el
productor el valor de « de tal manera que pueda confiar en que no tendrd

que dar un reembolso en mds del 1% de los envios?

Solucién

Sea X el niumero de articulos defectuosos en un envio de 10000 focos. X
tiene entonces distribucion binomial con pardmetros n = 10000 y p = 0.05.

Por otra parte, se estd buscando « tal que P[X > «a] < 0.01.
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Utilizando el teorema de de Moivre-Laplace, se tiene:

PIX>alxp |22 ] - plz> 5
en donde Z es una variable aleatoria con distribucion normal esta’ndar
Pero P[Z > 2.33] ~ 0.01, de manera que se busca o tal que S7209 > 2.33.
Es decir, a > 500 + (21.794)(2.33) = 550.78.
Por lo tanto, escogiendo o > 551, el productor puede confiar en que no
tendrd que dar un reembolso en mds del 1 % de los envios.

EJeMpLO VIII.14 (Movimiento browniano) Consideremos una particula que
se mueve a saltos sobre la recta real de tal manera que, comenzando en el
origen, en cada intervalo de tiempo h, la particula salta una distancia d
hacia la derecha con probabilidad 1/2 o una distancia d hacia la izquierda,
también con probabilidad /2. Llamemos Sy, a la posicion de la particula en
el tiempo nh.

De acuerdo con lo expuesto en la seccion VIL7, si para cadan € N, defi-
nimos la variable aleatoria X,, como el nimero de saltos que da la particula
hacia la derecha en el tiempo nh, entonces la distribucion de X,, es binomial
con pardmetros n y p = % y, ademds, S, = d(2X,, —n).

Por el teorema de de Moivre—Laplace, tenemos:

limy oo P |0 < S2" < b] = A [Ve i da
Pero Xg_i = d?}ﬁ’ ast que:
iy P[0 < S < b = A= [V 5% dn

Es decir, cuando n es grande, la distribucion de S, es aproximadamente
normal con pardmetros p =0 y o = d*n.

Una caminata aleatoria de este tipo se utiliza para modelar el movimiento
browniano, el cual consiste en el movimiento de una pequenia particula que
se encuentra suspendida en agua, de tal manera que los choques de las molé-
culas del agua con la particula provocan que esta ultima se desplace sobre el
liquido. Este tipo de movimiento fue observado y estudiado por Robert Brown,
de lo cual se deriwa su nombre. Mds tarde, Albert Einstein lo explico wutili-
zando la teoria molecular y finalmente Norbert Wiener establecid el modelo
probabilistico que permite estudiarlo.
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Visto el movimiento browniano en una dimension, digamos proyectado
sobre el eje horizontal, se observa que la particula se mueve avanzando y
retrocediendo en una forma que parece azarosa, de ahi que se modele consi-
derando primero una particula que se mueve a saltos sobre la recta real de
tal manera que, comenzando en un punto x, en cada intervalo de tiempo h,
la particula salta una distancia d hacia la derecha con probabilidad % 0 una
distancia d hacia la izquierda, también con probabilidad %; después se hace
tender h a cero, asumiendo ademds que d* es proporcional a h, lo cual es
una hipdtesis que viene del andlisis fisico.

Llamemos Sy a la posicion de la particula en el tiempo t > 0 y, consi-
derando primero el movimiento a saltos, definamos Xy como el nimero de
saltos que da la particula hacia la derecha en el tiempo t. Sabemos entonces
que st n es el mds grande entero menor o igual que %, la distribucion de Xy
es binomial con pardmetros n y p = L vy, ademds, Sy = x + d(2X; — n).

2
Por el teorema de de Moivre-Laplace, tenemos:

1.2
2T dx

limy,..o P [a < < b}

S 7 Jue

Pero, asumiendo d> = h (lo cual es posible hacer tomando las unidades

. X,—1
adecuadas) y tomando h de la forma % conm € N, se tiene %’\/%n - %\;ﬁm =
Si—x _ Si—=x P
TE = g ast que
, _1
im0 P [a < \/ < b} rf e 2 dy

Es decir, la distribucion de Sy es normal con pardmetros =0 y 0 = t.
La siguiente figura ilustra una trayectoria browniana:

-12-

Ficura VIII.4 A
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Para lograr una mejor aproximacién de la distribucién binomial mediante
una distribucién normal se requiere realizar una pequena correccién antes de
aplicar el teorema de de Moivre-Laplace. Esta tiene que ver con el hecho de
que se estd aproximando una distribucién discreta mediante una continua.
Por ejemplo, si X es una variable aleatoria con distribucién binomial de pa-
rametros n = 500 y p = 0.3 y queremos encontrar un valor estimado de
P[X > 130], el teorema de de Moivre-Laplace nos permite escribir:

. X, —np 130—150 | __ Xn—np _
P[X>130]—P[W > m}—P[m > 1.9518]

~ o= % gms e 2" da = 0.97452

Es decir, estamos aproximando la probabilidad P [X > 130], que se ob-
tiene como una suma de probabilidades, mediante el drea de de una regién
bajo la gréfica de la funcién de densidad normal estandar. El valor exacto de
P[X > 130] se puede obtener también como un area bajo la grafica de una
funcién f definiendo ésta como sigue:

[X:k] six € (k—0.5,k+0.5] ykE{O,...,n}
f@) =1,
en otro caso

con lo cual se tiene:
P[X > 130 = [0 f(x

Al aplicar el teorema de de Moivre-Laplace, lo que estamos haciendo es
aproximar la funcién f mediante el Corolario VIII.9, pero entonces obten-
driamos una mejor aproximacion considerando el intervalo de integracién con
la correcciéon de 0.5 que interviene en la definicién de la funcion f. De esta
forma, una mejor aproximacion para P [X > 130] se obtiene de la siguiente
manera;

~ 130.5—150 | __ _
P[X>130]~P{Z>7m }_P[Z> 1.903]

1,.2

= 5= 7 goz € 2" dw = 0.97148

en donde Z es una variable aleatoria con distribucién normal estandar.
El valor exacto de la probabilidad en consideracién esta dado por:

P[X >130] = 3024, (°29)(0.3)%(0.7)°0-% = 0.97267
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EJjempLo VIII.15. Sea X wna variable aleatoria con distribucion binomial
de parametros n = 5000 y p = 0.2. Utilice el teorema de de Moivre-Laplace
para estimar P[990 < X < 1020].

Solucion
P[990 < X <1020 & P %2510 < 7 < 102051000
= P[-0.37123 < Z < 0.72478)]

- \/% ffbg‘%g e="/2dx = 0.41047

en donde Z es una variable aleatoria con distribucion normal estandar.

EijemprLo VIII.16. Utilice el teorema de de Moivre-Laplace para estimar la
probabilidad de que en 10,000 digitos, seleccionados al azar, el nimero 7 no
aparezca mds de 985 veces.

Solucién

Sea X el nimero de veces que aparece el 7. X tiene entonces distribucion
binomial con pardmetros n = 10,000 y p = 0.1. Utilizando el teorema de de
Moivre-Laplace, se tiene:

~ 985.5—1000 | __ _
P[X <985 ~ P [Z < 983521000 } = P[Z < —0.48333]

- \/% ffg.48333 e="/2dx = 0.68557

en donde Z es una variable aleatoria con distribucion normal estandar.

VIII.4 DISTRIBUCION EXPONENCIAL

DEFINICION VIII.17 (Distribucién exponencial) Si A es un nimero real posi-
tivo, se dice que una variable aleatoria X tiene distribucion exponencial con
parametro \ si la funcion:

{ e ™™ x>0

0 en otro caso

fx(z) =

es una funcion de densidad de X.
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Una distribucién de este tipo se obtiene al considerar el tiempo que trans-
curre entre dos ocurrencias consecutivas de eventos que ocurren aleatoria-
mente en el tiempo. Este esquema ya lo consideramos en la seccion VII.4 al
estudiar la distribucién Poisson. Ahi consideramos un experimento aleato-
rio consistente en la observacion de eventos que ocurren aleatoriamente en
el tiempo de tal manera que si, para t > 0, X; es el nimero de veces que
ocurre el evento hasta el tiempo ¢, entonces la familia de variables aleatorias
{X¢}4>( forma un proceso de Poisson de parametro A. En particular, Xo =0
y si s < t, entonces la variable aleatoria X; — X tiene distribucién Poisson
con parametro A(t — s).

Sea ahora 77 el tiempo que transcurre desde el instante inicial ¢ = 0 hasta
que ocurre el primer evento. Obsérvese entonces que, para t > 0, el evento
[T7 > t] ocurre si y solo si ocurre el evento [/V; = 0]. Por lo tanto:

P[Ty>t]=Pyt)=e M
Asi que:
Fr(t)=1—¢e*

Y entonces, un&f\ funcién de densidad de T3 esta dada por:
e M sit >0

r(t) = { 0 en otro caso

Es decir, T tiene distribucién exponencial con parametro A.

Sea ahora s > 0 y T el tiempo que transcurre desde el instante s hasta
que ocurre un evento méas. Obsérvese entonces que, para t > 0, el evento
[T > t] ocurre si y solo si no hay ocurrencias de eventos en el intervalo de
tiempo (s, s + t]. Por lo tanto:

P[T >t = P[Ngyt — Ny =0] = e
P[T >t]=P[Nysg =0 =P[N;=0] = Ry(t) = e
Asi que, nuevamente, T tiene distribucién exponencial con pardmetro .

En la figura VIIL.5 se presentan las graficas de algunas funciones de den-
sidad tipo exponencial.

EJEMPLO VIII.18. Sea T una variable aleatoria con distribucion exponen-
ctal de pardmetro A. Demuestre que, para cualquier par de niumeros reales
positivos s y t, se tiene:

PT>t+s|T>t]=P[T > s]
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Ficura VIIIL.5

Supongamos ahora que el tiempo, en anos, que un radio funciona, tiene
distribucion exponencial con pardmetro X = %. Si una persona compra un
radio usado, ;cudl es la probabilidad de que ese radio funcionard durante 8
anos mas?

Solucion
P[T>t+s,T P[T CA(ths)
PIT>t+s|T >t = Hlophed=tl - PEotS] e 200 oo
=P[T > 5]

Por otra parte, se busca P[T >t+8|T > t], en donde t es el tiempo
que ha funcionado el radio en el momento de la compra. Por la relacion
demostrada anteriormente, se tiene:

P[T>t+8|T>t]=P[T>8 =e®
Asi que la probabilidad de que el radio comprado funcionard durante 8

afios mds es iqual a e~ = 0.368.

EJempLO VIII.19. Sean T1 y T> dos wvariables aleatorias independientes,
ambas con distribucion exponencial, T1 con pardmetro A\ y Ta con pardme-
tro Az2. Demuestre que T = min(T1,T5) tiene distribucion exponencial con
pardmetro A = A1 + As.

Solucién
P[T >t]=Pmin(Ty,T2) > t|=P[T1 > t,T> > t]

= P[T1 > | P [Ty > t] = e Mle A2l = g~ (Mth2)t
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EsempLo VIIL.20. La siguiente figura muestra 4 componentes, cada uno de
los cuales tiene un tiempo de vida, independiente de los demds, distribui-
do exponencialmente con pardmetro \. Los 4 componentes estdn articulados
formando un sistema de tal forma que, al funcionar el sistema, se activan
los 4 componentes. El sistema permanece funcionando mientras una de las
dos partes, la superior o la inferior, funcionan. A su vez cada una de éstas
funciona cuando sus dos componentes funcionan. Encuentre la distribucion
del tiempo de vida del sistema.

C4 —_—

Ficgura VIIIL.6

Solucion

Sean T1,T5,T3,Ty los tiempos de vida de los componentes C1,Cs,Cls,
Cy, respectivamente, T el tiempo de vida del sistema, X = min{T1, T2} y
Y = min{T5,T4}. Entonces X yY son independientes y ambas tienen dis-
tribucion exponencial con pardmetro 2\. Asi que, para t > 0, se tiene:

P[T <t =Pméx{X,Y}<t]=P[X <tY <t
—PIX <t]P[Y <] = (1 — e 2M)?

Ast que, una funcion de densidad de T estd dada por:

4 e 2M (1 — 6*2)"5) sit>0
Jr(t) = { 0 en otro caso

La figura VIIL.7 muestra la grdfica de fr para el caso X = 2.

En la figura VIII.8 se muestra la grdifica de la funcion t — P[T > t] en
linea sdlida, mientras que la linea punteada muestra la grifica de la funcion
t— P[X >t|=P[Y >t]|, ambas tomando A = 2.
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VIII.5 DISTRIBUCION GAMA

DEFINICION VIII.21 (Distribucién gama) Si A es un nimero real positivo y
n un numero entero positivo, se dice que una variable aleatoria X tiene
distribucion gama con parametros n y X\ si la funcion:

)\nxn—le—)\

futey =4 O

0 en otro caso

stx >0

es una funcion de densidad de X.

Al igual que la distribucién exponencial, una distribucién de este tipo
se obtiene al considerar el tiempo que transcurre entre cierto ntimero de
ocurrencias de eventos que ocurren aleatoriamente en el tiempo.

Consideremos, como en la seccién anterior, un experimento aleatorio con-
sistente en la observaciéon de eventos que ocurren aleatoriamente en el tiempo
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de tal manera que si, para t > 0, X; es el ntimero de veces que ocurre el even-
to hasta el tiempo ¢, entonces la familia de variables aleatorias { X; },~., forma
un proceso de Poisson de parametro A.
Sabemos entonces que, para k entero no negativo y ¢ > 0:
\t k,— At
Py(t) = P[N; = k] = Q™
Sea ahora X el tiempo que transcurre desde el origen hasta la r-sima
ocurrencia del evento. Para x > 0, se tiene:

P[X > z] = P[ocurren menos de r eventos en el intervalo de tiempo [0, z]]

_ _ — Az by k
= i) PIN: = K] = Yjoh et
Asi que: Fx(x)=1— 2;%) Efukﬂ

Por lo tanto, una funcién de densidad de X esta dada por:

fX(JJ):F)/(( ) e~ Ax+/\zr 1e” ()\ac _)\Er 1 ke=>*( )\m)

1

— e +AZT 1e” “(/\a:)’“ _)\Zr 1 e = )\x)"

S Ay e gy e ﬁ* <?;9f9f = e

Es decir, X tiene distribucién gama con parametros a« =1y A.

EsempLo VIIL.22. En una estacion meteoroldgica se cuenta con un tipo
de aparato de medicion, el cual tiene un tiempo de vida que se distribuye
exponencialmente, de tal manera que su tiempo promedio de vida es de 1000
horas. Si se utilizan 10 de esos aparatos en forma consecutiva, uno de ellos
después de que el anterior ya no funciona, a) scudl es la probabilidad de
que alguno de los aparatos estard funcionando después de 10000 horas?, b)
st después de 5000 horas todavia estd funcionando alguno de los aparatos,
scudl es la probabilidad de que alguno de ellos siga funcionando después de
10000 horas mds?

Solucién

Sea X el tiempo total de vida de los 10 aparatos, utilizados, como se
indica, uno después del otro. X tiene entonces distribucion gama con pard-
metros A = 0.001 y o = 10; por lo tanto:
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@) PIX > 10000] = [55 LOOUT 19— 00 gy — 0.45793

10
0.001 _
( )" 1.9,—0.001z .

b) P[X > 15000 | X > 5000] = LIX>15000] _ Jisosn

P[X>5000] — 1200 (0~08‘1)1°$9670.001zdm

__ 0.0698537 __
= 00698537 _ 0721501

También se podria considerar la variable aleatoria Xy, iqual al nimero de
aparatos que han dejado de funcionar hasta el tiempo t y se tendria:

PIX >t] = P[X; < 10] 222:0%
Ast que:

P[X > 10000] = =059 U9% — 45793

P[X >5000) = e Y0, ©F = 0.968172 A
A continuacioén se define la distribucién gama de una manera méas general.

DEFINICION VIII.23 (Distribuciéon gama) Si o y A son niumeros reales po-
sitivos, se dice que una vartable aleatoria X tiene distribucion gama con
pardmetros a y A si la funcion:

Aaxoz—le—xm .
At 0
_ (o) st x >
x(x
fx(@) { 0 en otro caso

es una funcion de densidad de X.

Verifiquemos que esta funcion asi definida es una funcién de densidad:

00 \gale— A A © _a—1,-Ax A © 1 ya—1,_—t
o Mo 4% = Fiay Jo 27 e T Vdr = F5y fy awt®T e Ndt

= (o Jo t* et =1

Aunque la obtenciéon de una funciéon de densidad tipo gama se remonta
al ano 1836, su importancia se dejo ver al obtenerse la funcion de densidad
de la suma de los cuadrados de n variables aleatorias independientes, cada
una de ella con distribucién normal estandar, la cual es un caso particular
de distribuciéon gama. La obtencion de tal funcién de densidad, en el caso
general, se encuentra en un articulo de Bienaymé del anio 1852.
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EJjempLO VIII.24. Sea X wna variable aleatoria con distribucion normal
estandar, muestre que X? tiene distribucion gama.

Solucién

Para z > 0, se tiene:

Fxa(2) = P [X? <2] = P[-Vz < X < V2] = Fx(V?) = Fx(~V/2)
Asi que, una funcion de densidad de X? estd dada por:
Fx2() = £Fxa(2) = 2 (VB + 5 fx (—vE) = L (VA)

_ —1, 1 -5 —1; — (%)%Zi%ei%z

-1 1,
Vz \2r

Por lo tanto, X? tiene distribucion gama con pardmetros o = % YyA= %

PROPOSICION VIII.25. La funcion f(x) = ’\aﬂf{i;)em crece hasta alcanzar

un mdzrimo en x = O‘T_l, después de lo cual decrece.

Demostracién

Sea g(r) = 2% 1e~** entonces:

J(z) = (a— 1)38“_26_)“‘ — A\l = xa_Qe_’\w(a —1-Xz)=0

Asf que g alcanza su valor maximo cuando ¢'(x) = 0, es decir, en z = O‘T_l

|

En la figura VIII.9 se presentan las graficas de algunas funciones de den-
sidad tipo gama.

Como lo mencionamos antes, un caso particular importante de distribu-
cion gama se obtiene al considerar la distribucién de la suma de los cuadrados

1.21 0.18 { 2
1 4 0.16 1 1.8
0.14 § 1.6
0.8 0.12 ] 1.4
01’ ] 1.2
0.6 ' 1
0.08 0.8
0.4 0.06 1 0.6
] 0.04 0.4
0.2 0.02 1 09
07051 15 2 25 3 0 727,76 g 1015141618 29 0 T3], T6, g2 5,24y 628 3
X % X
a="54 A=2 a=20, \=2 a =100, A=50

Ficgura VIII.O
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de n variables aleatorias independientes con distribucién normal estandar. El
resultado es una distribucion gama con pardmetros a = 5 y A = %, la cual
es conocida como distribucion x? con n grados de libertad.

DEFINICION VIII.26 (Distribucién x2) Sea n € N. Se dice que una variable

aleatoria X tiene distribucion x> con n grados de libertad si su distribucion

es gama con pardmetros o = 5 y A\ = %, es decir, si la funcion:

ngle’%
fX(x) = 27F(%)
0 en otro caso

x

stx >0

es una funcion de densidad de X.

A continuacion se presentan las graficas de algunas funciones de densidad
tipo x2.

2.5
5 ] 0.04
151 0.03
1 0.02
0.5 0.01
0 S 0 TS Sn 30 A0 50 6o T\
1 2 3 4 10 20 30 40 50 60 70
X X
n=1 n =40

Ficura VIII.10

VIII.6 DISTRIBUCIONES UNIFORMES EN EL PLANO

De la misma manera en que, como vimos en la secciéon VIII.1, una distribu-
cion uniforme continua en el intervalo (a, b) se obtiene al considerar el experi-
mento aleatorio consistente en la eleccion al azar de un nimero real en (a, b)
y definiendo X como el namero que se obtiene, obtenemos una distribucién
uniforme en el plano al considerar el experimento aleatorio consistente en
la elecciéon al azar de un punto en una regiéon R del plano con un area bien
definida. Como en el caso de una dimension, la elecciéon al azar se interpreta
en el sentido de que dos subconjuntos de R que se puedan sobreponer geomé-
tricamente uno sobre el otro deben de tener asignada la misma probabilidad.



296 INTRODUCCION A LA TEORIA DE LA PROBABILIDAD

En esta situaciéon, vimos en la seccién V.2 que la probabilidad de que el
punto seleccionado pertenezca a la region S es igual al cociente del area de
S entre el area de R.

Utilizando esta idea podemos obtener la distribucién de una variable
aleatoria que se genere en este contexto geométrico.

EsempLo VIIL.27. Un experimento aleatorio consiste en seleccionar al azar
un punto (z,y) en el interior de un circulo de radio R. Sea X la distancia del
punto seleccionado al centro del circulo. Encuentre una funcion de densidad

de X.

Solucién

Para x € (0,R), el evento [X < x| consiste del disco de radio x, por lo
tanto:

0 stx <0
Fx(x)=P[X <a2]={ T s0<z<R
1 stx > R

Asi que, una funcion de densidad de X estd dada por:

2x .
_ =5 S O<x<R
fx(@) { 0 en otro caso

EjempLo VIIL.28. Un experimento aleatorio consiste en seleccionar al azar
un punto en el interior de un tridngulo de base b y altura h. Sea X la distancia
del punto seleccionado a la base. Encuentre una funcién de densidad de X.

Solucién

Para x € (0,h), el evento [X < x] consiste del trapecio que se forma al
wntersectar el tridngulo dado mediante la recta paralela a la base del tridngulo
y situada a una distancia x de la misma. El drea de esta region es igual al
drea total del tridngulo dado menos el drea del tridngulo de base la recta
paralela mencionada (figura VIII.11).

Ficura VIII.11
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Por lo tanto:

0 stx <0
Fx(z)=P[X <z]=4 & [3bh—bh—2)?] si0<z<h
1 stx>h
0 stx <0
=¢ 1—35(h—x)? si0<z<h
1 stz >h

Asi que una funcion de densidad de X estd dada por:

2 .
_J mlh—2) si0<z<h
Ix (@) { 0 en otro caso

VIII.7 DISTRIBUCION DE FUNCIONES
DE VARIABLES ALEATORIAS CONTINUAS

En ocasiones la distribucién de una variable aleatoria X es conocida y se
quiere obtener la distribucién de una funciéon de X. Ya hemos encontrado
esta situacion con anterioridad; en efecto, en el ejemplo VIII.4 mostramos
que si X es una variable aleatoria con distribuciéon normal de pardmetros
py o2, entonces Y = % tiene distribucién normal con parametros 0 y 1
y en el ejemplo VIII.24 mostramos que si X es una variable aleatoria con
distribuciéon normal estdndar, entonces X? tiene distribucion gama. Como
se muestra en esos ejemplos, para encontrar la distribuciéon de una funcion
f(X) de una variable aleatoria X absolutamente continua, se puede seguir el
método siguiente: primero se expresa la funcion de distribucion de f(X) en
términos de la funcién de distribucion de X; después, la funcién de densidad
de f(X) se obtiene derivando la expresion anterior y utilizando el hecho de
que la derivada de la funcién de distribucién de X es igual a su funcién de
densidad. En seguida se exponen mas ejemplos de este tipo.

EsempLo VIIL.29. Un experimento aleatorio consiste en seleccionar al azar
un punto (x,y) en el interior de un circulo de radio 1 y centro en el origen.
Después de eso, se traza un circulo C de centro en el origen que pasa por
(x,y). Encuentre la distribucion del drea de C.
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Solucién

0 stx <0
Fx(z)=P[X <z]={ ™ s0<z<R
1 stx > R

Sea r el radio de C. De acuerdo con el ejercicio VIII.27, una funcion de
densidad de r estd dada por:

fr(l“):{ 2r st0<x<1

0 en otro caso

Sea ahora A el drea de C, entonces, paray € (0,7), se tiene:

Fa(y) = PIA<y] = Pm? <y] =P[r< /1| = F (/1)

Por lo tanto, una funcion de densidad de A estd dada por:

faly) = EFat) = 551 (1) = 5252 =

Asi que la distribucion del drea es uniforme en el intervalo (0,).

EijempLo VIII.30. En mecdnica estadistica, la velocidad V' de una molécula

de masam en un gas, a temperatura T, se modela como una variable aleatoria
con funcion de densidad dada por

m_ .2 .
fr(v) = { \ mvle BT siv >0

0 en otro caso

en donde k es la constante de Boltzmann. Encuentre una funcion de densidad
de la energia E = %mvz.

Solucion
Para x > 0, se tiene:

Fpz) = P[E<a]= P [imV?<a] = P |V < /2| = iy (/%)
Por lo tanto, una funcion de densidad de E estd dada por:
m 2z
fo(@) = £Fp@) = /o fv (V) = ok /2850 Zedrn
1 1 _ =z
= /W r2e kT

Asi que la distribucion de la energia es gama con pardimetros a =
— L
A= 7.

Sy
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EsempLo VIIL.31. Sea X una variable aleatoria distribuida uniformemente

en el intervalo (—g, g) Encuentre la funcion de distribucion y una funcion

de densidad de Y = tan(X).
Solucién
Para y € R, se tiene:

PIY <y) = Pltan(X) <y = P[-
= L[Z +arctan(y)]

™

5<X< arctan(y)]

Por lo tanto:

™

Fy(y) = 1 [g + arctan(y)]

Asi que, una funcion de densidad de Y estd dada por fy(y) = m
A esta distribucion se le conoce como distribucion Cauchy.

EJEMPLO VIIIL.32. Sea T una variable aleatoria con distribucion exponen-
cial de parametro X\ y M > 0. Encuentre la distribucion de X = min {T, M }.

Solucién

P X >z]=Pmin{T,M} >z|=P[T >z, M > 1|

1 stx <0 1 st <0
= P[T>z sizx<M =4 e siz<M
0 six > M 0 stx > M
Ast que:
0 stx <0
Fx(z)=P[X<2]=1-P[X>x]=¢ 1-e™ si0<ax<M
1 stx > M

Obsérvese que la funcion de distribucion de Z es continua y estrictamente
creciente en el intervalo (0, M), pero tiene una discontinuidad en z = M, de
manera que Z es una variable aleatoria que no es ni discreta ni continua.

En la figura VIII.12 se muestra la grifica de Fx para el caso A = % Y
M =5.

VIII.8 SIMULACION DE DISTRIBUCIONES

Un problema importante en la teoria de la probabilidad consiste en la ob-
tencién de nameros que simulen los valores de una variable aleatoria con
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distribucion dada. Por ejemplo, para generar nimeros en el intervalo [0,1)
que simulen los valores de una variable aleatoria con distribucién uniforme
en ese intervalo, uno de los métodos mas utilizados consiste en seleccionar
un ntmero natural M (llamado moédulo y cuyo valor se toma grande, por
ejemplo M = 232), un ntimero natural Xo < M (llamado semilla) y dos
ntimeros naturales mas, a y ¢ (que se toman pequenos, por ejemplo a = 2,
¢ = 1). Se define entonces la sucesion X1, X, ..., recursivamente, mediante
la férmula:
Xpt1 = aX, + ¢ mod(M)

Los nameros %, %, ... simulan entonces los valores de una variable alea-

toria con distribucién uniforme en el intervalo [0, 1).

Una vez resuelto el problema de simulacién para la distribucién uniforme,
es posible resolverlo para cualquier otra distribucién utilizando los resultados
que se exponen en esta seccion.

PRrOPOSICION VIII.33. Sea X una variable aleatoria continua y Fx su fun-
cion de distribucion, entonces la variable aleatoria Y = Fx(X) tiene distri-
bucion uniforme en el intervalo (0,1).

Demostracion

Se tiene inmediatamente:

PlY <y]=P[Fx(X) <y]

0 siy<06y=0y Fx(z)> 0 para toda
11 osiy>1
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Por otra parte, siy € (0,1) 6y = 0y Fx(z) = 0 para alguna x, definamos:
xo =sup{z € R: Fx(z) =y}

Como Fx es continua, se tiene Fx(xg) = y. Ademéas, Fx(x) > y para
cualquier x > xg y Fx(z) < y para cualquier x < zg. Es decir, Fx(z) <y si
y s6lo si x < zq. Por lo tanto:

P[Fx(X) <y]=P[X <zo] = Fx(20) =y

Asi que:
0 siy<O0
PlY <y]|=P[Fx(X)<yl=4 y siye(0,1)
1 siy>1 ]

Cuando la funcion de distribucion Fx tiene una inversa, F'y ! la proposi-
cion VIII.33 permite obtener una variable aleatoria con funcion de distribu-
cion Fx a partir de una variable aleatoria Y con distribucién uniforme en el
intervalo (0,1), simplemente definiendo X = Fy'(Y).

EiempLo VIIL.34. Sea X una variable aleatoria con distribucion exponen-
ctal de pardmetro A\, entonces:

FX(m):{O stx <0

l—e ™ six>0

Asi que, Y =1 — e X tiene distribucion uniforme en el intervalo (0,1).
Por lo tanto, siY tiene distribucion uniforme en el intervalo (0,1), entonces
—% In(1—Y) tiene distribucion exponencial con pardmetro \.

Ahora bien, como la distribucion de 1 —Y coincide con la de Y, se con-
cluye que —% InY tiene distribucion exponencial con pardmetro . A

Cuando la funcién de distribucién Fx no es invertible, se requiere un
resultado més fino para poder obtener una variable aleatoria con funcién de
distribucién Fx a partir de una variable aleatoria con distribucién uniforme
en el intervalo (0, 1). Este resultado se expone a continuacion:

PRrOPOSICION VIII.35. Sea X wuna variable aleatoria con funcion de dis-
tribucion Fx, Y una variable aleatoria con distribucion uniforme en el in-
tervalo (0,1) y definamos la funcion d : (0,1) — R mediante la relacion
d(t) = inf{s € R: Fx(s) > t}, entonces la funcion de distribucion de la va-
riable aleatoria d(Y') es Fx.
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Demostracion

Obsérvese que d es una funciéon no decreciente y, como Fx es continua
por la derecha, se tiene Fx (d(t)) > t.

Vamos a demostrar que [d(Y) < z] = [Y < Fx(z)]. En efecto, si d(Y (w))
< z, entonces Y(w) < Fx (d(Y(w))) < Fx(z) y si Y(w) < Fx(z), entonces:

d(Y(w))=inf{seR: Fx(s) >Y(w)} <z

Por lo tanto, se tiene:

PlA(Y) < 2] = P[Y < Fx(2)] = Fx(2) n

COROLARIO VIIIL.36. Sea X wuna variable aleatoria con funcion de distri-
bucion Fx, Y wuna variable aleatoria con distribucion uniforme en el in-
tervalo (0,1) y definamos la funcion ¢ : (0,1) — R mediante la relacion
c(t) =inf {s € R: Fx(s) > t}, entonces la funcion de distribucion de la va-
riable aleatoria c(Y') es Fx.

Demostracion

Definamos C como el conjunto de puntos ¢t € (0,1) para los cuales existe
un intervalo de longitud positiva en el cual Fx es constante e igual a t.

Obsérvese que ¢(t) = d(t) excepto en los puntos del conjunto C. Ademés,
d es discontinua en los puntos t que pertenecen C. Por otra parte, por el lema
VI.17, el conjunto de puntos en los cuales d es discontinua es finito o infinito
numerable. Por lo tanto, ¢(t) = d(t) excepto a lo més en un conjunto infinito

numerable.
Finalmente ¢(Y) = d(Y) excepto en el conjunto [Y € C]. Pero como C
es a lo més un conjunto infinito numerable, se tiene P[Y € C|] = 0. Por lo

tanto, P[c(Y) = d(Y)] = 1. Asi que:
Ple(Y)<z|=Pld(Y) < z] = Fx(2) ]

EJempPLO VIIL.37. Sea X una variable aleatoria con distribucion geométrica
de pardmetro p, entonces:

Fe(w) =4 0 siz<0 [0 siz<0
XO=Y sl g gk sizz0 | 1-(1—p)EH sz >0

en donde [[z]] es el mayor entero menor o igual a .
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Ast que, definiendo A = —In(1 — p), se tiene:
c(t) = inf {s € R: Fx(s) >t} = nf {s eR:1— (1—p)lli+t > t}
— [[inf{s € R:1— e >¢)]] = [[mf{s € R: 5> —Lln(1l — 1)}]]
= [[-3(1-1)]]

Por lo tanto, si U tiene distribucion uniforme en el intervalo (0,1), en-

tonces [ [111111((11:[;))

Ahora bien, como U y 1 — U tienen la misma distribucion, entonces

” tiene distribucion geométrica con pardmetro p.

Hlnl(n UP)H tiene distribucion geométrica con pardmetro p.

Obsérvese que, de acuerdo con el ejemplo VIII. 34, n( an W(i=p) = —% InU tiene

distribucion exponencial con pardmetro A, de manera que, dado p € (0,1),
si definimos A = —1In(1 — p) y Z es una variable aleatoria con distribucion
exponencial de pardmetro X, entonces [[Z]] tiene distribucion geométrica con
parametro p.

EJEMPLO VIII.38. Sea X wuna variable aleatoria con distribucion Poisson
de parametro A, entonces:

0 stx <0
Fy(z) = )
x(z) {zﬁﬂé%ﬁ siw>0

en donde [[z]] es el mayor entero menor o igual a x.
Asi que:
ct)=mf{seR: Fx(s) >t} = lnf{seR Z[S] )\k >t}

:inf{jE{O,l Ay >t}

Por lo tanto, si'Y tiene distribucion uniforme en el intervalo (0,1), en-
tonces:

C(Y):inf{je{o,l DY e >Y}
tiene distribucion Poisson con pardmetro \. A

La generaciéon de una variable aleatoria con distribucién Poisson puede
obtenerse también a partir del hecho de que cuando se tiene un experimento
aleatorio consistente en la observacion de eventos que ocurren aleatoriamente
en el tiempo de tal manera que si, para t > 0, X; es el nlimero de veces que
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ocurre el evento hasta el tiempo ¢, entonces la familia de variables aleatorias
{Xi};>0 forma un proceso de Poisson de parametro A. En esta situacion,
como vimos en la seccion VIIL4, los tiempos entre ocurrencias sucesivas
tienen distribucién exponencial con pardmetro A.

Dado A > 0, consideremos entonces una sucesion de variables aleatorias
independientes, 171, T5, ..., todas ellas con distribucién exponencial de para-
metro A. La sucesién de variables aleatorias T4y, Ty + 1o, Th + 1o + T3, .. .,
simula entonces los tiempos de ocurrencia de eventos que ocurren aleatoria-
mente en el tiempo. Llamemos X; al niimero de eventos que ocurren hasta el
tiempo ¢. Entonces, el evento [X; = 0] ocurre si y s6lo si T} > ty, para k € N,
el evento [X; = k] ocurresiy solosi Th+.. . +T, <ty Ti+...+Tp+Tg1 > t.
Es decir:

Xt:min{i eEN|YILT >t} 1
es una variable aleatoria con distribucién Poisson de pardmetro At.

De acuerdo con el ejemplo VIIL.34, cada variable aleatoria T puede ge-
nerarse mediante una variable aleatoria U; con distribuciéon uniforme en el
intervalo (0, 1), definiendo T}; = —% InUj. De esta forma, si Uy, Us, ... es una
sucesion de variables aleatorias independientes, todas ellas con distribucion

uniforme en el intervalo (0,1), y A en un numero real positivo, entonces la
variable aleatoria

X:mfn{i6N|E§:1—%anj>1}—1

tiene distribucién Poisson con parametro A.
Finalmente, obsérvese que:

X:min{z’eN\Z;‘.:l—§1nt>1}—1

:min{iEN\—%lnnj-:lUj >1}—1

{
{

P€N I Uy < —Ap -1

min
i

min

z‘eN\Hj.:lUj<e*A}—1
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VIII.9 EJERCICIOS

Ejercicio VIII.1. En una parada de autobis, el tiempo de llegada de éste
se distribuye uniformemente en el intervalo que va de las 7:00 a las 7:15 hrs.
y el siguiente autobis pasa exactamente 15 minutos después del primero. Si
el tiempo de llegada de una persona a esa parada se distribuye uniformemente
en el intervalo que va de las 7:10 a las 7:15 hrs. SiT es el tiempo que espera
la persona, desde que llega a la parada hasta que pasa un autobis, encuentre
la distribucion de T.

EJErcicio VIIL.2. Sea X una variable aleatoria con distribucion uniforme
en el intervalo (0,1). Encuentre una funcion de densidad de Y =1 — v/ X.

EJercicio VIIIL.3. Sea X una variable aleatoria con distribucidn uniforme
en el intervalo (—1,1). Encuentre una funcion de densidad de a) Y = |X| y

b) Z = X2.

EJercicio VIII.4. Sea X una variable aleatoria distribuida uniformemente
en el intervalo (—g, %) Encuentre la funcion de distribucion y una funcion

de densidad de Y = cos(X).

EJErcICcIO VIIL.5. Sea A un evento que puede ocurrir en algin momento
entre los tiempos 0 y T de tal manera que la probabilidad de que ocurra
es igual a p y, en caso de que ocurra, si X es el tiempo en el cual ocurre,
entonces X tiene distribucion uniforme en el intervalo [0, T]. Sabiendo que el
evento A no ha ocurrido hasta el tiempo t € (0,T), encuentre la probabilidad
de que A ocurra en el intervalo (t,T)].

EJjERcicIO VIII.6. Sea X wuna variable aleatoria con distribucion normal de
pardmetros i y 0. Encuentre P[|X — u| < o).

EJercicio VIIL.7. Supongamos que el peso, X, de una persona, que se se-
lecciona al azar de una determinada poblacion, se distribuye mormalmente
con pardmetros yu y 0. Si P[X <70] = 4 y P[X < 60] = &, encuentre p1, o
y P[X > 80]. ;Qué porcentage de la gente de la poblacion que pesa al menos
80 kilos, pesa mds de 90 kilos?

EJErcicIO VIII.8. Sea X una variable aleatoria distribuida normalmente
con pardmetros =1 y 0? = 4. Encuentre P [5 <X?41< 10].
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Esercicio VIIL.9. Se ha determinado que en una determinada region la
precipitacion anual de lluvia tiene distribucion normal. Si las estadisticas
muestran que en el 15% de los casos la precipitacion ha sido de mds de 45
pulgadas y en el 3% ha sido de menos de 30 pulgadas, cudl es la probabilidad
de que en los prorimos b anos, por lo menos en uno de ellos la precipitacion
sea de mds de 50 pulgadas?

EJercicio VIII.10. En una fdabrica se producen componentes electronicos
cuyo voltaje tiene distribucion normal de pardmetros p y o®. El departamento
de control de calidad checa los componentes y todos aquellos con un voltaje
menor o igual a b son rechazados. Encuentre la distribucion del voltaje de
los componentes que pasan el control de calidad.

EJercicio VIII.11. Sea X wuna variable aleatoria con distribucion bino-
mial de pardmetros n = 1000 y p = 0.3. Utilice el teorema de de Moivre-
Laplace para estimar P [X = 310]. Encuentre ademds el valor exacto de
esa probabilidad y compare los resultados. Con los mismos datos, estime

P 280 < X < 310].

EJjercicio VIII.12. Supongamos que la probabilidad de que un recién naci-
do sea hombre es igual a 0.515. Estime la probabilidad de que entre 10000
recién nacidos, haya mds hombres que mujeres.

EJercicio VIII.13. Un cierto tipo de semilla tiene una probabilidad de ger-
minar igual a 0.8. Estime la probabilidad de que, en un paquete de 1000 se-
millas, por lo menos el 656% germinard.

Eisercicio VIII.14. Estime la probabilidad de que al lanzar 10000 veces un
dado se obtengan por lo menos 1680 1°s.

EJErcicio VIII.15. Estime el mds pequeno numero natural k tal que la
probabilidad de que el nimero de soles que se obtienen en 1000 lanzamientos
de una moneda esté comprendido entre 480 y k, inclusive, sea mayor que 0.6.

EJercicio VIII.16. Supongamos que el tiempo de vida, en horas, de un
cterto producto tiene distribucion exponencial con pardmetro X = %. Con-
sideremos una poblacion compuesta por 100 de esos productos y sea X el
numero de productos en la poblacion que duran mds de 50 horas. Estime
P X > 40].
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EJercicio VIIIL.17. Utilice el teorema de de Moivre-Laplace para estimar
el mds pequeno valor de n con la propiedad de que al lanzar n veces una
moneda, la probabilidad de que el porcentaje de las veces en que se obtiene
sol esté comprendido entre 49% y 51% sea mayor o igual a 0.95.

EJsercicio VIII.18. Las bombillas o focos producidos en una cierta fabrica
tienen un tiempo de vida que se distribuye exponencialmente y se sabe que
el 50 % de los focos que se producen tienen un tiempo de vida mayor a 1000
horas. Estime la probabilidad de que entre 1000 focos, seleccionados al azar
de la produccion de esa fdbrica, haya mds de 275 con un tiempo de wvida
supertor a 2000 horas.

EJERcCICIO VIII.19. Sea X una variable aleatoria con distribucion exponen-
cial de pardmetro X y supongamos que P [X > 10] = % Encuentre un nimero
t tal que P[X > t] =0.9.

EJERcICIO VIII.20. La vida de una particula radioactiva se modela frecuen-
temente con una distribucion exponencial y se define la vida media de la par-
ticula como el tiempo que transcurre hasta que la radioactividad de la parti-
cula se reduce a la mitad. Si la vida media del uranio es de 7.13 x 10™8 asios,
determine el tiempo que se requiere para que la radioactividad de una masa
de uranio se reduzca un 90%.

EJercicio VIIL.21. Supongamos que se tiene un nidmero muy grande de
particulas radioactivas, cada una de las cuales tiene un tiempo de estabiliza-
cion que se distribuye exponencialmente con pardmetro \. Si la mitad de las
particulas se estabiliza durante el primer sequndo, jcudnto tiempo se requiere
para que se estabilice el T5% de ellas?

EJjercicio VIIL.22. Sea T una variable aleatoria absolutamente continua
con funcion de densidad continua y tal que, para cualquier par de niumeros
reales positivos s y t, se tiene:

PT>t+s|T>t]=P[T>s]
Demuestre que T tiene distribucion exponencial.

EJercicio VIIL.23. Una cierta mdquina funciona bien inicamente si por lo
menos 3 de sus 5 motores funcionan. Cada motor opera independientemente
de los otros y el tiempo T que permanece funcionando tiene como funcion
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de densidad a f(x) = xe™™ para x > 0. Asumiendo que los 5 motores se
ponen a funcionar al mismo tiempo, encuentre la distribucion del tiempo que
la mdquina funciona bien.

Esercicio VIIL.24. El tiempo, en horas, que le toma a un técnico reparar
una mdquina tiene distribucion exponencial con pardmetro A = 2. ;Cudl es
la probabilidad de que ese técnico pueda reparar 3 mdquinas en menos de 2
horas?

EJERCICIO VIII.25. SeaY = (X —3)2+1, en donde X es una variable alea-
toria con distribucion gama de pardmetros o =2 y A. Encuentre P[Y > 5].

EJjercicio VIIL.26. Sea X wuna variable aleatoria con distribucion gama de
pardametros o y A. Encuentre la distribucion de Y = cX, en donde c es una
constante positiva.

EJjercicio VIIL.27. Supongamos que la vida en horas de cada ldmpara, de
una cierta clase, es una variable aleatoria T con funcion de densidad dada
por:

frt) =

2 sit>100

0 en otro caso

¢ Cudl es la probabilidad de que de 4 de esas lamparas, a) ninguna tenga
que ser sustituida durante las primeras 150 horas de uso? y b) las 4 tengan

que reemplazarse durante las primeras 150 horas de uso?

EJsercicio VIIL.28. Un experimento aleatorio consiste en seleccionar, al
azar, un punto al interior del tridngulo formado por la recta y = —x + 1
y los ejes coordenados. Sea Y la distancia del punto seleccionado al eje y.
Encuentre una funcion de densidad de Y .

EJercicio VIII.29. Un experimento aleatorio consiste en seleccionar, al
azar, un punto sobre la base AB de un tridngulo equildtero ABC cuyos lados
miden 2 unidades cada uno. Sea X la distancia del punto seleccionado al
vértice C'. Encuentre una funcion de densidad de X .

EJsercicio VIIL.30. Un experimento aleatorio consiste en seleccionar, al
azar, un punto (z,y) del cuadrado 0 < x < 1,0 <y < 1. Sea X la dis-
tancia del punto seleccionado al origen. Encuentre una funcion de densidad

de X.
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EJercicio VIII.31. Un experimento aleatorio consiste en seleccionar, al
azar, un punto (x,y) del cuadrado 0 < x < 1,0 <y < 1. Sea Z la su-
ma T + y. Encuentre una funcion de densidad de Z.

EJercicio VIII.32. Un experimento aleatorio consiste en seleccionar, al
azar, un punto en el interior del cuadrado 0 < x < 1,0 <y < 1. Sea X
la distancia del punto selecctonado a la diagonal de pendiente 1. Encuentre
una funcion de densidad de X.

EJsercicio VIIL.33. Un experimento aleatorio consiste en seleccionar, al
azar, un punto en el interior del rombo de vértices (0,1), (2,0), (0,—1) y
(—=2,0). Sea X la distancia del punto seleccionado a la diagonal menor del
rombo. Encuentre una funcion de densidad de X .

EJercicio VIIL.34. Dos personas A y B juegan el siguiente juego: cada
persona elige al azar, de manera independiente de la otra, un punto sobre el
intervalo (0,1). Si la distancia entre los dos puntos seleccionados es menor
que una cantidad d, fija de antemano, el juego es ganado por A; de otra
manera, el juego es ganado por B. Encuentre el valor de d para el cual ambas
personas tienen la misma probabilidad de ganar el juego.

EJsercicio VIIL.35. Sea X wuna variable aleatoria continua con funcion de
densidad f. Encuentre una funcion de densidad de Y = aX + b, en donde
a Yy b son constantes y a # 0. Aplique el resultado al caso en que X tiene
distribucion uniforme en el intervalo (0,1).

EJERCICIO VIII.36. Sea X una variable aleatoria continua, no negativa, con
funcion de densidad f. Encuentre una funcién de densidad de Y = V'X.
Aplique el resultado al caso en que X tiene distribucion gama con pardme-
tros a y A.

EJercicio VIIL.37. Sea X una variable aleatoria continua con funcion de
densidad f. Encuentre una funcion de densidad de Y = |X|. Aplique el
resultado al caso en que X tiene distribucidn a) normal con pardmetros p y
o2 y b) uniforme en el intervalo (—1,2).

EJsercicio VIIL.38. Sea X wuna variable aleatoria continua con funcion de
densidad f. Encuentre una funcion de densidad de Y = eX. Aplique el resul-
tado al caso en que X tiene distribucion a) normal con pardmetros u y o y
b) gama con pardmetros o y .
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Eisercicio VIIL.39. Un funcion de densidad f, de una variable aleatoria
continua X, estd dada por la formula siguiente:

cx? si0<x<1
flx)=49 § sil<z<?2
0 en otro caso

en donde ¢ es una constante. Encuentre una funcion de densidad de la va-
riable aleatoria Y = (1 — X)%

EJercicio VIIIL.40. Muestre con un ejemplo que si X no es continua en-
tonces la distribucion de Fx(X) no necesariamente es uniforme.

EJjErcicio VIII.41. Sea X una wvariable aleatoria con funcion de distri-
bucion Fx, continua y estrictamente creciente, y definamos la funcion d :
(0,1) — R mediante la relacion:

d(t) =inf{s e R: Fx(s) >t}
Demuestre que d es la inversa de Fx.

EJercicio VIII.42. Demuestre directamente que st Y tiene distribucion
uniforme en el intervalo (0,1), entonces, dado X > 0, —%lnY tiene dis-
tribucion exponencial con pardmetro .

EJercicio VIII.43. Demuestre directamente que si Y tiene distribucion

uniforme en el intervalo (0,1), entonces, dado p € (0,1), Hlnl(q)_/p)ﬂ tiene
distribucion geométrica con pardmetro p, en donde [[x]] es el mayor entero

menor o igual a x.

EJeRrcicio VII1.44. Demuestre directamente que sip € (0,1), A = —In(1—
p) y Z es una variable aleatoria con distribucion exponencial de pardmetro
A, entonces, [[Z]] tiene distribucion geométrica con pardmetro p, en donde
[[z]] es el mayor entero menor o igual a x.

EJercicio VIII.45. Demuestre directamente que st Y tiene distribucion
uniforme en el intervalo (0, 1), entonces, dado A > 0:

e(Y) :fnf{j €{0,1,.. }: 0] A >Y}

tiene distribucion Poisson con pardmetro .



IX. ESPERANZAS

El principio fundamental de mi método consiste en que, en
los juegos de azar, el valor de la suerte o de lo que espera
cada jugador es precisamente lo que requeriria tener para
que, jugando sin ventaja ni desventaja, tuviera una suerte
o una espera similar. Por ejemplo, si alguien esconde tres
monedas en una mano y siete en la otra y me deja esco-
ger una de las dos alternativas, esta ventaja es para mi lo
mismo que si me diera cinco monedas, porque con cinco
monedas me encontraria en el caso de tener la misma espe-
ra para tres o para siete monedas en un juego sin ventaja
ni desventaja.

JACQUES BERNOULLI

EN ESTE CAPITULO se estudia uno de los conceptos basicos de la teoria de
la probabilidad, el de esperanza de una variable aleatoria. Su importancia es
comparable con la del concepto mismo de probabilidad de un evento. De he-
cho, el concepto de esperanza y el de probabilidad surgen en forma paralela
cuando, a mediados del siglo XV1I, se inicia la teoria de la probabilidad como
disciplina matemética. Es Christiaan Huygens quien introdujo este concepto
en su libro “Du calcul dans les jeux de hasard”, publicado en el afio 1657. En
esa época, Blaise Pascal y Pierre de Fermat habian resuelto algunos proble-
mas de probabilidad, con métodos que sentarian las bases para el desarrollo
de una nueva disciplina matemética, el calculo de probabilidades. Huygens
resolvié, con sus propios métodos, los problemas que antes habian resuelto
Pascal y Fermat y algunos otros mas. Uno de los aspectos interesantes de
la metodologia utilizada por Huygens es que en ningtin momento se conside-
ran ahi probabilidades de eventos, todas las soluciones estan basadas en el
calculo de esperanzas, lo cual hacia ver ya que este concepto podia tomarse
como primario, previo incluso al de probabilidad de un evento, y a partir
de él desarrollar la nueva disciplina. La historia no fue de ese modo pues el
concepto que prevalecié como primario fue el de probabilidad. Sin embargo,

311
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la historia misma mostraria més adelante que esta dualidad de importancia,
entre el concepto de esperanza y el de probabilidad, que se dio al inicio del
desarrollo de la teoria de la probabilidad como disciplina matematica, tenia
fuertes raices pues al evolucionar el concepto de probabilidad, hasta fusio-
narse con el de medida en los primeros anos de este siglo, resulté palpable la
estrecha relacién entre ambos conceptos, de tal manera que, efectivamente,
cualquiera de los dos puede tomarse como punto de partida, quedando inmer-
sos uno dentro del otro. Esto tltimo ya no tnicamente dentro del contexto
de la teoria de la probabilidad, sino dentro del contexto mas amplio de la
teoria de la medida, en donde el concepto de probabilidad corresponde al de
medida y el de esperanza al de integral.

Como motivacion de la definicién de la esperanza, se expone a continua-
cién su formulacién basada en la idea de juego justo, siguiendo el trabajo
original de Huygens.

DEFINICION IX.1 (Juego justo) Consideremos un juego con un nimero fi-
nito de participantes, de tal manera que uno de ellos resultard el ganador,
determindndose quién, de manera especifica, con base en el resultado de un
experimento aleatorio £. Diremos entonces que este juego es justo si puede
ser considerado como combinacion de juegos en cada uno de los cuales ocurre
alguna de las siguientes dos situaciones:

1. Si para un participante hay una probabilidad p de ganar una cantidad
x, entonces para cualquier otro participante hay la misma probabilidad
p de ganar x.

1. St para un participante hay una probabilidad p de ganar una cantidad
x, entonces hay la misma probabilidad p de perderia.

DEFINICION IX.2 (Valor de un juego) Consideremos un juego en el cual par-
ticipa una persona @Q, de tal manera que, dependiendo del resultado de un
experimento aleatorio £, Q) tiene la posibilidad de ganar algin valor. El valor
del juego para Q es una cantidad x, la cual puede ser negativa, tal que existe
un juego justo que le ofrece a @ las mismas posibilidades de ganar que el
juego original y en el cual paga la cantidad = por participar.*

'Esta, definicién requeriria de la demostracion de que tal niimero , en caso de existir,
es Unico. Sin embargo, como no se trata aqui de desarrollar una teoria del valor de juegos,

no se abunda sobre este tema. La definicién tiene por tunico objeto la motivacion de la
definicién de esperanza que se da més adelante.
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EJEMPLO IX.3. Sea £ un experimento aleatorio cuyos posibles resultados
son equiprobables, A1, ..., A, una particion del correspondiente espacio mues-
tral y x1,...,xy n niumeros reales. Supongamos que una persona @ participa
en un juego consistente en la realizacion del experimento aleatorio £, de tal
manera que si ocurre el evento A; entonces recibe x; pesos. ;Cudl es el valor
de este juego para Q¢

Solucién

Sea r; el nimero de elementos que tiene A; y supongamos que hay n
grupos de personas de tal manera que el i-ésimo grupo estd formado por r;
personas y que Q) forma parte del n-simo grupo. Consideremos entonces un
juego entre esas N = r1 + --- + ry, personas, consistente en la realizacion
del experimento &, de tal manera que, en una relacion uno a uno, se asocia
con cada una de las personas del i-ésimo grupo un elemento del evento A;.
Se conviene que cada una de las personas paga una cierta cantidad x por
participar en el juego y quien lo gane recibe toda la cantidad acumulada al
inicio, es decir, Nx. Evidentemente, éste es un juego justo. Supongamos
ademds que @ conviene con cada una de las personas del grupo i que en
caso de que alguna de las dos gane el juego, el ganador dard al otro x; pesos.
Claramente, con esta nueva consideracion, el juego sigue siendo justo. De
acuerdo a lo establecido, en caso de que Q gane el juego recibe Nx — rixq —
- = Tp—1Tp—1 — (rn — 1)z, pesos. Si tomamos x de tal manera que esta
ultima cantidad resulte ser igual a x,, entonces se tendrd un juego justo en
el cual QQ recibe x; pesos cuando ocurre el evento A;, es decir se tendrd un
juego justo que ofrece a Q) las mismas posibilidades de ganar que el juego
original. Por participar en este juego, QQ debe pagar x pesos, en donde  es

solucion de la ecuacion:

Nx —rzy — - —rp_12p_1 — (rn — Day, = x4
Resolviendo ésta, se obtiene:
rrit4rntn

1
rit+rn o 7”1+"'+7"nx1

Tn
+ + rit-+rn Ln

€r =

Por lo tanto, el valor del juego para Q es x =Y -

1=
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IX.1 ESPERANZA DE VARIABLES ALEATORIAS DISCRETAS

Consideremos un experimento aleatorio £, con espacio muestral €2, y cuyos
posibles resultados sean equiprobables. Sea X : €2 — R una variable aleatoria
discreta cuyos posibles valores formen un conjunto finito {zi,...,z,}. En-
tonces, los eventos 4; = [X = z;], con 1 < i < n, constituyen una particion
de Q2. Cada posible valor z; de X puede pensarse como una cantidad que
se recibe si ocurre el evento A;. De manera que X representa un juego del
tipo que se considera en el ejemplo IX.3. El valor de este juego, que puede
entonces definirse como el valor de X, esta dado por > 1" ; z; P [X = z;].

En general, dada una variable aleatoria discreta X, parece dificil encon-
trar “su valor” mediante la definiciéon de un juego justo que ofrezca las mis-
mas posibilidades de ganancia que el juego definido por X como se describi6
en el parrafo anterior. Si embargo, la féormula que se obtiene en el caso par-
ticular considerado en el ejemplo IX.3 puede servir como motivacién para la
siguiente definicion:

DEFINICION IX.4 (Esperanza de variables aleatorias discretas) Sea X una va-
riable aleatoria discreta y sean x1,Ta,... sus posibles valores. Se dice que X
tiene esperanza finita si la serie Y, || P [X = x| es convergente y, en ese
caso, se define la esperanza de X, E [X]|, mediante la relacion:

E[X] = Yy ouP [X = 2

Los siguientes dos ejemplos ilustran dos de los métodos que se utilizan
para evaluar la sumatoria ), ;P [X = ] en el caso de variables aleatorias
que admiten como posibles valores tinicamente enteros no negativos.

EJEMPLO IX.5. Sea X wuna variable aleatoria con distribucion binomial de
parametros n y p. Encuentre E [X].

Solucion
B[X] =3, _gaP[X =] =31 _oz(})p* (1 —p)" "
= o TP (L= p)" " = 0 et (L= p)"
= np > e = p) T =g S, (Gt (1 - p)n e
=np 35Ty ()Pt (1—p)" T = mp
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EJEMPLO IX.6. Sea X una variable aleatoria con distribucion Poisson de
pardmetro \. Encuentre E [X].

Solucién
o0 00 k,—X\ _ n k—1
E[X] =Y 2 kP[X =k = Y22 ki = Ae S By
0o k —
:)\e_A% k:1%:)‘€ ’\%(eA—l):)\ A

La siguiente proposicién establece un método, en ocasiones més simple
que la aplicaciéon directa de la definicién, para calcular esperanzas de varia-
bles aleatorias discretas cuyos posibles valores son tinicamente valores en-
teros.

PROPOSICION IX.7. Si X es una variable aleatoria discreta que toma tini-
camente valores enteros, entonces:

Z{x:x>0} ‘er(x) = 23030:1 P [X > .’L']
Z{x:x<0} ‘.%" fx(l') = Z;O:I P [X < —(L‘]

Demostracién
=Y e PIX =a]+ 30, P[X =a]+
=P[X>1+P[X>2]+.-=37,P[X >a]

D fwa<oy [Tl fx (@) = 32020 |2 P[X = a
=P[X=-1]42P[X=-2]+---
=) o PX =2+ X2, P[X =—a]+ -
=P X<-1|+P[X<-2]4---=>72,P[X < —z [ |

COROLARIO IX.8. Sea X wuna variable aleatoria discreta que toma inica-
mente valores enteros. Entonces X tiene esperanza finita si y sdlo si las se-
ries Y oo P[X > x| y > o2 | P[X < —x] convergen. Ademds, en ese caso,
se tiene:

EX]=372 PX>a] =37, PIX < 7]

EiempPLO [X.9. Sea X wuna variable aleatoria con distribucidon geométrica
de parametro p. Encuentre E [X].

Solucién 1
E[X]:Ziozlp[XZx] :ZOO (1_p)x: ;P

r=1
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[X.2 ESPERANZA DE VARIABLES ALEATORIAS
ABSOLUTAMENTE CONTINUAS

DEFINICION IX.10 (Esperanza de variables aleatorias absolutamente continuas)
Sea X una variable aleatoria absolutamente continua con funcion de densi-
dad fx. Se dice que X tiene esperanza finita si la integral [~ |z| fx (x)dx
es finita y, en ese caso, se define la esperanza de X, E[X], mediante la
relacion:

BX] = [, afx(2)dz

EsempPLO IX.11. Sea X una variable aleatoria con distribucion gama de pa-
rametros o y \. Encuentre E [X].

Solucion
E [X] = ffooo fo(fE)dCL’ = F?Z) fooo .TEOCG_)‘xdq; = )\%(a) f(]oo yae—ydy
_Tla4l) _ «a
 A(a) A

EJEMPLO IX.12. Sea X wuna variable aleatoria con distribucion normal de
pardmetros j1 y 0. Encuentre E [X].

Solucién

E [X] = foooo HJfX(.I')d.%' == 1271_ f—oooo me_if(x_M)Qdm

- [

1 .2
= = |2y + e 22V dy

g

__1_ .2 1 .2
= g Seve T dy + e [ e Ay =

o oV 2

IX.3 ALGUNAS IDEAS ERRONEAS

Eventualmente surgen algunas ideas erréneas con relaciéon al concepto de
esperanza. Dos de ellas provienen de que a la esperanza de una variable
aleatoria X se le llama también su valor esperado, término que sugiere dos
cosas, primero, que la esperanza de X coincide con alguno de sus posibles
valores, segundo, que la esperanza de X es, efectivamente, el valor que se
espera obtener al realizar el experimento aleatorio.

La primera de esas ideas erréneas es muy simple de aclarar, basta, por
ejemplo, con considerar una variable aleatoria X con distribucién binomial
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de pardmetros n y p, en donde np no es un numero entero. En ese caso, la
esperanza de X, np, no coincide con alguno de sus posibles valores.

La segunda de esas ideas erréoneas esté relacionada con la primera pues si
la esperanza de una variable aleatoria no coincide con alguno de sus posibles
valores, entonces no se puede esperar obtener ese valor al realizar el expe-
rimento aleatorio. Sin embargo, si se precisa de manera adecuada lo que se
entiende por “el valor que se espera obtener” esta segunda idea errénea con-
tiene algo de verdad. Para aclarar esto, consideremos una variable aleatoria
discreta X cuyo conjunto de posibles valores sea finito, digamos {x1, ...,z }.
Supongamos ahora que el experimento aleatorio respecto al cual esta defini-
da X se repite n veces, obteniéndose X como valor de X en la realizacion

nimero k. El promedio X de los valores que se obtienen para X estid dado
X4t X,

- :
Por otra parte, en cada una de las realizaciones del experimento, el valor

entonces por X =

de X es alguno de sus posibles valores. Para k € {1,...,m}, sea ny el nimero
de veces que se obtiene, como valor de X, el resultado x;. Se tiene entonces:

Xi++ Xy =mxr + -+ Ny
De manera que:

YV _ i+t Nm Ty ny e N,
X = mfimin = gy I+ + T

Ahora bien, el cociente 7+ es la frecuencia relativa con la que X toma
el valor xj, de manera que, si tomamos la interpretacién frecuencial de la
probabilidad, se esperaria que, cuando n es grande, dicho cociente se parezca
a la probabilidad P [X = xj], obteniéndose asi:

X~mP[X =2+ +2,P[X =12, = E[X]

De esta manera llegamos a la conclusién de que la esperanza de X represen-
ta el promedio de los valores que toma la variable aleatoria cuando el experimento
aleatorio se repite muchas veces. La esperanza de X no es entonces el valor que
se espera obtener para X, pero si el valor que se espera obtener en promedio.
Esta interpretaciéon de la esperanza de una variable aleatoria X sera analiza-
da en el segundo volumen de este libro a la luz de la ley débil de los grandes
nameros.

Obsérvese que, independientemente de que se tome el punto de vista
frecuentista, la esperanza de una variable aleatoria discreta X, de acuerdo
a su definicién, es un promedio ponderado de sus diferentes posibles valores,
de tal manera que al valor zj, se le asigna el peso P [X = xi].
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Otra idea errénea que suele tenerse con relacion al concepto de esperanza
es que su valor es igual, o por lo menos esté cercano, a un valor x de X para el
cual fx(z) es un méximo. Esto ocurre con algunas de las distribuciones mas
conocidas, por ejemplo en los casos de las distribuciones binomial, Poisson
y normal. Sin embargo, considérese por ejemplo el caso de una variable alea-
toria X con distribucién geométrica de pardmetro p = 1—00 El valor maximo
de fx(x) se obtiene cuando z = 0, pero E [X] = 99. De la misma manera,
considérese el caso de una variable aleatoria X con distribucién exponencial
de parametro A\ = 1(1)—0. El valor méaximo de fx(z) se obtiene cuando = = 0,
pero E [X]| = 100.

El siguiente ejemplo muestra que incluso puede darse el caso en que la
esperanza de una variable aleatoria coincida con su valor menos probable.

EJEMPLO IX.13. Sea X una variable aleatoria con funcion de densidad dada
por:

N(3N+2 j2N —2) size{0,...,N -1}
fx(x) = N(3N+2)x six € {N,...,2N}
0 en otro caso

en donde N es un nimero entero positivo.

Obsérvese que el valor x de X para el cual la probabilidad P [X = x| es
minima corresponde a x = N. Ademds, como se muestra en la figura de
abajo, la grdfica de fx es simétrica alrededor de x = N.

0.12% o
0.08%
0.06é o
0.045

0.02 ]

Ficura IX.1
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La simetria de la funcion fx alrededor de x = N hace que E[X] = N.
En efecto:

N- N
E[X] = yangy Laco (2N — 2) + yangy Loy @

 LAN41)(N=1) | 1 (N41D)(14N+1)
=6 3Ntz 1t 3N12 =N A

Por tltimo, debe mencionarse que si una variable aleatoria X representa
la ganancia en un cierto juego, debe tenerse cuidado en la interpretaciéon de
su esperanza como lo que se tiene que pagar por el juego para que resulte
justo. El siguiente ejemplo es ilustrativo al respecto.

EJEMPLO IX.14 (Paradoja de San Petersburgo) Consideremos un juego con-
sistente en la realizacion de lanzamientos consecutivos de una moneda, de tal
manera que el juego se termina en el momento en que se obtenga por primera
vez dguila o, en caso de no obtenerse dguila previamente, en el momento en
que se hayan hecho N lanzamientos, en donde N es un niumero entero posi-
tivo fijo. Supongamos que usted participa en dicho juego, estableciéndose que,
st se obtiene dguila por primera ocasion en el k-ésimo lanzamiento, entonces
recibird 2% pesos. Llamando X a su ganancia en el juego, se tiene:

L siz=2F ke{l,...,N}
fx(@) =% 5% siz=0

2
0 en otro caso

[\~

E[X]= Y0, 24 =N

Interpretando a la esperanza como el precio que se tiene que pagar por
participar en el juego de tal manera que resulte justo, usted tendria que pagar
N pesos por participar en él.

Consideremos ahora un juego especifico, en donde N = 1,000, 000. Segin
lo establecido anteriormente, pagando un millon de pesos por participar en el
juego, resultaria justo. Si se estableciera que usted paga tunicamente 500, 000
pesos por participar en dicho juego, resulta entonces que éste le seria favora-
ble. ;Aceptaria usted participar en esas condiciones?

Obsérvese que para obtener una ganancia neta al participar en el juego,
se requeriria que se obtuviera dguila por primera vez después del lanzamiento
numero 18 y la probabilidad de que esto ocurra es igual a 2—%94—2.%0—}—- . -—0—2%, <
2% = 3.8147 x 1075, La conclusion parece ser entonces que, ante la proba-
bilidad tan pequena de obtener una ganancia neta, es practicamente sequro
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que se perderian los 500000 pesos que se pagan y entonces el juego pareceria
mds bien desfavorable para usted. sFEs errénea entonces la interpretacion que
estamos dando a la esperanza?

La aparente contradiccion entre la interpretacion que estamos dando a
la esperanza y el razonamiento previo se resuelve si recurrimos a la inter-
pretacion de la esperanza de una variable aleatoria como el promedio de los
valores que toma esa variable aleatoria cuando el correspondiente experimen-
to aleatorio se repite muchas veces, pues de esa manera lo justo del juego
puede interpretarse en el sentido de que, en promedio, se gana lo mismo que
se pierde al participar en él. De manera que, efectivamente, el juego resulta
ser justo siempre y cuando se juegue un numero considerablemente grande
de veces.

En el caso del juego especifico planteado en el ejemplo, pagando 500000
pesos por participar en €él, se tendria un juego que le es favorable, siempre y
cuando estuviera usted en posibilidad de jugarlo el nimero de veces suficiente
que le permitiera, por lo menos, recuperar sus pérdidas de los juegos previos.
Por ejemplo, dado que la probabilidad de obtener una ganancia neta en un
Juego es aprorimadamente igual a 2%, lo cual significa que en promedio se
obtendrd una ganancia neta en uno de cada 2'® juegos, el nimero de juegos
que tendria usted que jugar para esperar temer una ganancia, después de
haber compensado sus pérdidas, deberia de ser considerablemente superior a
218 Evidentemente entra aqui, por lo menos, la limitacion de la fortuna que
usted posee, la cual sequramente no le permite tener la posibilidad de jugar
tal cantidad de juegos pagando 500000 pesos por participar en cada uno de
ellos. Pero, si dispusiera de tan fabulosa fortuna, a la larga estaria usted
ganando, en promedio, 500000 pesos en cada juego.

IX.4 DEFINICION GENERAL DE LA ESPERANZA

Las definiciones IX.4 y IX.10 permiten calcular la esperanza de una variable
aleatoria discreta o de una variable aleatoria absolutamente continua, pero
no todas las variables aleatorias son de ese tipo, un caso asi lo vimos en
el ejemplo VIIL.32. Se hace necesario entonces contar con una definiciéon
general de la esperanza que permita su calculo en cualquier caso y también
para poder estudiar sus propiedades generales.
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Una definicion general de la esperanza de una variable aleatoria se obtiene
con base en una generalizacion de la proposiciéon IX.7, asi como del corolario
IX.7, las cuales se obtienen a continuacion:

ProposICION IX.15. Si X es una variable aleatoria discreta mo negativa
con funcion de densidad fx, entonces:

fO X > JI d.CU - Z{xGVX x>0} 'er( )

en donde Vx es el conjunto de posibles valores de X.

Demostracion

JEPIX > alde = [ 5 evense) fx @)da
= Jo" X yeviewsoy Loy (@) fx (y)dz
= D (yeva=0t Jo Loy (@) fx (y)da
=D [yevi >0} yfx(y) n

COROLARIO IX.16. Sea X una variable aleatoria discreta mo negativa, en-
tonces X tiene esperanza finita si y solo sz' la integml fooo [X > z|dx con-
verge. Ademds, en ese caso, se tiene E[X fo (X > x| dz

PROPOSICION IX.17. 57 X es una variable aleatoria absolutamente continua
no negativa con funcion de densidad fx, entonces:

JoSPIX >alde = [[°afx(x)de
Demostracién
JoT PIX > alde = [7 [7 fx(y)dydz
= 57 Jo fx)dady = [ yfx(y)dy n

COROLARIO IX.18. Sea X una variable aleatoria absolutamente continua
no negativa, entonces X tiene esperanza finita si y solo si la integral

S PIX > a]de
converge. Ademds, en ese caso, se tiene: E[X] = [[* P[X > a]dux.

Obsérvese que, dada cualquier variable aleatoria no negativa, la funcién
x +— P[X > z] esta acotada y es monétona, por lo tanto, de acuerdo con el
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teorema 41 del Apéndice, es Riemann integrable en cualquier intervalo finito,
de manera que la integral:

fo (X > x]dx

siempre estd definida (pudiendo ser igual a c0).

Los corolarios IX.16 y IX.18 muestran que la esperanza de una variable
aleatoria no negativa X, de esperanza finita, se puede calcular, tanto en el
caso dibcreto como en el caso absolutamente continuo, mediante la férmula

fo [X > z]dx. Ademas, la integral fo [X > z]dx esta bien
deﬁmda no soélo en los casos discreto y absolutamente continuo. Esto sugiere
que se pueda utilizar la misma férmula para definir la esperanza de cualquier
variable aleatoria no negativa, como se hace a continuacién:

DEFINICION IX.19 (Esperanza de variables aleatorias no negativas) Si X es
una variable aleatoria no negativa, se define la esperanza de X, E[X], me-
diante la formula:

E[X]= [[°P[X > a]dx

DEFINICION 1X.20. Se dice que una variable aleatoria X tiene esperanza
finita si E[|X|] < oo.

PRrOPOSICION IX.21. E[|X|] = [;° P[X > a]dz + f_OOOP[X < z]dx
Demostracién
E[|X[] = [[°P[X|>z]dx = [;°(P[X >a]+ P[X < —z])dx
=[CP[X>a]+ [[°PIX < —a]dx
= [P P[X >alde+ [°_P[X < a]de n

COROLARIO 1X.22. Una variable aleatoria X tiene esperanza finita si y solo
si las integrales [ P[X > x]dx y ffoo P[X < z]dz convergen.

PRroOPOSICION IX.23.
EXT|=[PX>z]lde y E[X]
= fEOOP[X < x]dz.
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Demostracion

E[XT] = [[°PP[XT>z|lde= [°P[X >a]dx
E[X7] = [PP[X™ >alde=[CP[X < —a]lde= [ P[X <az|dc m

COROLARIO [X.24. Una variable aleatoria X tiene esperanza finita si y solo
si XT y X~ tienen esperanza finita.

DEFINICION [X.25. Si X es una variable aleatoria de esperanza finita, se
define la esperanza de X, E[X], de la siguiente manera:

EX]=E[X"-E[X |= [C°P[X >a|de— [°_ P[X <a]da

Obsérvese que, por la proposicion VI.15 y el lema VI.17, P[X < z] =
Fx(x) excepto a lo mas en un conjunto numerable, asi que, por el teorema
43 del Apéndice, ffoo PX <z]dx = f_ooo Fx(z)dz. Ademas, P[X > z] =
1 — Fx(x), asi que entonces se tiene el siguiente resultado:

PRrROPOSICION 1X.26. Sea X wuna variable aleatoria, entonces X tiene espe-
ranza, finita si y solo si [ [1 — Fx(z)]dz < co y fi)oo Fx(z)dx < o0 y, en
ese caso, se tiene:

= [T 1= Fx(x dx—fEOOFX(x)d:U
EiempLO IX.27. Sea X una variable aleatoria con distribucion exponencial

de pardmetro X\ y sea M > 0, Encuentre E [min(X, M)].

Solucién
Sea Z = min(X, M), entonces, como vimos en el ejemplo VIII.32, Z es
una variable aleatoria que no es ni discreta ni continua y se tiene:

0 stz<0 0 s12<0
Fz(z)=¢ P[X<z2 s6i0<z<M ={ 1—e™ s50<2<M
1 stz>M 1 siz>M

Asi que:

= [ L= Fz(2)]dz — [° Fz(—2z—)dy = fOM e Mdz =1 (1 —e M)
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EjeMpPLO IX.28. Sea X wuna variable aleatoria con funcion de distribucion
dada por:

0 stz <0

L 0 <
Fy(x) = s(z+1) si0<z<1

L(z+2) sil<az<?2

1 st x> 2

Encuentre las esperanzas de X y X2,

Solucién

EX)=[P(X >a)de= [y [1 =L@+ D]de+ [P[1 -tz +2)]de
:5f0 —2)dr + % fl —z)dr =1

BE(X?) = [l P(X® > y)dy = [} P(X > /5)dy
:fo[ (\[+1]dy+f1 [1_’\["'2)]
:5f0 VIdy + 5 f1 \/@dy:ﬁ

PROPOSICION IX.29. Sea X wuna variable aleatoria no negativa y conside-
remos la descomposicion Fx = aF$¢ 4+ (1 — ) F%, en donde o € [0,1], F¢
es una funcion de distribucion discreta y F5 es una funcion de distribucion
continua. Sean'Y y Z dos variables aleatorias con funciones de distribucion
Fj‘g y FS, respectivamente. Entonces:

E(X)=aE(Y)+(1-a)E(2)
Demostracién
P X>z]=1-Fx(z)=a+1—a—aFi(z)— (1 -a)F%(z)
—a[l-F{@)]+ (- a) [l - F§(@)]
=aPY >z]+(1—-a)P[Z > x|
Por lo tanto:
JSPX >alde=a f°P[Y >z]lde+ (1—a) [j° P[Z > a]dx
Asi que:
E(X)=aE(Y)+(1—a)E(Z) n

COROLARIO 1X.30. Sea X una variable aleatoria y consideremos la descom-
posicion Fx = aF% + (1 —a) F§, en donde o € [0,1], F& es una funcion
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de distribucion discreta y 'S es una funcion de distribucion continua. Sean
Y y Z dos variables aleatorias con funciones de distribucion Fj‘g y 5, res-
pectivamente. Entonces X tiene esperanza finita si y solo si Y y Z tienen
esperanza finita y, en ese caso, se tiene E(X) =aE (Y)+ (1 —«a) E(Z).

Demostracién
Ji - Fx(@)de = a [ [1 - F4(@)] da+ (1 - o) [;°[1 - F§(a) do
Asi que
ool = Fx(z)]de <oo siysolosi [;°[1—F¢(z)] do < oo
y fo [1— F% ()] de < cc.

[° Fx(z)de =a [° F¢(x)dz + (1 —a) [°_ Fg(z)de
Asi que
ff’oo Fx(z)dr < oo siy soblosi f_ooo Fl(z)dr < 0o
y f_ooo F§ (z)dx < oo. |
Cuando se tiene [(* P[X >z]dz = ooy f_OOOP[X <zldr < oo, se
define E'[X] = oo, mientras que cuando
JoSP[X >alds <oo y f P[X < z]dx =0

se define E [X] = —oo. Cuando ambas integrales sean divergentes, entonces
la esperanza de X no esta definida.

EJEMPLO IX.31. Sea X una variable aleatoria con funcion de densidad dada
por:

sizeN

en otro caso

6
fx () = { =

Encuentre FE [ X].

Solucién
Como X es una variable aleatoria no negativa, se tiene:

E[X]=E[X] =Y afx(@) = 5 Y5, L= oo
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Obsérvese que las probabilidades P [X = x] decrecen a medida que crece
x y sin embargo E [X] = oo.

EjemMpPLO 1X.32. Consideremos una caminata aleatoria simple, tal como fue
descrita en la seccion VIL7, es decir una particula se mueve a saltos sobre la
recta real de tal manera que, comenzando en el origen, en cada intervalo de
tiempo h, la particula salta una distancia d hacia la derecha con probabilidad
/2 0 una distancia d hacia la izquierda, también con probabilidad /2.

Sea R el paso en que ocurre el primer retorno al origen y Z el paso en
el cual se alcanza un valor positivo por primera vez, es decir, R es el mds
pequeno numero natural n tal que S, = 0 y Z es el mds pequeno niumero
natural n tal que S, = d, en donde S, es la posicion de la particula en el
tiempo nh. De acuerdo con los resultados de las secciones VII.7.3 y VII.7T.5,
se tiene:

O o

1 1 (2 .
P[R=2m| =4 z-izn(m) simeN
en otro caso

1 1 (2 .
P[Z=2m1]:{8m—122m($) sim e N

en otro caso

Ahora bien, con base en el corolario VI./8, se tiene:

16800100 Yt (%) = WMo Gt = 1
Asi que,
eriste N € N tal que, para cualquier m > N, se tiene @(2;?) > %
Por lo tanto:
Yot o () = o 2w ()
= S o () 7o > Somen 2yr v > 3yF Lo i = 00

Asi que:
E[R =34 272;;7_1122%(217?) > e 22%(21;“) =
E[Z] = Z;jzl 221m (2::) =00

Obsérvese que, definiendo, para m € N, t,,, = P[R=2m|=P [Z=2m—1],
se tiene:

1 1 2
b _ _zmmrem () @me1)2? @m)lmdDmD)! _ omad o
- 1 1 2m+2\ — 'mIm)! - —
tm+1 WW(Z;%) 2m—1 (2m+2)!m!m! 2m—1



ESPERANZAS 327

Asi que, la sucesion (t,,) es decreciente. Es decir, también en este caso
las probabilidades P [R = 2m] y P [Z = 2m — 1] decrecen a medida que crece
m y sin embargo E [R] = E [Z] = 0. A

Los resultados del altimo ejemplo complementan los resultados sobre ca-
minatas aleatorias que obtuvimos en la seccion VIL.7. Ahi demostramos que,
tanto la probabilidad de que haya una infinidad de retornos al origen, como
la probabilidad de que haya una infinidad de pasos por z = d, es igual a 1.
Ahora podemos agregar que, sin embargo, el ntiumero de pasos que se requie-
ren, en promedio, para obtener el primer retorno al origen, o el primer paso
por z = d, es oo.

EJemMPLO [X.33. Sea X una variable con funcion de densidad dada por:

1 . k
ot =+2" con k € {2,3,...}
_ ) Tl T » )
fx (@) { 0 en otro caso

s Estd definida la esperanza de X ?

Solucién
EXT|=E[X =312, 2k 1 55 = 00. Por lo tanto, la esperanza de X no
estd definida.

EJEMPLO 1X.34. Sea X una variable con funcion de densidad dada por:

0 en otro caso

fx(:c):{ S, size{l,3,.. }U{-2,-4,..}

s Bstd definida la esperanza de X ?

Solucién

6 6 1
E[X"] = ZZ‘LO(% + 1)7ﬂ2(2k+1)2 = 2% 2he0 ThpT =
E[X7| =302 2k ZWQZ,CM_
Por lo tanto, la esperanza de X no estd definida. Esto a pesar de que la

feri)ek%:gozl arfx(zr) = 5 Y00, (~1)* L es convergente, en donde x), =
-1 k.
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[X.5 ESPERANZA DE FUNCIONES DE VARIABLES ALEATORIAS

PROPOSICION 1X.35. Sea X wuna variable aleatoria discreta con funcidn de
densidad fx y g : R+— R cualquier funcion boreliana no negativa. Entonces:

IS Pl9(X) > yldy = X (pevyy 9(2) fx (@)

en donde Vx es el conjunto de posibles valores de X .

Demostracion

a) Jo7P9(X) > yldy = [5° X (evieg(e)=yy [X (@)dy
= Jo" X iwevie fog) W) fx (2)dy
= Y teevir Jo. To.g() () fx (z)dy
=2 (wevy} 9(@) [x (2) m

COROLARIO 1X.36. Sea X wuna variable aleatoria discreta con funcion de
densidad fx y g : R — R cualquier funcion boreliana. Entonces, g(X) tiene
esperanza finita iy solo si ), v |9(z)| fx(x) < 00y, en ese caso, se tiene:

Eg(X)] = Xsevy 9(2) fx (2)

en donde Vx es el conjunto de posibles valores de X.

PRrROPOSICION IX.37. Sea X una variable aleatoria absolutamente continua
con funcion de densidad fx y g : R — R cualquier funcidn boreliana no
negativa (véase la seccion V.7 y la proposicion VI.5). Entonces:

I5° Pla(X) > yldy = [7 g(x) fx(x)dz
Demostracion
a) oS Pla(X) > yldy = [5° [remigiaysyy [x (@)du dy
= o J% Tt ( )[x (z)dx dy
= 220 Jo" To.g(ay) (W) fx (x)dy da
= [* g(@)fx x)dx =

COROLARIO 1X.38. Sea X wuna variable aleatoria absolutamente continua
con funcion de densidad fx y g : R — R cualquier funcion boreliana.
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Entonces, g(X) tiene esperanza finita si y solo si [~ |g(z)| fx(x)dx < oo
Yy, en ese caso, se tiene:

Elg(X)] = [7, 9(2) fx(z)dz

EiemMpPLO [X.39. Sea X wuna wvariable aleatoria con distribucion exponen-
ctal de pardmetro A y sea M > 0. Utilice el corolario 1X.38 para calcular
E [min(X, M].

Solucién
E [min(X, M] = [;° Amin(z, M )e dx = fOM Aze Adz + [ AMe A dx

= L(1— e AMe M) 4 Me MM = L (1— M)

EJEMPLO IX.40. Sea X wuna variable aleatoria con distribucion Poisson de
pardmetro \. Encuentre la esperanza de (1 + X )71

Solucién

7)\)\k+1

_ Ak —AY k
E[1+X)7" =200+ k) e =302, k+i\'_/1\ k0 SEEDT
“Ayk _
:§Zilek3 _A(1_6A>

EjempLO IX.41. La demanda de periddicos que tiene un vendedor tiene dis-
tribucion binomial con parametros n = 300 y p = % Cada periodico lo com-
pra en 3 pesos y lo vende en 4 pesos, pero no se le reembolsa el costo de los
periddicos que compre y no venda. ;Cudntos periodicos debe de comprar de
tal manera que el valor esperado de su ganancia sea mdrimo?

Solucién
Sea m el nimero de periddicos que compra, X el nimero de periddicos
que vende y G(m) la ganancia que obtiene el vendedor. Entonces:

Gm) = {

Ast que:

X-3m—-X) siX<m :{4X—3m st X <m
m si X >m m si X >m
E[G(m)] = X (4k —3m)P [ X = k] +m Y p_, P[X =k
=0 4k —4m)P[X = k] + m Y7 P[X = k]
+mY oy P[X = K]

=m+43 7 (k—m)P[X =k
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Por lo tanto:

E[G(m +1)] - E[G(m)]
=m+1+43 0 (k—m—1D)P[X =k —m -4 (k —m)P[X = k]
=1-43 ' P X =kl=1—-4P[X <m]

Asi que la funcion G(m) crece mientras P[X < m| < i, después de lo
cual decrece. Es decir, la ganancia es mdzrima cuando m es el mds pequeno

nidmero entero tal que P[X <m] > %.
Por el teorema de de Moivre-Laplace, se tiene:

P[X <m]~P

7 < m+0‘5—100]
- /200
3
en donde Z es una variable aleatoria con distribucion normal estandar.
De acuerdo con la tabla de la distribucion normal estdndar, de la pdgina
449, y definiendo ®(z) = P[0 < Z < z|, se tiene:
®(0.67) = P[0 < Z <0.67] =0.2486
®(0.68) = P[0 < Z <0.68] =0.2518

Ademds, de acuerdo con lo expuesto en la seccion VIII.3, para z €
(0.67,0.68):
$(0.68)—®(0.
B(z) =~ (0.67) + LLE-2O6T) (g 67)
= 0.2486 + 9-2018-0-2256 (; _ (.67) = 0.2486 + 0.32 (2 — 0.67)

Asi que ®(z) = 0.25 cuando z = 0.674375.
Por lo tanto:

P

+0.5—100 1 +0.5—100
3 3
es decir, m > 99.5 — 0.674375,/ % = 93.9938
Por lo tanto, el valor esperado de la ganancia es mdximo cuando m = 94.
Aunque este valor se obtuvo aproximando la distribucion binomial mediante

una distribucion normal estdndar, el resultado obtenido es exacto. En efecto,
se tiene:

=0.21374

%)300—k
)’ (2)* " = 02515

PIX <93 =572, () (
PIX <94 =370 () (
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Para m = 94, la ganancia esperada resulta ser:
E[GO4)] =94 -4 (94— k) (%) (D) (2)*F = 89.6642

En general, para encontrar la esperanza de una funcién f de una variable
aleatoria X se puede recurrir a la definicién general de la esperanza, para lo
cual es necesario encontrar la funciéon de distribucion de f(X) o, equivalen-
temente, las probabilidades P [f(X) > y] para cualquier y € R.

EJEMPLO [X.42. Sea X una variable aleatoria con funcion de distribucion
dada por:

0 six<%
1 o
—xr siz<x<?2
F — 10 2 =
x(z) %1’2 s12<zx<3
1 stx >3

Encuentre la esperanza de In X.

Solucién

E(lnX)= [;""P(InX > y)dy — f o P(In X < y)dy

In3
(
= [P P(X > ev)dy — [0, , P(X < e¥)dy

3;P(X>xdx_f};px<x)dm
1
= 13 (L qp)de+ [ 3 (1= fga?) do = [i fodo
— [%ldp _ﬁf%dx—ﬁf2xdx:1n3—% A

Obsérvese que una variable aleatoria X puede tener una esperanza infi-
nita, pero existir alguna funcion f tal que f(X) tenga esperanza finita. Por
ejemplo, si X es una variable aleatoria de esperanza infinita, entonces e=X
tiene esperanza finita.

IX.6 PROPIEDADES DE LA ESPERANZA

LEMA IX.43. Sea X una variable aleatoria y (Xy)nen una sucesion de varia-
bles aleatorias tales que X,, < Xp41 para cualquiern € N ylim, o0 Xp(w) =
X(w) para cualquier w € Q. Entonces, si para cada n € N, Fx,_ es la fun-
cion de distribucion de X, y Fx es la funcion de distribucion de X, la su-
cesion (Fx, (x)) es mondtona no creciente y limy..oc Fx, (x) = Fx(z) para
cualquier x € R.
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Demostracién
Como X,, < X, 11, se tiene, para cualquier

reR, Fx,  (x) =P[Xp1 <] < PX, <2z2]=Fx, (),

asi que la sucesion (F'x, (z)) es mondtona no creciente.
Ahora bien, como lim;, oo X, (w) = X (w) para cualquier w € €2, se tiene:

M=y [Xn < 2] = [X < 2]
para cualquier x € R, de manera que:

Fx(z) = P[X < z] = limpwoo P [ Xy < z] = limpueo Fix, () [ |

COROLARIO IX.44 (Teorema de la convergencia monétona) Sea X una varia-
ble aleatoria no negativa y (X )nen una sucesion de variables aleatorias no
negativas tales que X, < Xpy1 para cualquier n € N y im0 Xp(w) =
X (w) para cualquier w € Q). Entonces:

E [X] = limyweo E [X})]
Demostracién
Por el lema 1X.43, se tiene que, para cualquier x € R, la sucesion
(1 — Fx, (z)) es monotona no decreciente. De manera que, por el teorema 47
del Apéndice, se tiene:

= [0 [1 = Fx(2)]dz = limpwes [y~ [1 — Fx, (z)] dx
= limp oo £ [X3) [}

LEMA 1X.45. Sea X una variable aleatoria no negativa, entonces existe una
sucesion (Xp)nen de variables aleatorias discretas no negativas tales que
Xn < X1 para cualquier n € N y limy,o0 Xp(w) = X(w) para cualquier
w € .

Demostracién

Para cada n € N, sea X, = 2210:0 %I[%SXU"Z'—#]' Evidentemente X, es
una variable aleatoria discreta no negativa.

Dados n € Ny w € Q, sea m el tinico nﬁmero entero no negativo tal
que 2 < X (w) < 2. Entonces, como X, (w) = se tiene X (w) — 5+ <
Xp(w) < X(w), asi que limyoo Xp(w) = X(w).

Ahora bien, como 2% < X(w) < ZZE2 se tiene que 224 < X(w) <

24l o bien 2273}121 < X(w) < 222, En el primer caso, se tiene Xp41(w) =

22 = X,(w) mientras que en el segundo, se tiene X,1(w) = 22 >

5ot = Xp(w). Asf que, en cualquier caso, X, (w) < Xpq1(w).

2'n.7
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PROPOSICION 1X.46. Sean X y Y dos wvariables aleatorias y c cualquier
constante. Entonces:

1. Si P[X =c] =1, entonces E[X] = c.
11. Si X es no negativa, entonces E[X] =0 si y solo si P[X =0] =1.

1I. St X tiene esperanza finita, entonces cX también tiene esperanza finita
y EcX] =cE[X].

Iv. Si P0< X <Y] =1vyY tiene esperanza finita, entonces X tiene
esperanza finita y E [X]| < E[Y].

V. 8i X y Y tienen esperanza finita, entonces X +Y también tiene espe-
ranza finita y E[X +Y] = E[X]+ E[Y].

VI. 8@ X y Y son independientes y tienen esperanza finita, entonces XY
también tiene esperanza finita y E [ XY]| = E[X]|E[Y].

VIL. Si X yY tienen esperanza finita y P[X <Y] =1, entonces E [X] <
E[Y].

VIIL. Si X tiene esperanza finita, entonces |E [X]| < E[|X]].

Demostracion
I. Si P[X =¢] =1, entonces X es una variable aleatoria discreta cuyo tinico
posible valor es ¢, de manera que se tiene E [X] =cP[X =] =c.

11. Supongamos E [X] = 0, entonces [;* [I — Fx(z)]dz = E[X] =0.

Sea z > 0 tal que Fx es continua en z. Si 1 — Fx(x) > 0, entonces
existe € > 0 tal que 1 — Fx > € en una vecindad de x; asi que se tendria
Jo [1 = Fx(2)] dz > 0. Por lo tanto, Fix(z) = 1. Pero Fx es continua excep-
to en un conjunto numerable; de manera que, dada cualquier y > 0 existe, x
tal que 0 < z < y y Fx es continua en x. Por lo tanto, Fx(y) > Fx(x) = 1.
Finalmente, como X es no negativa y F'x es continua por la derecha, se tiene:

0 sizx<O
FX(w)_{ 1 siz>0

Asi que, P[X =0] = 1.
La otra implicacién es corolario de I.
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11. Se tiene (—X)" = X~ y (—X)~ = X, de manera que, como X tiene
esperanza finita, (—X)T y (—=X)~ tienen esperanza finita. Por lo tanto,
—X tiene esperanza finita y

E[-X]=E[(-X)"]-E[(-X)7|=E[X ] - E[X"] = -E[X]
Ahora bien, si ¢ > 0, se tiene:
JoS 1 = Fox(2)]dz = [(° PlcX > alde = [[° P [X > 2] dx
=c[7P[X >yldy=cE[Xt] <00
IS Fex(—z)de = [[°PlcX <a]dx= [[*P[X < —%]|dx
=c[PPIX < —yldy=cE[X ] <
De manera que cX tiene esperanza finita y
E[cX]=cE[XT] - cE[X 7] =cE[X]
Si ¢ < 0, entonces ¢X = —(—cX) tiene esperanza finita y se tiene:
ElcX]=-FE[(—¢)X]=—(—¢)E[X] = cE[X]
1v. Para cualquier « > 0, se tiene:
Fy(x)=P[Y <z| < P[X <z| = Fx(x)
de manera que 1 — Fx(x) < 1— Fy(x). Por lo tanto:
Joo 1= Fx(2)]de < [§7[1 — Fy(x)] dz < 0o
Es decir, X tiene esperanza finita y F [X]| < E[Y].

V. Supongamos primero que X y Y son variables aleatorias discretas no
negativas.

Sea Vx el conjunto de posibles valores de X, entonces:
E[X+Y]=[CP[X+Y > z]dz
= [ e PIX+Y > 2, X =2]dz
=Y veve Jo PIY >z—a,X =x]dz
Yaeve S PIY >y, X =a]dy
> zev fi)a; P[X =z]dy + fooo Yowev, PIY >y, X = a]dy
= Dsevy TP X =]+ [T P[Y > yldy
=F[X]|+E[Y]
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Sean ahora X y Y dos variables aleatorias no negativas. De acuerdo con el
lema IX.45, existen dos sucesiones (X, )nen ¥ (Yn)nen de variables aleatorias
discretas no negativas tales que X,, < X1 v Y, < Y,41 para cualquier
n € Ny limpwe Xp(w) = X(w) v limpseo Yn(w) = Y(w) para cualquier
w € Q, lo cual implica X, +Y,, < X,+1 + Y11 para cualquier n € Ny
limy oo (Xn + Yn) (w) = (X +Y) (w) para cualquier w € 2. De manera que,
por el corolario 1X.44, se tiene:

E[X +Y] = limpoo E [ X + Y]
= liMpsoo B [Xn] + limpsee B [Y,] = E[X] + E[Y]

Finalmente, si X y Y son dos variables aleatorias cualesquiera de espe-
ranza finita, se tiene:

IX+Y|=|XtT+Y - X" -V | <Xt +YT T+ X +Y~

Pero, siendo X, X~, YT y Y~ variables aleatorias no negativas de
esperanza finita, su suma también lo es, de manera que, por v, X +Y tiene
esperanza finita. Ademas:

(X4Y)"—(X+Y) =X+Y=Xt+Y"H) - (X" 4+Y")
Asi que:
X4+ 4+ (X +Y ) =X T+ YN+ (X +Y)™
Por lo tanto:
E[(X+Y)" |+ E[X +Y |=FE[(X+Y) |+ E[XT+YT]
de lo cual se sigue:

EX+Y]=E[(X+)]-E[(X+Y)"]
=E[XT+Y']|-E[X +Y"|
EXT]+ENYT]-E[X"|-E[Y]
(EXT]-EX )+ (ENT]-E[Y])
EX]+E[Y].

VI. Supongamos primero que X y Y son variables aleatorias discretas no
negativas.
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Sea Vx el conjunto de posibles valores de X, entonces:

= [CP[XY > z]dz

_fo ecvy PIXY > 2, X =1]dz>

= D {zeVyir>0) JCPY >2,X =a]dz

= 2 {weVya>0} JoSaP[Y >y, X = a]dy

= Z{xEVx:x>O} fooo zP[X =2 PY >y|dy
= Xpeeviasop oP [X = 2] [;" P[Y > yldy
= EX]E[Y]

Sean ahora X y Y dos variables aleatorias independientes no negativas.
De acuerdo con el lema IX.45, existen dos sucesiones (X,)nen ¥ (Yn)nen de
variables aleatorias discretas no negativas tales que X,, < X;, 11y Y, <Y,
para cualquier n € N y limy o0 Xy (w) = X(w) vy limysoo Yn(w) = Y (w)
para cualquier w € €2, lo cual implica XY, < X,4+1Y,4+1 para cualquier
n € Ny limy oo (XnY5) (w) = (XY) (w) para cualquier w € 2. De manera
que, por el corolario I1X.44, se tiene:

E[XY] = limy e E[X,Y,)]
= 1My oo E [Xn] Hp oo E[Y,] = E[X] E[Y]

Ademas, de acuerdo con la demostracion del lema IX.45, si, para cada n e
N, definimos la funcién f, : R — R mediante la formula f,(z) = 5= [[2"]],
en donde [[2"z]] denota al mayor entero menor o igual a 2"z, se puede elegir
Xn = f(X) vy Y, = fo(Y), de manera que, por la proposicion VI1.40, X,, y
Y,, son independientes.

Finalmente, si X y Y dos variables aleatorias independientes cualesquiera
de esperanza finita, se tiene:

(XY [=[(XT-X) YT =Y7)| < (XT+X7) (YT +Y7)

Pero, siendo X*T+ X~ y Y + Y~ variables aleatorias no negativas de
esperanza finita, su producto también lo es, de manera que, por iv, XY tiene
esperanza finita.

Ademas, por la proposicion VI.40, Xt = méx(X,0) y Y = max(Y,0)
son independientes y, de la misma manera, loson XTyY ™", X~y YTy X~
y Y. Por lo tanto:



E[(X*-Xx7) (" -Y7)]
=E[X'YT+ XY —-X'Y —X V]
E XY +E[X Y |-E[X'Y |-E[X Y]
EXT|E[Y'|+E[X |E[Y |-E[X']|E[Y ]
—E[XT]B[YT]
— (B[x]-E[x7]) (E[Y*] - E[Y7]) = EIX]E[Y].

VII. Supongamos que X es no negativa y tiene esperanza finita, entonces,
por Iv, E[X] > 0.

Si P[X <Y]=1,entonces Y — X es una variable aleatoria no negativa de
esperanza finita, por lo tanto, E'[Y — X] > 0, lo cual, utilizando v, implica
el resultado.

viL |B[X]| = |E[X*] - E[X7]| < E[X*] + E[X"] = E[|X] .

Un razonamiento de induccién permite demostrar los siguientes dos coro-
larios:

COROLARIO 1X.47. Sean X1,...,X, n variables aleatorias de esperanza fi-
nita, entonces y ., Xp también tiene esperanza finita y E Y p_ Xi] =
> k=1 B [Xg].

COROLARIO IX.48. Sean Xi,...,X, n variables aleatorias independientes
de esperanza finita, entonces [[_, Xj también tiene esperanza finita y

E [HZ:1 Xk] = HZ:1 E [Xk]

EJEMPLO 1X.49. Sea X una variable aleatoria con distribucion hipergeomé-
trica de pardmetros r, s y n. Recordemos que esta distribucion se presenta
al tomar una muestra sin reemplazo de tamano n < r + s de una poblacion
formada por dos tipos de elementos, I y II, de tal manera que hay r elemen-
tos de tipo I y s de tipo II y definiendo X como el numero de elementos de
tipo I que se obtienen en la muestra. Para cada i € {1,...,n}, definamos la
variable aleatoria X; de la siguiente manera:

Y, 1 sieli-éstmo elemento de la muestra es de tipo 1
|l 0 sieli-ésimo elemento de la muestra es de tipo IT

entonces E [X;] = y, como X = X7 +---+ X, se tiene E[X] = 1L

_r_
r+s r+s”
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EsempLO IX.50. Consideremos una urna en la cual hay N bolas numeradas
del 1 al N. Un juego consiste en ir sacando bolas al azar, una a una y sin
reemplazo, hasta tener todas fuera, recibiendo un peso cada vez que el lugar de
la eleccion coincida con el numero de la bola seleccionada. Sea X la cantidad
que se recibe al terminar el juego. Para cada i € {1,...,N}, definamos la
variable aleatoria X; de la siguiente manera:

Y 1 sien la i-ésima eleccion se obtiene la bola nimero 1
¢ 0 en otro caso

entonces E[X;] = 4 y, como X = X1 + -+ + X, se tiene E[X] = 1.

EJEMPLO IX.51 (Problema del colector de cupones) Se van colocando al azar
bolas, una a una, en cualquiera de n cajas hasta que ninguna caja se encuen-
tre vacia. ;Cudl es la esperanza del nimero de bolas que se utilizan?

Solucién

Sea X el nimero de bolas que se utilizan y, para j € {1,...,n}, sea
X; el mimero de bolas que se utilizan a partir del momento en que hay
exactamente j—1 cajas ocupadas hasta que alguna bola queda colocada en una
caja distinta a cualquiera de esas j—1 cajas. Se tiene entonces X1 = 1 y, para

j€{2,...,n}, X; —1 es una variable aleatoria con distribucion geométrica
de pardmetro p = %ﬂ, ast que E [X] :1—1—1%” :1+#}r1 = o

Por lo tanto:

EX]=1+E[Xo]+ E[X3]+-- + E[X,]

=1+ 24+ 2=n(1+ 3+ 4 1)
EijempLO IX.52. Una urna contiene N pares de tarjetas, de tal manera que,
para cada i € {1,...,N}, hay un par de ellas marcadas con el nimero i. Si
se seleccionan al azar m tarjetas, Encuentre la esperanza de a) el nimero de
parejas que quedan dentro la urna y b) el nimero de parejas que quedan fuera
de la urna. ¢) Consideremos una poblacion en la cual hay 1000 matrimonios
y supongamos que todas las personas de la poblacion tienen la misma proba-
bilidad de morir en cualquier momento dado. Al morir 500 de esas personas,
scudl es la esperanza del nimero de personas que quedan viudas?

Solucion
a) Sea X el nimero de pares que quedan en la urna y, para cada i €
{1,...,N}, sea X; una variable aleatoria que toma el valor 1 si el par de
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tarjetas marcadas con el numero v queda en la urna después de las extraccio-
nes, y 0 en otro caso. Se tiene entonces:

2N -2
B = P1X; = 1) = (i) — Cgmeime)

Asi que:

N N 2N — 2N—m—1
EX]|=FE [Zi:l X%} =2 ElXi]= ( ;T(%V—l)m )

b) Sea'Y el nimero de parejas que quedan fuera de la urna y, para cada
i€{l,...,N}, sea'Y; una variable aleatoria que toma el valor 1 si el par de
tarjetas marcadas con el nimero i queda fuera de la urna, y 0 en otro caso.
Se tiene entonces:

ElY]=PYi=1= @)((;ng)f) _ ntmon)

Asi que:

_ N _ N _ m(m—1)
BlY] = B|TL, ¥] = =X, Bl = 53
¢) Definamos el nimero de rompimientos como el nimero de parejas tales
que uno de sus elementos queda fuera de la urna y el otro dentro, y sea Z el
numero de rompimientos, se tiene entonces Z = N — X =Y, asi que:

2N—m)(2N—-m—1 m(m—1 —m
E[Z)=N-E[X]-E[Y] =N - G-pGN-m-) _ sln-) _ 2hm,

Obsérvese que, si N es grande, para valores pequenos de m, esta esperanza
es aprorimadamente igual a m. Esto significa que se esperaria que los m
elementos seleccionados fueran de parejas distintas.

En el caso de la poblacion de matrimonios, el nimero de personas que
quedan viudas es igual al nimero de rompimientos, de manera que:

E[Z] = 20=mm = 200500 (500) = 375.19

Digamos que una pareja es afectada si por lo menos uno de sus elementos
queda fuera de la urna y sea U el nimero de parejas afectadas. Se tiene
entonces U = N — X, as? que:

2N—m)(2N—m—1 —m—
E[U]=N-{ 2(%5\/_1) L = LREEm

Obsérvese que, si N es grande, para valores pequerios de m esta esperanza
es aproximadamente tgual a m.
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U es también el nimero de nimeros distintos seleccionados.
En el caso de la poblacion de matrimonios, se tiene:

E U] = 4525 m = 4005800-1(500) = 437.59

_ (2N-m)(2N—m—1) __ (2000—500)(2000—500—1)
ElX] = 2(2N—1) = 2(2000—1) = 562.41

(m—1) _ 500(500—1)
;?2%71) = 2(2000-1) 62.406

EJEmMpPLO IX.53. Una caja contiene n componentes eléctricos, de los cuales
r estdn defectuosos. Se checa cada uno de los componentes en un orden alea-
torio hasta que se encuentren los r defectuosos. ;Cudl es la esperanza del
niumero de chequeos que se realizan?

Solucién

Sea X el nimero de chequeos que se realizan y, para i € {1,...,n—r},
sea X; una vartable aleatoria que toma el valor 1 si la i-ésima ldmpara que
no estd defectuosa se selecciona antes de que se hayan seleccionado todas las
que st lo estdn, y 0 en otro caso. Entonces se tiene:

r+1
Asi que:
BIX] = E[r+ X0 Xi] =+ Xio) BIXi] =7+ (g =m0
EJEMPLO 1X.54. Sean X1,...,X, n variables aleatorias idénticamente dis-

tribuidas de esperanza finita y tales que P[> p_; X = 0] = 0, entonces:

—E [2;;:1 ﬁ] =2k B [ﬁ] =nk {zk IXJ

Asi que, E [zn ] = %

PRrROPOSICION [X.55. Seann € N, X una variable aleatoria tal que X™ tiene
esperanza finita y p un polinomio de grado n, entonces:

Ep(X)] )+ Jo P (@) [1 = Fx(2)]de — [°p/(2) Fx (x) do
Demostracion
Para cualquier 1 € N y 2 € R, se tiene |21 < 1+ |z|", asi que
E [[X\rfl} < 1+ E[|X["]. Por lo tanto, si X" tiene esperanza finita, en-

tonces también X" ! tiene esperanza finita.
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Por otra parte, para k € {1,...,n} y y € R, se tiene:

P__yingy%] siy >0y kes par
P[Xk<y]: P_ng%] siy >0y k esimpar
0: siy <0ykes par
P Xg—(—y)ﬂ siy <0y k esimpar
Asi que:
E[Xk}— I [1—FX (y*) + Fx(—y )}dy si k es par
I [1 — Fx(yx ] )| dy — f_oo Fx (—( )%> dy sik es impar
I kxF=1[1 — Fx(x) + Fx(—z)] dz si k es par
B Jo° kb [1 = Fx(z)] do — f?oo kx*—1Fy (z)dx sik es impar

= [  kaF 1 - Fx ()] dz — fi)oo kxb='Fx (2) dx
Por lo tanto, si p(x) = S 7_, arz”, se tiene:

Ep(X)] =p(0) + 35, axE [X*]
= p(0) + J5° Shey kaga™ ! 1 = Fx(x)] de
- f_ooo ZZ:1 kagxt 1 Fx (z)dx
0)+ Jo (@) [1 = Fx (e )]dfﬁ—fgmp/(ﬂﬂ)FX (x)de ®m
EjemMpPLO IX.56. Sea X una variable aleatoria con funcion de distribucion
dada por:

st x <0
(x+1) si0<z<1
(x+2) sil<z<?2
st x> 2

Fx(aj‘) =

= o= o= O

Encuentre la esperanza de X" para cualquier n € N.
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Solucion
E(X") = f02 nz" 11 — Fx(x)]dx
= flmc"*1 [1—%(x+1)] d:v—l—anx”*l [1-L(z+2)]da

— 5f0 71: " 1d$+2nf1 ) n_ldﬁﬂ
_ 4 3 3 1 1 +1
—%(a—nTNL TR s S RS A )

=3 (b i - = e
PropoOSICION IX.57. Sea X wuna variable aleatoria y consideremos la des-
composicion Fx = aF%+(1 — a) F%, en donde o € [0,1], F& es una funcion
de distribucion discreta y F5 una funcion de distribucion continua. Sean Y
y Z dos variables aleatorias con funciones de distribucion Fj‘g y IS, respec-
tivamente. Entonces:

Elg(X)] =aEg(Y)]+ (1 —a) Eg(Z)]
para cualquier funcion boreliana no negativa.

Demostracion

Denotemos por B a la o-algebra de Borel en R y recordemos que B es la
o-algebra de subconjuntos de R generada por la familia de intervalos de la
forma (—o0, z], en donde x € R.

Por la proposicion VI.8, las funciones py : B —= R, py : B—= Ry py:
B — R definidas por ux(B) = P[X € B], uy(B) = P[Y € B] y uz(B) =
P[Z € B, respectivamente, son medidas de probabilidad. Por lo tanto, tam-
bién la funciéon p : B — R definida por u(B) = auy (B) + (1 — a) puy(B) es
una medida de probabilidad.

Ademés, como Fx = aF¢+(1 — a) F§, px((—o0,z]) = p((—o0, z]) para
cualquier z € R. Por lo tanto, aplicando la proposicion V.39, uy(B) = u(B)
para cualquier B € B.

Sea g : R — R una funcién boreliana no negativa. Para cada m € N, sea:

om I -

® (:U) = Zz 0 2m I{yeR — 7g(y)<2%}(x) si g(:c) <m

m 0 S o) > m
Dados m € Ny z € R"”, sea k el tinico niimero entero no negativo tal
que Tml <g(x) < 2% Entonces, como ¢,,(x) = %7 se tiene g(z) — 2%1 _

Om() < g(x), asi que iMoo @, (2) = g(x).
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Ahora bien, como éﬁj) <g(x) < 2m’i1, se tiene que 2m+1 <g(z) < gki;}

o bien %’ﬂ} <g(z) < 2%1 En el primer caso, se tiene ¢, {(z) = gfﬁ =

k=L = ¢, () mientras que en el segundo, se tiene ,,, , | (z) = 2521 > 2522 =

©m(x). Asi que, en cualquier caso, ¢,,(w) < @41 (w).

Asi que, ¢,, es una sucesiéon monétona no decreciente de funciones no
negativas tales que im0 ,,(2) = g(x) para cualquier x € R™.

Para cada m € N, se tiene:

2’7?1
Ele,(X)]|=E [ K=o zmlj{yeR b <9(y)<ghwg(y)<m} (X)]

[y

= ZL:Z(T zmlE [I{yeR bt <g(y) <55 ,9(y) <m}(X)]
=S ELP[X e {yeR: L < g(y) < £, g(y) <m}]
= 'Zm py ({y e R: 5L < gly) < 95, 9(y) <m})
= a2 b MY({Z/ER = < g(y) < o, 9(y) <m})
(1_0‘)Zk o zmﬂz({ GRI%SQ(?J)
< gm9(y) <m})
= a5 SAP Y e {y e R: 5 <g(y) < o, g(y) <m}]
+(1-a) Y2 5P [Z e {y e R: 52 < g(y)

< %,g(y <m}]

-1
= aZk 0 2m b [I{yeR o 1<9(y)<2%,g(y)<m}(Y)]

om

'k
+(1—a) Y 0 leE [I{yeR b 1<g(y)<%7g(y)<m}(z)}

o m2™ k—1
= OzE[ k=0 WI{yGR:%Sg(y)<2%7g(y)<m}(Y)}

+(1-a)E [ o b I{yER G <9(W)<gm ,g(y)<m}( )}

= aE [0, (V)] + (1 — @) Elp,(2)]
Asi que, por el teorema de la convergencia mondtona:
Elg(X)] = aE[g(Y)]+ (1 —a) E[g(2)] u

COROLARIO IX.58. Sea X una variable aleatoria y consideremos la descom-
posicion Fx = aF% + (1 —a) F$, en donde o € [0,1], F& es una funcion
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de distribucion discreta y F's una funcion de distribucion continua. Sean Y
y Z dos variables aleatorias con funciones de distribucion Fj‘é y F5, respec-
tivamente. Entonces:

Elg(X)] = aE[g(Y)]+ (1 - a)[9(Z)]

para cualquier funcion boreliana tal que E [|g(X)|] < oo.

Demostracion
9(X)] = g7 (X) + g7 (X), asi que E[|g(X)]] < oo si y solo si

Elgt(X)]<oo y Elg (X)] <oo.

Ademaés, por la proposiciéon anterior:

Elg"(X)] =alg (V)] +1-a)g"(2)]
Elg(X)] =alg (V)] +1-a)lg (2)]

Asi que si E'[|g(X)|] < oo, entonces también

EflgY)]<oo vy Elg(Z)] < oc.

Finalmente,

=a[ElgM)]]+Q-a)E[gt(Y)] —a[E[g (Y)]]
—(1—-a)E[g (V)]

=a(Elg"M)]-ElgM]))+Q-a)(Elg"(2)] -E g (2)])

=aE[g(Y)]+ (1 —a)lg(Z)] L

Utilizando la notacién del altimo corolario, obsérvese que se tiene:
PlY =2]=1P[X =]
Asi que:
aFE [g(Y)] = Z{meR:P[X:x]>O} 9(z)P[X = ]

Ademas, si F'x tiene derivada continua por pedazos, entonces F§ es ab-
solutamente continua y se tiene:

El9(X)] = Xpoer:pix=s>0) 9@) P [X = a] + 2 g() Fx (w)dz
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EiempLO [X.59. Sea X wuna variable aleatoria con funcion de distribucion

dada por:
1

0 st x < —gm
Fy(a) %(2—x2) 8i—%ﬂ'§$<0
xX\x) = .
1242 si0<z<inm
1 st x> iw
Encuentre la esperanza de cos X.
Solucién
Se tiene:
1 . T
1~ 128 !
1 S
PIX =a]= % stx =20
s N T
2716 ST =73
0 en otro caso
X N s
-1 st —3<x< 0
F(x) % si0<a <]
0 en otro caso
Ast que:

Elfcos X] =} 1 er.pix—q]>0y COSTP [X = 2] + 72 coswF (z)da
= (i _ 128) cos (%) + 3cos0+ (3 — &) cos T —ffg & cos xdx
+ Jo %cosxd:c
:(i_%)§+i+(%_%)@—%f8%mcosmdx
—i—%fog cos xdx
TR VR P ﬂ)Jr(% +2r i)

[\

256 " 32T

4
_ 52 V2
= 52 272 = 0.829361

IX.7 VARIANZA Y DEMAS MOMENTOS

Como ya vimos, la esperanza de una variable aleatoria X es un ntimero que
es aproximadamente igual al promedio de los valores que toma X cuando el
correspondiente experimento aleatorio se repite muchas veces. Sin embargo,
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los valores particulares que toma X pueden diferir en mucho de su esperanza.
;,Qué tanto se alejan de su esperanza los valores que toma X7 Esta pregunta
tiene sentido no tinicamente desde el punto de vista teérico, también lo tiene
desde un punto de vista préactico pues siendo E [X] aproximadamente igual al
promedio de los valores que toma X, en un problema especifico, F [ X] podria
tomarse como una aproximacion a los valores de X, cosa que funcionaria
entonces muy bien en promedio, pero jqué pasaria con la aproximaciéon al
tener cada valor individual de X7, o en otras palabras, ;qué error estariamos
cometiendo al aproximar un valor particular de X con su esperanza? Esto
nos lleva a considerar la diferencia X — E'[X] y a establecer una medida para
esta diferencia, lo cual podemos hacer de diferentes maneras.

Una manera podria consistir en considerar el promedio de los valores que
toma la variable aleatoria Y = |X — E'[X]| y tomar ese promedio como una
medida del alejamiento de los valores de X de su esperanza. Sin embargo,
existe un problema con ese método. Para verlo claramente, observemos que
el tomar el valor de E'[|X — E'[X]|] como la medida del alejamiento de X
de su esperanza, nos lleva a preguntarnos si, en este sentido, es la esperanza
de X la mejor aproximacién a los valores de X. Es decir, el nimero real que
mejor aproxime a los valores de X deberia ser uno para el cual la funcién
f(z) = E[|X — z|] alcanzara un valor minimo. ;Serda z = E [X] este valor?
La respuesta es negativa. Consideremos, por ejemplo, una variable aleatoria
con distribucién exponencial de parametro A, se tiene entonces:

@) = B[IX —all = [5° |y — 2 e dy
_ fox(x _ y)/\e*Aydy + f;coo (y — :c))\e*Aydy
= 1M+ Ar—1)+ 1 =1(2e7 4+ Az — 1)

Derivando esta expresién con respecto a x e igualando a cero se obtiene
T = %ln 2, punto en el cual la funcién f alcanza un minimo pues su segunda
derivada en ese punto es positiva. De esta manera, no es en z = F [X]| = %
en donde la funcién f alcanza su valor minimo.

Un valor z para el cual la funcién f(z) = E[|X — z|] alcanza un valor
minimo tiene una caracterizacién interesante, la cual puede obtenerse del

siguiente resultado:

ProproSICION IX.60. Sea X una variable aleatoria de esperanza finita, en-
tonces:

E[|X —z||= E[|X]]+2 [ Fx(2)dz — 2 para cualquier x € R.
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Demostracion
Fijemos x € R y sea Y = | X — x|, entonces, para y > 0, se tiene:

Fy(y) =P[|X —z|<y|=Pl-y< X -2 <y|=Plr -y < X <z +y
=Fx(z+y) - Fx(z—y) + P[X =2 —y]

Asi que:

G(z) =E[|X —z| = [77[1 - Fy(y)]dy
= fo 1= Fx(z+y)+ Fx(z—y) - P[X =z —ylldy
= ool = Fx(z +y) + Fx(z —y)ldy
= [l = Fx(2)]dz+ [*,_Fx(z)dz

= [ 1= Fx(2)]dz — [T[1 = Fx(2)]dz + [°_ Fx(2)dz + [} Fx(2)dz
=E[X[]]+2/ FX(z)dz—x n

Si X es una variable aleatoria continua, de la proposicion IX.60 se si-
gue que la funcion f(x) = E[|X — z|] alcanza un valor minimo si y so6lo si
Fx(z) = % Un namero real = con esta propiedad es llamado una mediana
de X. De manera general, se tiene la siguiente definicién:

DEFINICION IX.61 (Mediana) Sea X wuna variable aleatoria cualquiera. Se
dice que un nidmero real m es mediana de X si

PIX<m]>} y P[X>m]>

El ejercicio 1X.39 desarrolla este concepto y en el ejercicio IX.41 se de-
muestra que m € R es mediana de X siy solo si la funcion f(z) = E[| X — z|]
alcanza su valor minimo en m.. Por el momento basta con mencionar que
uno de los problemas que se presenta con este concepto es que no siempre
hay una tnica mediana, lo cual se ilustra con el siguiente ejemplo:

EJEMPLO 1X.62. Sea X una variable aleatoria con distribucion geométrica
de pardmetro p. Encuentre el conjunto de medianas de X.

Solucién
PX<n]=3%" P X=a]=>" p(l-p"=1-(1-p">

T s In 2
ysolosznZ—ln(Ifiip)—l

st

N[
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PX>n]=Y2 PX=2]=35 p1-p?*=(1-p)" >3 siysdlo

: __In2
sin < Tm(1l—p)"
: In2 -
De manera que st “Ta(lp) €5 un numero natural entonces m € R es

. . < . In2 In2 P
mediana de X si y solo si m € [—m -1, ~ (i) |- Esto ocurre inica-

1
mente cuando p = 1 — (%) k para algin numero natural k, en cuyo caso, m
es mediana de X si y solo si m € [k —1,k].
In2

En el caso en que ~Ta(i_p) "0 sea un niumero natural, es decir que p no sea

de la formap=1— (%)% con k € N, entonces X tiene una 1unica mediana m,
X ln(hllzp) -1

Por ejemplo sip=1— (%)g, entonces _lné?zp) = 8, asi m es mediana
de X siy solo sim € [7,8]. En este caso, E [ X] = 1]'%1” = 11.049, pero un
valor para el cual E[|X — x|] sea un minimo es cualquier nimero real en el
intervalo [7,8].

Por otra parte, en cualquier caso, si E[|X — z|] es la medida del aleja-
miento entre x y los valores de X, se tendria que tomar como mejor apro-
zimacion de los valores de X a cualquiera de sus medianas en lugar de su
esperanza.

tgual al mds pequerio nimero entero no negativo n tal que n > —

PROPOSICION 1X.63. Sea X una variable aleatoria de varianza finita y de-
finamos la funcion H : R — R mediante la relacion H(x) = E [(X - x)ﬂ

Entonces H alcanza su valor minimo en x = E [X].

Demostracion

_mm:E“Xf@ﬂ:EMﬂf%Ewhwz
H'(z) =2z — 2E [X]

Asi que H alcanza su valor minimo en z = E [X]. |

De acuerdo con la discusion anterior, podemos tomar a F [|X — z|] como
la medida del alejamiento entre x y los valores de X, en cuyo caso se tendria
que tomar como mejor aproximacion de los valores de X a cualquiera de
sus medianas, o bien podemos tomar a F [(X — 1‘)2} como la medida del
alejamiento entre x y los valores de X, en cuyo caso la mejor aproximaciéon
de los valores de X es su esperanza. Las dos opciones son perfectamente
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aceptables, pero siendo la segunda la que conserva a la esperanza como la
mejor aproximacion de los valores de X, parece ser la mejor. Ademas, es la
segunda la que histéricamente surgié de manera natural, sobre todo en la
formulacién general de los teoremas que generalizan resultados como el de
de Moivre, que se expuso en la seccién VIII.3, los cuales son conocidos como
los teoremas limite y que han jugado un papel central en el desarrollo de la
teoria de la probabilidad.
Lo anterior motiva las siguientes definiciones:

DEFINICION IX.64 (Varianza) Sea X wuna variable aleatoria de esperanza fi-
nita. Se define la varianza de X, Var(X), mediante la relacion:

Var(X)=E | (X — E(X))Q]

A la raiz cuadrada no negativa de la varianza se le llama la desviacién
estandar de X .

La varianza de una variable aleatoria mide entonces el alejamiento de los
valores de X de su esperanza. También se acostumbra decir que la varianza
es una medida de la dispersion de los valores de la variable aleatoria.

DEFINICION IX.65 (Varianza finita) Diremos que una variable aleatoria X
tiene varianza finita si se cumplen las siguientes dos condiciones:

1. X tiene esperanza finita.
1. (X — E[X])? tiene esperanza finita.

PROPOSICION 1X.66. Una variable aleatoria X tieme varianza finita si y
solo si X? tiene esperanza finita.

Demostracion

Se tiene X2 = (X — E[X])? + 2XE[X] — (E [X])?, asi que si X tiene
varianza finita, entonces X? tiene esperanza finita.

Supongamos ahora que X? tiene esperanza finita.

Se tiene |X| <1+ X%y (X — E[X])? = X2 — 2XE [X] — (E[X])% De
manera que tanto X como (X — E [X])? tienen esperanza finita. Es decir, X
tiene varianza finita.
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PROPOSICION IX.67. Sea X una variable aleatoria de esperanza finita, en-
tonces:
Var(X) = E [X?] — (B [X])?

Demostracion

Si X no tiene varianza finita entonces X2 no tiene esperanza finita, asi
que se cumple la igualdad. Si X tiene varianza finita, entonces X? tiene
esperanza finita y se tiene:

Var(X) = E [(X E(X)) } -y [XQ —2XE(X) + (E[X])
= E[X?] - 2(E[X))* + (B [X])*

= E[X?] - (E[X])° n
EJEMPLO IX.68. Sea X una variable aleatoria con distribucion binomial de

pardmetros n y p. Encuentre la varianza de X .

Solucién

AP (L= )"+ np
= Yo ey (1 =)+ np
=n(n - Dp* Yy ogriatyp” (1= p)" ™ +np
P> nms (B5)P (1= p)" " + np
W 3n=s (")t (L —p)" 2 4 np
=n(n —1)p* 4+ np = n*p*> + np(1 — p)

3
—

(
—nn—1
(n—

(
Ast que:
Var(X) = E[X?] — (E[X])? = n*p? + np(1 — p) — n*p* = np(1 — p)

EJEMPLO IX.69. Sea X una variable aleatoria con distribucion Poisson de
parametro X. Encuentre la varianza de X.
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Solucién
E[X’|=FEX(X-1)+X]=FE[X(X -1)]+F[X]
=YX - DPX =]+ A = % (e — 1)
=AY, A A= Al et A= AT 4 )

+ A

Ast que:
Var(X) = E[X?] - (E[X])> = A2+ A= X2 =\
EJEMPLO IX.70. Sea X una variable aleatoria con distribucion geométrica
de pardmetro p. Encuentre la varianza de X.
Solucién
E[X’=FX(X-1)+X]=FE[XX-1]+EF[X]
=Y 2oa(e = Dp(l —p)* + F

=p(1-p)* 32 (x—l)(l—p)””‘2+1;fp
= p(1 = p)? X500, i (1 —p)” + 152
=p(1—p)2 320, (1 —p)* + L2
2 _ N2 _
=p(1 — p)2 dz (1- p) +Tp _ 2(1p2p) +1Tp
Ast que:
_p)2 _ )2 )2 _ B
Var(X)=E [X?] —(B[x]))? =2Lph y o (ph _ (gl 4 1w Lop

EieMPLO IX.71. Sea X una variable aleatoria con funcion de densidad dada
por

1 : _ ok
W SZQ:'—Q,I{EN
0 en otro caso

Encuentre la varianza de X .
Solucién
1
E[X]= Zk 1kk+1 Zkz 1[*_W}:1

22k _
[ } Py 1 k(h1)2F == 1kk+1 =

Asi que, aunque X tiene esperanza finita, su varianza es infinita.
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EjempLO IX.72. Sea X una variable aleatoria con distribucion gama de pa-
rametros a y A. Encuentre la varianza de X.

Solucién
FE [Xz] — ffooo fo)((.T})d{L‘ = F?Z) OOO potle=AT g, — ﬁm) fooo ya+1€—ydy
_ T(a+2) _ al(a+l)
T AT () T A
Asi que:

Var(X)= B [X?] - (B[X]) = *H — % = &

EJEMPLO IX.73. Sea X wuna variable aleatoria con distribucion normal de
pardmetros j1 y 0. Encuentre la varianza de X .

Solucién
Var(X) = B [(X = | = [, (@ = )2 fx (2)de

= [ @ e =

oV 2
1 2 1 2
— 1 o 2,75.2Y — 2 2,75 2Y
oV 2r f*OOy e 2 dy ov2r Y0 y-e 2 dy
_ 202 oo L1 22, 20213\ _ 2
= Jo zre " dz = TEF(i) =0

PROPOSICION IX.74. Sean X yY dos variables aleatorias de varianza finita.
Entonces, XY tiene esperanza finita.

Demostracion

Para cualquier par de niimeros enteros x y ¥, se tiene |zy| < 22 +y2. Asi
que, | XY| < X2 4+Y2

Por lo tanto, XY tiene esperanza finita. [ |

COROLARIO IX.75. St X yY son dos variables aleatorias de varianza finita
ya yb son dos nimeros reales cualesquiera, entonces aX +bY tiene varianza
finita.

Demostracién

(aX + bY)2 = a’X?+2abXY +b*Y?2, asi que, por las proposiciones IX.74
y 1X.66, a X + bY tiene varianza finita. [ |

DEFINICION IX.76 (Covarianza) Sean X y Y dos variables aleatorias de va-
rianza finita. Se define la covarianza de X y Y, Cov(X,Y), mediante la
relacion:
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Cov(X,Y)=E[X —E[X))(Y —E[Y))] = E[XY] - E[X]E[Y]

PROPOSICION IX.77. Sean X y Y dos variables aleatorias independientes
de varianza finita, entonces Cov(X,Y) = 0.

Demostracién

El resultado es inmediato pues X y Y son independientes y tienen espe-
ranza finita, asi que E[XY] = E[X] E[Y]. |

El siguiente ejemplo muestra que la covarianza entre dos variables alea-
torias puede ser cero sin que éstas sean independientes.

EJEMPLO IX.78. Sea X una variable aleatoria con funcion de densidad dada
por:

1 size{-1,1}
flx) = % six=0
0 en otro caso

y sea Z una variable aleatoria, independiente de X, con distribucion uniforme
en el conjunto {—1,1}. Definamos la variable aleatoria Y de la siguiente

manera:
v — { Z s1X=0

0 en otro caso
Se tiene entonces:
fy(y) =PlY =y|=P[Y =y, X =0+ P[Y =y, X #0]
=P[Z=y,X=0]+P[Y =y, X #0]
=P[Z =y|P[X = 0]+ I;0,(y) P [X # (]

L osiye{-1,1}
= %I{—Ll}(y) + %I{o}(y) = % siy=20
0 en otro caso

fxy(z,y) =P X =z,Y =y]
=P X=2,Y=yX=0+P[X =2xY =y, X #0
= Iy (2)P[Z = y, X = 0] + Iy (y) [{—1,13(2) P [X = 7]
= Iioy(2)P[Z = y| P[X = 0] + Loy (y) {11y (2) P [X = 2]
= oy (@) -1 (W) + 110y (W) 11,13 (2)

Y siz=0,ye{-1,1} o y=0,2z€{-1,1}
"1 0 en otro caso
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Asi que, por ejemplo, P[X =1,Y = 1] # P[X = 1| P[Y = 1], de manera
que X yY no son independientes. Por otro lado, E[X]=E[Y]=E[XY] =
0, de manera que Cov(X,Y) = 0.

PROPOSICION I1X.79. Sean X y Y dos variables aleatorias de varianza fi-
nita y a y b dos nimeros reales cualesquiera. Entonces Cov(aX,bY) =

abCov(X,Y).
Demostracion
Cov(aX,bY) =E[aXbY] - E[aX]E[Y]|=ab(E[XY] - E[X]|EY])
= abCov(X,Y) ]

ProprosICION IX.80. Sean X, X1,..., X, n+ 1 variables aleatorias de es-
peranza finita. Entonces:

I. Var(X) =0 si y sdlo si existe una constante ¢ tal que P[X = ¢] = 1.
1. Var(aX +b) = a®Var(X) para cualesquiera constantes a y b.

ur. Si Xi,..., X, tienen varianza finita, entonces y ;- X; también tiene
varianza finita y:

Var(3 27, Xi) = 2205 Var(Xy) +2 Z{i,je{l,...,n}:i<j} Cov(X;,Yj)

Demostracién
I. Var(X) = 0 si y solo si E [(X—E(X))Q} = 0, lo cual, por la pro-

posicion IX.46, ocurre si y sblo si P [(X — E(X))2 = 0} = 1, es decir,
P X=EX)]=1.

IL Var(aX +b) = E [(aX —aE [X])Q] = 2E [(X B [X])Z} = a?Var(X)

1. Que Y ' | X; tiene varianza finita se sigue del corolario IX.75 y un razo-
namiento de induccién. Ademas:

Var($l, Xi) = B [(2;;1 X, = S, BIXi)Y]
= B |(Xi, (Xi - B[X)]
= B[ - Ex]
+2Y (e, ,n}K]}E[(X X)) (X; - B[X,)]
=2 Var(Xe) + 2304 jeqn, . npicjy Cov(Xi, Yj) L]
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COROLARIO IX.81. Sean Xi,...,X, n variables aleatorias independientes
y de varianza finita, entonces y ;- X; también tiene varianza finita y

Var(32i, X;) =301, Var(X;).

EJEMPLO IX.82. Sea X wuna variable aleatoria con distribucion normal de
pardmetros j1 y o®. Encuentre la esperanza y la varianza de X.

Solucién
La variable aleatoria Y = % tiene distribucion normal estdndar y X =
oY + u, asi que:

EX|=cE[Y]+p=p
Var(X) = o*Var(Y) = o?

EieMPLO [X.83. n bolas se van colocando, una por una y al azar, en cual-
quiera de n cajas. Sea X el nimero de cajas que quedan vacias. Encuentre
la esperanza y la varianza de X.

Solucién
Para cadai € {1,...,n}, definamos la variable aleatoria X; de la siguien-
te manera:
Y 1 silai-ésima caja queda vacia
‘1 0 en otro caso
Entonces, parai,j € {1,...,n}, se tiene:
Blx] =0t = (- 0)"
B[X]]=EXi]=(1-3)"
E[X;Xj] = (";E)H =(1- %)n para i # j
Ast que:

Var(X;) = E [X?] — (E (X,])? = (1- ;)n —(1- ;)271
Cov(X;, X;) = E[X;X;] —E[X)E[X;]= (1= 2)" = (1= 1) parai #j

n

y, como X =Y _I" | E[X;], entonces:
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EX]=Y" FE[Xj]=n(1-1)"
Var(X) =>1" Var(X;) +2 Z{i,je{l,...yn}, i<} Cov(X;, X;)

=n(1=4)"=n (=57 20 [(1-3)" - (1= H”]

=n(1=3)" =n(1=3)" +nkn-11-3)"

n

—n(n—1)(1- l)Qn

n

(1= 1) - 1) (1= 2)" - (1 1)

—n (-3 - (-3 [1-2)" - (1= 1))

Obsérvese que sin es grande, entonces E [X] ~ ne~ ! ~ 0.3679n, as? que,
en promedio, aprorimadamente el 36.79 % de las cajas quedan vacias.

En ocasiones este problema se plantea de la siguiente forma: dadas n
tarjetas numeradas del 1 al n, se seleccionan, al azar y con reemplazo, n de
ellas; entonces, si n es grande, en promedio, aproximadamente el 36.79 % de
las tarjetas no son seleccionadas.

PROPOSICION 1X.84 (Desigualdad de Cauchy-Schwarz) Sean X y Y dos va-
riables aleatorias cualesquiera, entonces:

E[IXY]) < VE[X?]VE[Y?]

Ademdas, si X yY tienen varianza finita, entonces

[EXY]| = VEIX?VE?

si y solo si existen constantes a y b tales que por lo menos una de ellas es
distinta de cero y PlaX +bY =0] = 1.

Demostracion

Si E [XQ] =000 F [YQ] = oo la desigualdad es obvia.

Supongamos ahora que F [XQ] <oy FE [YZ] < 00, es decir, que tanto
X como Y tienen varianza finita. )

Seaa = (E[Y2])? y 6 = (E [X2])%.

Sia =0, se tiene F [X2] = 0, de manera que:

P[IXY|=0]>P[X=0]=P[X?=0] =1

Por lo tanto, E [|XY|] = 0. Asi que se cumple la desigualdad.
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De la misma manera, si § = 0, entonces E [|XY|] = 0. Asi que se cumple
la desigualdad.

Supongamos ahora que @ >0y 3 > 0.

Sabemos que « | X | — (Y| tiene varianza finita y se tiene:

0<E [(a 1X| - 3 |Y\)2} = o?E [X?] + BE[Y?] - 2aBE[|XY]
=203 — 20B3E[|XY]

Asi que, aff — E[|XY]] > 0. Es decir, E[|XY]] < af.

Para la segunda parte, supongamos primero que X y Y tienen varianza
finita y que |E [XY]| = /E[X2]/E[Y?].

Definiendo, como antes, o« = (E [YQ])% y 3= (E [XQ]) , se tiene:

Sia =0y f =0, entonces P[X =0] = P[Y =0] = 1. Por lo tan-
to P[X =0,Y =0] = 1. De manera que, tomando en consideracion que
P X=0,Y=0<P[X+Y =0], se tiene P[X +Y = 0] = 1. Es decir, se
tiene el resultado deseado con a = b = 1.

Sia #0066 #0 se tienen los siguientes dos casos:

Si E[XY] > 0, entonces:

0<E [(ax - mf)?] = 2023% — 2aBE [XY] =0

1
2

Asi que, F {(aX — BY)Z} =0, de lo cual se sigue P[aX — Y =0] =1
Es decir, se tiene el resultado deseado con a = a y b= —0.
Si E[XY] <0, entonces:

0<E [(ax + m/)?] = 2026 + 20BE [XY] = 0

Asi que, E {(aX + BY)Q} =0, de lo cual se sigue P[aX + Y =0] = 1.

Es decir, se tiene el resultado deseado con a = a 'y b = 3.

Finalmente, supongamos que existen constantes a y b tales que por lo
menos una de ellas es distinta de cero y P [aX + bY = 0] = 1. Supongamos,
por ejemplo, que a # 0, entonces P [X = —QY] = 1. Asi que:

B =5 EY)) =B[(-y)|B] =X} E[Y?)] =

COROLARIO IX.85. Sean X y Y dos variables aleatorias de varianza finita.
Entonces:

|Cov(X,Y)| < /Var(X)y/Var(Y)
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Ademds, la igualdad se cumple si y sélo si existen constantes a, b y c
tales que a y b no son ambas cero y P[aX +bY =] = 1.

Demostracién
Utilizando la proposiciéon 1X.84, se tiene:

(Cov(X.¥)| = [E[(X — EIX]) (v — EIY)]| < B|X - BLX]||Y — E[Y]
<\/Blx - B | /B[ - B
=/Var(X)/Var(Y)

Si la igualdad se cumple, entonces se tiene

Bl - EX) (v - BY)I = /B [0x - B2 B [ - B,

De manera que, nuevamente por la proposicién 1X.84, existen constantes
a 'y b tales que no son ambas ceroy Pla (X — E[X])+b(Y —E[Y]) =0] =
1. Es decir:

PlaX +bY =c/ =1

en donde ¢ = aE [X]| + bE[Y].

Supongamos ahora que existen constantes a, b y ¢ tales que a y b no son
ambas cero y P[aX +bY =¢] = 1. Entonces E[aX +bY —¢] = 0, de lo
cual se sigue ¢ = F [aX + bY]. De manera que se tiene

Pla(X —E[X])+b(Y —E[Y]) =0] = 1.

Asi que, por la proposicion 1X.84, se tiene:

[Cov(X,Y)| =|E[(X - E[X])(Y - E[Y])]| = /Var(X)y/Var(Y) =

DEFINICION IX.86 (Momento de orden n) Sea X una variable aleatoria y n
un entero no negativo. Si |X|" tiene esperanza finita, se dice que X tiene

momento de orden n finito y a la cantidad E [X"] se le llama el momento
de orden n de X.

EjempLO IX.87. Para cualquier n € N, encuentre el momento de orden n
de una variable aleatoria con distribucion normal estdandar.
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Solucién

Sea X una variable aleatoria con distribucion normal estandar. Para cual-
quier n € N, se tiene:

_1552 < _n —7x
[|X’ mf 2% dx = \/Tf xre dx
fo Yy e ydy—\/—%flj(%)<oo

Asi que X tiene momento de orden n finito.

st n es impar

E[X" = ﬁ e 2”3 dy = {

0o _1,2 .
fo x"e 2% dx  sin es par

(e
B
3

st n es impar

fooo ynT_le_ydy sin es par

|
—N—
ST

st n es impar

Il
—N—
B [

Z0(2)  sin es par

0 st es impar
1-3-5---(n—1) sin espar
ProrosiciON [X.88. Siuna variable aleatoria X tiene momento de ordenn

finito, entonces, para cualquier entero no negativo m < n, X tiene momento
de orden m finito.

Demostracion
Para cualquier 1 € Ny 2 € R, se tiene |21 < 14 |z|", asi que
E [|X|T_1} < 1+ E[|X]["]. Por lo tanto, si X tiene momento de orden r

finito, entonces también tiene momento de orden r — 1 finito, lo cual prueba
el resultado. u

EieMPLO [X.89. Sea X wuna variable aleatoria con funcion de densidad f

dada por:
c .
f($) . iz stx €N
0 en otro caso
-1
Z;O:I I’V‘{‘rQ
Sea n un entero no negativo. Si n < r, entonces:

EX["=c> 22, zfiiz =cY oo z(r—1n>+2 <edol 3%2 < o0

en donde T es un entero no negativo y ¢ =
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Asi que X tiene momento de orden n finito. Sin > r, entonces:

ny __ 0 " oo gh~ T oo 1 _

E[|X| ] - CZz:l T2 T CZm:l z2 2 CZz:l z

Asi que X no tiene momento de orden n finito.

IX.8 DESIGUALDAD DE CHEBYSHEV

PROPOSICION 1X.90. Sea X cualquier variable aleatoria y € cualquier ni-
mero real positivo, entonces:

PIX|>e] < (E[X]]
Demostracién
E(IX] = [y~ [1 = Fixi(@)] dz = [§ [1 = Fix(@)] dz + [ [1 = Fix|(2)] do
> [ [1 = Fix ()] dz = [§ P[|X|>2]dx > [ P[|X| >¢]dx
=eP[|X]| = €] m

COROLARIO IX.91. Sea X cualquier variable aleatoria y € cualquier nimero
real positivo, entonces:

P[|X|>¢] < ZE[X?]
Demostracién
P|X|>¢e]=P[X?>e%] < SE[X? m

COROLARIO IX.92 (Desigualdad de Chebyshev) Sea X cualquier variable alea-
toria de esperanza finita y € cualquier nimero real positivo, entonces:

PX —E[X]| > ] < 4Var [X]

EjEMPLO 1X.93. Sea X una variable aleatoria con distribucion binomial de
pardmetros n y p.
Tomando n =16, p = % y e =2, la desigualdad de Chebyshev establece:

Pl X -8/<1]>0
de lo cual no se obtiene informacion. Ademds:

P[IX -8/ <2]=P[7 < X <9 =5l Y57 (i) = 32536 = 0.5455
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Es decir, la cota que establece la desigualdad de Chebyshev estd muy lejos
del valor exacto.
Para valores de n grandes, el teorema de de Moivre-Laplace establece:

1,2
P [|X,, — np| > z\/npq| = \/% [Ce ¥ dy
mientras que la desigualdad de Chebyshev nos dice:
P[|Xn —np| > z/npq] < %

De manera que si x < 1 la desigualdad de Chebyshev no da informacion
y la cota que establece puede ser bastante mala, por ejemplo:

P[|1X, = np| > 0.27pq] ~ = [y e 2" dy = 0.8415

Cuando x es muy grande, la desigualdad de Chebyshev establece una cota
cercana a cero, la cual estd cercana al valor exacto de la probabilidad, sin
embargo, ain en ese caso el error relativo que se comete, tomando la cota de
la desigualdad de Chebyshev por la verdadera probabilidad, es muy grande ya
que:

1.2 1.2
s 2271' f;o e_éy dy z 22776_71 z 3
im0 - = limgoo - = 7= limy oo s
22 23 e
= —1im L= —2Ilim L_ =0
NoYs Lrm00 6112 Ver el $e%z2

Es decir, el valor aprozimado que da la desigualdad de Chebyshev es bas-
tante mds grande que el valor exacto.

Como conclusion podemos decir que, para el caso de una distribucion
binomial, con pardmetro n grande, es preferible recurrir al teorema de de
Moivre-Laplace para aproximarla.

EiEMPLO [X.94. Sea X una variable aleatoria con distribucidn geométrica

de pardmetro p = %. Para ¢ = 10 la desigualdad de Chebyshev establece

Pl|X —8| <2] >0.1, pero:
P[IX —9] < 10| = P[X < 18] = & 31 ()" = 0.8649
Es decir, la cota que establece la desigualdad de Chebyshev estd muy lejos

del valor exacto.

EJEMPLO 1X.95. Sea X una variable aleatoria con distribucion exponencial
de pardmetro A = 1. Para ¢ = 1 la desigualdad de Chebyshev establece
Pl|X —1| < 1] >0, pero:

P[IX -1 <1]=P[X < 2] = [? e "dz = 0.8647
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Es decir, la cota que establece la desigualdad de Chebyshev estd muy lejos
del valor exacto. A

A pesar de que en general la cota que establece la desigualdad de Chebys-
hev es mala, ésta puede alcanzarse, como se muestra en el siguiente ejemplo:

EJEMPLO 1X.96. Sea X wuna wvariable aleatoria que admite como posibles
valores —1, 0 y 1 con probabilidades p, 1 —2p y p, respectivamente, en donde
0 < p < 1. Se tiene entonces, E[X] = 0 y Var(X) = 2p, asi que, la
desigualdad de Chebyshev establece P[|X| > ¢] < i—é’ para cualquier € > 0.
Para valores de € mayores que 1 pero cercanos a 1 y valores de p cercanos
a %, la cota que establece la desigualdad de Chebyshev es cercana a 1. Por
ejemplo, para e = 1.01 y p = 0.49, se tiene g—g = 0.9607, pero P[|X| >¢] =0
para cualquier € > 1. De manera que en este caso la cota que establece la
desigualdad de Chebyshev es bastante burda. Sin embargo, para € = 1, se
tiene P[|X| > €] = 2p, es decir, la cota se alcanza. A

La desigualdad de Chebyshev puede utilizarse para resolver algunos pro-
blemas de estimacion. Sin embargo, como en muchos casos la cota que es-
tablece es muy burda, el método en general no es muy bueno, tal como se
muestra en los siguientes ejemplos:

EJEMPLO 1X.97. Supongamos que para decidir si una moneda estd balan-
ceada, la lanzamos 10,000 veces y rechazamos la moneda como balanceada
si el nimero de soles que se obtienen difiere de 5,000 en k o mds, en donde
k es un nidmero por determinar, de tal manera que, estando balanceada, la
probabilidad de rechazar la moneda sea a lo mds 0.01. Si llamamos X al ni-
mero de soles en los 10,000 lanzamientos y suponemos que la moneda estd
balanceada, la desigualdad de Chebyshev establece:

P[|X —5,000] > k] < 220

De manera que si tomamos k de tal forma que 2’2200 < 0.01, es decir
k > 500, la probabilidad de rechazar una moneda balanceada es menor que
0.01.

El procedimiento con cualquier k > 500, digamos k = 500, es bueno
en tanto que satisface la condicion de rechazar una moneda balanceada con
probabilidad menor o igual a 0.01. Sin embargo, veamos el resultado que se
obtiene utilizando el teorema de de Moivre-Laplace, de acuerdo al cual se

tiene:
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P|X —5,000] < k] = P[—& < X200 k]

k—0.5
50 1.2
1 —=T
N —— e 2% dxr >0.99
V2r | k—o05 -

50

De manera que tomando kggﬁ > 2.575, es decir k > 130, se tiene:
P[|X —5,000] < k] >0.99

Asi que basta con tomar k > 130 para que la probabilidad de rechazar una
moneda balanceada sea menor que 0.01.

Obviamente, tomando k = 500 se satisface el requerimiento de que la
probabilidad de rechazar una moneda balanceada sea menor que 0.01, sin em-
bargo, de esta manera el margen dentro del cual no se rechaza la moneda es
mds amplio, asi que la probabilidad de aceptar una moneda no balanceada
resulta bastante mds alta que tomando k = 130. En efecto, si p es la probabi-
lidad real de que la moneda caiga sol, tomando k = 500, la probabilidad f(p)
de que la moneda se acepte estd dada por:

= P[4500 < X < 5500] = P | 5228 < X_np o 5510
1(p) = P | [ oy X Sty

54.995—100p

p(1—p) _ 1.2
e 2% dx

~ _1

V2T [45.005—100p

Vp(1—p)

Mientras que, tomando k = 130, la probabilidad g(p) de que la moneda
se acepte estd dada por:

— PI4870 < X < 5130] = P | 48.7=100p - X-np 51.3—100p
9(p) = P48T0 < X < 5130] [m<m<m

51.295—100p

1— 1.2
1 Vp(1—p) e~ 3%
V27 [ 48.705—100p

vp(1-p)

~
~

La grdfica 1X.2 muestra f en linea sdlida y g punteada, observdndose
la notable diferencia entre ellas para algunos valores de p. Por ejemplo,
£(0.46) = 0.977055, mientras que g(0.46) = 2.85912 x 1078,

EJjeEmpLO [X.98. Una poblacion muy grande estd compuesta de dos clases
de peces. Para estimar la proporcion de peces de cada una de las clases,
tomamos una muestra y la proporcion de peces de tipo I que se obtenga en
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1 4

0.8 1
0.6 1
0.4 1

0.2 1

0 0.4 0.42 0.44 0.46 0.48 0.5 0.52 0.54 0.56 0.58 0.6

Ficura IX.2

la muestra la tomamos como la proporcion de peces de tipo I en la poblacion.
sDe qué tamano debe de ser la muestra para garantizar que la probabilidad

de cometer un error menor que 0.01 con esta estimacion sea mayor o igual
que 0.957

Solucién

Si p es la proporcion de peces de tipo I en la poblacion, n el tamano de
la muestra y X el numero de peces de tipo I que se obtienen en la muestra,
entonces X tiene aproximadamente distribucion binomaial y se estdn buscando
los valores de n para los cuales P H% — p} < 0.01] > 0.95.

La desigualdad de Chebyshev establece:

P13 -l 2 0.01] < 5k < 50

De manera que tomando @ < 0.05, es decir n > 50000, se obtiene el
resultado deseado.

Por otra parte, el teorema de de Moivre-Laplace establece:

P[’%—p’<0.01]:P[_?/-%S)\(/%J<?/,%}

.01ln .01ln
1 vrpe 12 1 %\/7‘ —1g2
~ e 2V dx > — e 2% dx
Vv2r | oin — V2m | oin
Vpq vm

De manera que tomando %3}%‘ > 1.96, es decir n > 9604, se obtiene el
2

resultado deseado, lo cual muestra que la desigualdad de Chebyshev da un
resultado muy burdo. A
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Por lo expuesto anteriormente, pareciera que, al establecer estimaciones
muy burdas, la desigualdad de Chebyshev no tiene gran utilidad. Sin embar-
go, esto no es asi pues ésta permite la demostraciéon de resultados fundamen-
tales en la teoria de la probabilidad. Pafnuty Lvovich Chebyshev la demostré
en 1867 en un articulo en el cual mostro que el teorema de Bernoulli (véase
la proposicion VIL.4) se puede generalizar para obtener lo que se conoce ac-
tualmente como la Ley Débil de los Grandes Nuimeros, la cual fue uno de los
resultados que hicieron avanzar fuertemente las investigaciones alrededor de
los llamados teoremas limite de la teoria de la probabilidad.

Recordemos que el teorema de Bernoulli establece que si p es la proba-
bilidad de ocurrencia de un evento A, en un determinado experimento alea-
torio, entonces, llamando X, al numero de veces que ocurre A al realizar n
repeticiones independientes del experimento, se tiene:

Moo P [|Z2 —p| > €] =0

para cualquier ntimero € > 0.
Utilizando la desigualdad de Chebyshev, este resultado se demuestra co-
mo sigue:

P[|%—p}>5]: [|X —np|>n5] P|X, — E[X,]| > ne]

P[|Xn — E[Xy]| > ne] < 2z Var [X,)]
m(lp) _ p=p)

ne?

Asi que:
p(1-p) _ 0

iy 00 P H L ne2

- —p‘ > 5} < limy oo

En el ano 1800, Siméon Denis Poisson demostré una generalizacion del
teorema de Bernoulli al considerar una sucesion indefinida de ensayos inde-
pendientes de tal forma que la probabilidad de éxito en el ensayo n es igual
a p,. Entonces, llamando X, al niimero de éxitos que se obtienen en los
primeros n ensayos, se tiene:

lim,, oo P {

X, 1 _
7—52?:11%’ >5} =0

para cualquier nimero € > 0.
Utilizando la desigualdad de Chebyshev, este resultado se demuestra co-
mo sigue:
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- %Z?zlpj’ > 5} =P HXn - E?:lpj‘ > ”5}
= P[|X,, — F[X,]| > ne]
< P[|Xn — E[Xy]| = ne] < 5 Var [X,]

dl

_ 2o pi(l-py) < i1
- n2e? — n2e? T 4ne?
Asi que:
7 Xn 1 n . 7. 1 i
limy,seo P [ il Zj:l p]‘ > 5} < limpso Inez — 0

Las formas generales de estos resultados se expondran en el segundo
volumen de este libro.

IX.9 FUNCIONES GENERADORAS

En esta seccién vamos a introducir dos nuevos conceptos, el de funcién gene-
radora de probabilidades y el de funcién generadora de momentos. El origen
de ambos se remonta a Abraham de Moivre, quien, al resolver el proble-
ma de la determinaciéon de la probabilidad de obtener una suma dada al
lanzar n dados, introdujo un método que, al generalizarse, darfa origen a
una herramienta poderosa para el estudio de sumas de variables aleatorias
independientes.

El problema que se plantedé de Moivre es el siguiente: dados un niimero
natural n y un nimero entero m, comprendido entre n y 6n, jcual es la
probabilidad de obtener una suma igual a m al lanzar n dados?

Para resolver este problema, de Moivre consider6 un niimero entero po-
sitivo t y n dados balanceados imaginarios, cada uno con t + t2 4 --- + 6
caras, de tal manera que t de ellas estan marcadas con el nimero 1, ¢ con el
numero 2, etc. Consider6 entonces el experimento aleatorio consistente en el
lanzamiento de esos n dados imaginarios, para el cual hay (t 4+t + - - - +6)"
posibles resultados equiprobables. Entonces, el total de formas en que puede
obtenerse una suma igual a m, al lanzar los dados imaginarios, est4 dado por
el término que contiene a t™ en el desarrollo de (t +t2 +--- +t%)". Ademés:

(t+t2++5" = [t%r:t” (1-¢9)"1-™"

= " [ (= DR ()] [0 ("3E )]
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Ahora bien, dado un nimero entero no negativo y, al desarrollar el pro-

ducto
[(Shoo (DR [ ()]

los términos que contienen t¥ son aquellos que se obtienen de multiplicar un
término del primer factor conteniendo t9, para alguna k tal que y > 6k, con
un término del segundo factor conteniendo #¥~%%. De manera que:

(oD (e [0 (5571
= S50 D roskeg D D (e

Asi que:

(t+82+ +t6) =" 02{k0<k<y}( DEG) (Y o= l)ty

= Zy OZ{k 0<6k<y} k( )(nﬂ/ G 1)tn+y

:Zx:n Z{k:0§6k§x7n}( ) (n) (iU o l)t

Por lo tanto, si S es la suma de los niimeros que se obtienen al lanzar los
n dados imaginarios, se tiene:

P[S=m]= m Z{k:OSGkgm—n}(_l)k(Z) (mn6k1 1)tm

Finalmente, la solucién al problema original se obtiene haciendo ¢ = 1,
asi que la probabilidad p,, de obtener una suma igual a m, al lanzar los n
dados originales, esta dada por:

Pm = 6% Z{k:OSGkSm—n}(_l)k(Z) (m;‘s—kl_l)

Por ejemplo, la probabilidad de obtener una suma igual a 11, al lanzar 3
dados, estid dada por:

) (757 = & Dho (DR ()

P3 = g5 2 qro<on<sy(—1

)
=5 [(3)-30G)] =3

1X.9.1 Funcion generadora de probabilidades

El método utilizado por de Moivre en la soluciéon del problema planteado en
la introduccién de esta seccidn motiva la siguiente definicion:
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DEFINICION IX.99 (Funcién generadora de probabilidades) Sea X una varia-
ble aleatoria discreta que admite como posibles valores unicamente enteros
no negativos. A la funcion ®x definida por:

Dx(t) =Y P[X =k|th = E[t*]

para todos aquellos nimeros reales t para los cuales la seriey ;- o P [X =Fk] tk
converja absolutamente, se le llama la funcion generadora de probabilidades

de X.

EjempPLO IX.100. Sea X wuna variable con distribucion binomial negativa
de pardmetros r y p, entonces:

ox(t)=E[tX] =p" 2ot (U1 —p)r=p (L —t(1-p)] "

= (=t

para todos los nimeros reales t tales que |t(1 — p)| < 1, es decir, |t| < ﬁ.A

Obsérvese que, dada cualquier variable aleatoria discreta X que admita
como posibles valores Ginicamente enteros no negativos, la serie:

o PIX =Kt

converge absolutamente para cualquier ¢ € [—1,1] pues en ese caso dicha
serie esta acotada por la serie convergente Y o P [X = k] = 1. Ademas, si

la serie:
ho PIX = K] 5
converge para alguna ty > 0y t € [—tg, o], entonces:
o PIX = K" < S50 PIX = Kt
asi que la serie: % PIX = k] i

converge absolutamente.

Por lo tanto, si:
tx =sup {t > 0:laserie Y ;o P[X = k]t" converge}

entonces tx > 1y la serie > 50 P[X = k| tF converge absolutamente para
cualquier t € (—tx,tx) y diverge para cualquier t € (tx,00) U (—o0, —tx).
De esta forma, la funcién generadora de probabilidades de X esta definida
ya sea en el intervalo (—tx,tx) o bien en el intervalo [—tx, tx]. El siguiente
ejemplo muestra que la funcién generadora de probabilidades de una variable
aleatoria X puede estar definida Gnicamente en el intervalo [—1,1].
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EiempLo IX.101. Sea X wna wvariable aleatoria con funcion de densidad
dada por: © sizeN
0 en otro caso

en donde ¢ es una constante positiva tal que Y oo fx(xz) =1. Sit > 1, se

. ¢ tro_ - : 00 c qx
tiene limg oo 2 = 00, asi que la serie Yooy —2t* no converge. Por lo tanto,

la funcion generadora de probabilidades de X estd definida unicamente en el
intervalo [—1,1]. A

Las siguientes dos proposiciones establecen dos de las propiedades bésicas
de la funcién generadora de probabilidades.

PropoSICION IX.102. Sean X y Y dos variables aleatorias discretas que
admiten como posibles valores unicamente enteros no negativos y sean P x
y Py sus respectivas funciones generadoras de probabilidades. Supongamos
ademds que ® x (t) = Py (t) para cualquiert € [—1,1], entonces X yY tienen
la misma funcion de densidad.

Demostracion
Por el teorema 25 del Apéndice, para cualquier ¢t € (—1,1), se tiene que
tanto ®x como Py tienen derivadas de cualquier orden en ¢ y, ademas:

By (1) = 3020 P[X = k| tF = P[X = 0]+ 332, P[X = k] "
P(t) =0 kP[X =k tF 1 = P[X = 1]+ Y2, kP [X = k] th!
P (t) = Sy k(k — 1P [X = k]#h~2
=2P[X =2+ Y 2 k(k—1)P[X = k] tk—2
PR(t) = Sop2y klk — 1)(k —2)P[X = k] ¢+
=3IP[X =3+ Y k(k—1)(k—2)P[X = k| th—3

O(t) = nIP[X =]+ 32,y il P[X = K] £+

en donde @g?) es la n-sima derivada de ®x.
De aqui se sigue que:
o (0) = n!P[X = n]
De la misma manera, se tiene:

o\ (0) = n!P[Y =]
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Pero como ®x(t) = Py (t) para cualquier t € [—1, 1], entonces CI)S?)(O) =
@g;l)(O) para cualquier n € {0,1,...}, de lo cual se sigue el resultado. [ |

PROPOSICION IX.103. Sean X y Y dos variables aleatorias discretas que
admiten como posibles valores unicamente enteros no negativos y sean P x
y Oy sus respectivas funciones generadoras de probabilidades. Supongamos
ademds que X y Y son independientes, entonces ®xyy(t) = Px(t)Py(t)
para cualquier t en la interseccion de los dominios de definicion de ®x y Py .

Demostracién

Como X y Y son independientes, se tiene E [tXTY] = E[X]E[tX], asi
que t pertenece al dominio de definicién de ® x4y siy solo si ¢ pertenece a
la interseccién de los dominios de definicion de ®x v Py . Ademas, para una
t con esa propiedad, se tiene:

Pxyy(t) = E [t*TY] = EX|E[tY] = &x(t) Py (t) m
EJEMPLO IX.104. Sean X y Y dos variable aleatorias independientes, am-

bas con distribucion binomial negativa de pardmetros r,p y s,p, respectiva-
mente, entonces, para cualquier t € [0,1], se tiene:

Pxiy(t) = Ox () Py (t) = |:1—t(p1—p)]r {l—t(pl—p)r - {%}H_S

Asi que X 4+ Y tiene distribucion binomial negativa con pardmetros
r+s y p.

PROPOSICION I1X.105. Sea X wuna variable aleatoria discreta que admite co-
mo posibles valores unicamente enteros no negativos y sea ®x su funcion ge-
neradora de probabilidades. Supongamos ademds que tx > 1. Entonces todos
los momentos de X son finitos y, para cualquier n € N, se tiene:

EX(X-1)- (X —n+1)] =20 (1)

en donde @g?) es la n-sima derivada de ®x .

Demostracién
Por el teorema 25 del Apéndice, para cualquier ¢t € (—tx,tx), ®x tiene
derivadas de cualquier orden en t y, ademaés:
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Dx(t) = 0, P[X =k]tk

Dy (t) = S50 kP[X = K] th!

() =Y, k(k—1)P[X = k] th—2
(t)

oW (t) =S k(k—1)(k —2)(k —n+ 1)P[X = k| th-"
De aqui se sigue que:

oW (1) = k(k—1)(k—2)(k—n+ 1)P[X = k|
—B[X(X—1)- (X —n+1)

EJEMPLO [X.106. Sea X wuna variable con distribucion binomial negativa
de pardmetros r y p, entonces:

Px(t)=p" [ﬁy

r—1
r 1— T
P () = rp [1*15(1171))] [14(1517)}2 =r(l=pp [1*15(11710

% (t) =r(1 —p)p"(r+1) [1—t(11—p)] [1—t1(z—pp)]2

Asi que:

’

E[X]=®\ (1) =r2

BIX(X - )] = ¥ (1) = r(r + 1) (152)’
E[X? = E[X(X - )]+ E[X] = r(r+1) (52) +rl52
Var(X) = BE[X?] — (E[X])* =r(r +1) (1—p)2 P T (1_p>2

= () = (1 ) = R

La proposicién IX.105 permite calcular la esperanza de una variable alea-
toria, con valores enteros no negativos, a partir de su funciéon generadora
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de probabilidades para el caso en que esta tltima esté definida en una ve-
cindad de t = 1. Sin embargo, como muestra el ejemplo IX.101, la funcion
generadora pudiera estar definida tnicamente en el intervalo [—1,1]. La si-
guiente proposicién permite el calculo de la esperanza, cuando es finita, en
esta situacion.

PROPOSICION IX.107. Sea X una variable aleatoria discreta de esperanza
finita que admite como posibles valores unicamente enteros no negativos y
sea ®x su funcion generadora de probabilidades. Entonces:
E[X] = limp— D' (2)

Demostracion

Por el teorema 25 del Apéndice, la serie > o0 kP [X = k] t*~1 conver-
ge absolutamente para t € [0,1) y, como X tiene esperanza finita, tam-
bién se tiene la convergencia absoluta para x = 1. Asi que, Por el teo-
rema 26 del Apéndice, si definimos f : [0,1] — R mediante la relacion
ft) =302 kP[X = k]t~ entonces Y 32, kP [X = k] = limyw1— f(z).

Ademas, también por el teorema 25 del Apéndice, para cualquier ¢ € [0, 1),
®x es derivable en t y @ (1) =Y 20 kP [X = k] tF~1 = f(2).

Por lo tanto:

E[X] =20 kP[X = k] = limyy_ f(t) = lmy.y_ &'y (1) n

EJEMPLO IX.108. (Duracién esperada del juego en el problema de la ruina
del jugador) Dos jugadores, A y B, los cuales poseen, respectivamente, a y b
fichas, juegan partidas consecutivas en cada una de las cuales las probabilida-
des de que A y B ganen son, respectivamente, p y ¢ = 1 —p y de tal manera
que en cada una de ellas el perdedor dard una de sus fichas al vencedor. Si
el juego se termina en el momento en que alguno de los dos jugadores llegue
a poseer la totalidad de fichas, scudl es la duracion esperada del juego?

Solucién
El experimento aleatorio £ asociado con este problema puede verse como
la realizacion de una sucesion de ensayos de Bernoulli B1, Ba, ..., en donde

B; es éxito si el jugador A gana la i-ésima partida.

Seat=a+b—1 vy, para cada n € N, definamos el evento:

Ay Alguno de los dos jugadores se arruina en alguno de los primeros n
ENSaYos.

Demostremos primero que P (Af,) < (1 —pt)k para cualquier k € N. La
demostracion serd por induccion:
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Si A gana las primeras b partidas, entonces ocurre Ay, asi que P (Ay) >
p® > pt. Por lo tanto P (A§) <1 —p'

Supongamos ahora que la desigualdad P (A§,) < (1 — pt)k se cumple para
k=m € N, entonces:

P(A((:erl)t) = P4 (m+1ye N A, 1) = P(A5) — P(Apnsnye N A5y)
= P(A54) = P(Apmuye | A P (A7)
Pero, dado que AS,, ocurre, Si A gana consecutivamente las siguientes

partidas hasta quedarse con todas las fichas, entonces ocurre A(y i1y, ast
que P (A(m+1)t | AS,;) = p'. Por lo tanto:

P(Afmﬂ)t):P(Aﬁmt)*P( (m+1)t | A ) (Acmt)
< P(A) = p'P(AL) = (1-p)P(A7,) < (1-p") (1 -p")"
(1 p)m+1

Sea ahora T el nimero de ensayo en el cual alguno de los dos jugadores
queda arruinado. Entonces, para cualquier k € N, se tiene:

P[T > tk] = P (45) < (1—p!)"

Ast que:

ET =" PT>2n=1+37",P[T>n]
=1+PT>1+ - +P[T>t|]+P[T>t+1]+---
+P[T>2+ =
<1+4tP[T > 1]+ tP[T > t]+tP[T > 2t + -

<1ttty g PT>th]<1+t> 2, (1—p ) =1+ t<oo

SeaTo =Toip =0y, para z € {1,...,a+b— 1}, sea T, el nimero de en-
sayo en el cual alguno de los dos jugadores queda arruinado a partir del mo-
mento en que el jugador A tiene z fichas. Sea ademds, para z € {0,...,a + b},
D, la funcion generadora de probabilidades de T, .

Se tiene P [Ty = 0] = P [Ty = 0] = 1, ast que Po(t) = Poyp(t) = 1.

Para z€ {1,...,a+b—1}, setzeneP[ =0]=0y, sineN:

P[T.=n]=pP[T.y1 =n—1]+qP[T,_1 =n—1]
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Asi que:
P.(t)=E[tT] = Y2 t*"P[T. = k]
=P ey thp Toq1=k—1]+q> 12, thp [T..1=k—1]
=pt> e I To =k =1+ qtd> o  tF P [T =k — 1]
= pt Yot P [Ton = k] + qt Y32 t* P [Ty = K]
= pt®.41(t) + qtP.—1(t)
Por lo tanto, para cualquier t € (0,1), se tiene:

(L) = pt® 4 (t) + qtP,_ 1 (t) +pP.y1(t) + qP.—1(t)

De manera que, tomando limites cuando t tiende a 1 por la izquierda y
utilizando la proposicion I1X.107, se tiene:

E [Tz] =pE [Tz—l-l] +qE [Tz—l] +1

Para encontrar el valor de E [T,] tenemos que resolver entonces la ecua-
cion en diferencias:

m, =pmyy1+qmy—1+1 para z€{l,...,a+b—1}

Una solucion particular de esta ecuacion estd dada por:

{—22 sip=gq
a, = .
- =5 SiPF4

Si {52}26{0 1,...at+b} €5 otra solucion, entoncesy, = 3,—a, es solucion de:
Ve = DPVz41 +q7271 para z € {1""’a+b_ 1}

Para encontrar la solucion general de esta ecuacion, la escribiremos en
la siguiente forma equivalente, la cual se obtiene escribiendo v, = v,(p+q):

q (fYZ - r)/zfl) =p (’YZJrl - 72)
Supongamos primero que p = q, entonces se tiene:
M= Y0 =271 "= Yatb ~ Yatb—1 =€

en donde ¢ es una constante. Asi que, para z € {1,...,a+b}:

Vi = Yo = ket (7k - Vk—l) =cz
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Por lo tanto, v, = vy + cz. Supongamos ahora p # q. En este caso
tenemos, para z € {1,...,a+b—1}:

@ 1y (v — Y1) = 2 [ies (Ve — 1)

Asi que: .
Vet1 = V2 = (%) (71 = 70)

y entonces, para z € {1,...,a+ b}:

k
Y2 =% = Si2b (s = %) = (1 —90) Tich (£) = (1 =) T
Por lo tanto:
17<%)Z q z
7221—’_(71_1) 1-4 :A+B(i))
g

en donde A y B son constantes.
Ast que:
Yo + €2 stp=gq
= z
Tz A—i—B(%) sip#q
Por lo tanto:
—2% + g + ¢z sip=q
= = z
f: =t ﬁ%—A—i—B(%) sip#q

es la solucion general de la ecuacion original.
Ast que:
—22+’70+Cz stp=gq
e L+A+B(2>Z sip#q
a—p P

Ahora bien, como mg = mg1p = 0, se tiene:

0 Yo sip=q —(a+b)2+’yo+c((2+b) sip=(q
= . = a+
A+B sip#q o4 A+ B (2) sip#q
Asi que:
Yo=0;c=a+bA=—-2t 1 __.p—_4

i)
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Por lo tanto:
—22 4 (a+b)z sip=q (a+b—2)21 () sip=q
my = z q\* - =\ = _atb "~ \» ;
ﬁ“{'A[l— (5) :| Slp#q q—p quli(g)tH»b S?’p#q
P
Para el problema planteado inicialmente, en el cual el jugador A comienza
con a fichas y el jugador B con b fichas, se tiene:

ab sip=q

— e SIPFA

1X.9.2 Funcion generadora de momentos

DEFINICION IX.109 (Funcién generadora de momentos) Sea X wuna variable
aleatoria. A la funcion Mx definida por:

Mx(t) = EletX]

para todos aquellos nimeros reales t para los cuales e tenga esperanza
finita, se le llama la funcion generadora de momentos de X

EjempPLO IX.110. Sea X wuna variable con distribucion gama de pardmetros
a y A, entonces:

0 tx agpa—le—Az 00 \tpa—le—(A—t)z
My (t) = E[eX] = [§° e ATe e gy = [0 A0 1e 020" g
_ e 0o (A—t)xgr—le~ (A1) _ 2\ @
= oo o T(a) dz = (m)

para todos los numeros reales t tales que A —t > 0, es decir, t < .

EJEMPLO IX.111. Sea X wuna variable con distribucion normal estandar,
entonces:

—1a? 0 —L(z?2—2tx)
Mx(t) = E[etX] = [* et L e 2%y = L ette—3(@ dx
x(t) = Ble] = [0 e v o
1 142 poo  _Ll(z—1)? 42 1 oo 142 142
= —e2 2 = 2 —_— 2 = 2
=€ o e dx =e Nz oo e dy=-e

para cualquier nimero real t.
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Ahora, si'Y es una variable con distribucion normal de pardmetros i y
Y —

2 02’” tiene distribucion normal estindar, asi que:

o“, entonces X =

My(t) _ E[etY] _ E[et(,u+02X)] _ e,utE[eGQtX]
= el My (02t) = eMtez?”” = exp {ut + 3o°t?}
para cualquier nimero real t. A

Obsérvese que e tiene esperanza finita por lo menos para t = 0. El
siguiente ejemplo muestra que la funciéon generadora de momentos de una
variable aleatoria X puede estar definida tinicamente en ¢t = 0.

EJEMPLO IX.112. Sea X wuna variable aleatoria con distribucion Cauchy,
es decir, con funcion de densidad dada por fx(z) =
x € R.

Sit >0, se tiene:

m para cualquier

etac

hmxwoo T+az2 — o0

Ast que:

oo et _
0 1+mgdac— 00

Sit <0, se tiene:

tx

hmmw_oo T+22 = 0

Ast que:
. 0 eta: _
I T5zdr = 00

Por lo tanto, para cualquier t # 0, se tiene:

tx 0
Mx(t) = E[e™] = L [(¥ t5mda+ £ 7

etz

Hdem =00

EJEMPLO IX.113. Sea X wuna variable aleatoria con funcion de densidad
dada por fx(x) = %efm para cualquier x € R.

Sit >0, se tiene imyoo (tx — /) = liMgsoo (t/x — 1)/ = 00, asi que
I et VI g = 0.

Sit <0, se tiene limg oo (—tx — /) = liMgasoo (—t/x — 1)y/T = 00, ast
que [y° eV = 0.

Por lo tanto, para cualquier t # 0, se tiene:

Mx(t) = E[e"X] = [* etre=V1el gy — Ie etV dy 4 fi)oo etV g

= [P e Vaidy + [7¥emt*Vidy = oo A
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tX

Por otra parte, definiendo Z = e**, se tiene, para z > 0:

Fyz(z)=P [etX <z] =P[tX <Inz]

_{P[Xgilnz] sit>0 _{FX(%lnz) sit>0
n P[Xz%lnz] sit<0 P[Xz%lnz] sit<O
Asi que:
Mx (t) = E[e!] = [T 1= Fz(2)] dz
I [ (1lnz)]dz sit>0
:{ Io° Fx flnz)dz sit<0

t[7 1= Fx(z)]e®dz sit>0
{ —t [% Fx(z)edx sit<0
t L7 [1 = Fx( )]emdas—{—tff)oo [1— Fx(z)]e®dz sit>0
N { —t fioo Fx(z)edx —t [ Fx(x)edx sit<0
=1+t [;°[1 — Fx(z)] e*dx — tff)oo Fx(z)et*dx

Para t > 0, la integral ff)oo Fx(z)e'®dz siempre es finita, por lo tanto,
Mx (t) < oo siy solosi [;°[1 — Fx(x)]e“dx < oo; mientras que si t < 0, la
integral [;° [1 — Fx ()] e"*dx siempre es finita, por lo tanto Mx (t) < oo si
y s6lo si fo Fx(z)edr < .

Si fo [1— Fx(z)] el®dx < oo para alguna tg > 0y 0 < t < ty, entonces
e < €% para x > 0, asi que [;° [l — Fx(2)]edz < oo. Por lo tanto
Mx (t) < oo para cualquier ¢ € [0, to].

Si fEOO Fx(z)e**dr < oo para alguna sp < 0y so < t < 0, entonces
el® < e para x < 0, asf que ffoo Fx(z)el*dx < oco. Por lo tanto Mx (t) <
oo para cualquier ¢ € [sg, 0].

De esta forma, la funcién generadora de momentos de X esta definida en
un intervalo de extremos sy y tg.

PROPOSICION [X.114. Sea X una variable aleatoria y Mx su funcion ge-
neradora de momentos. Supongamos ademds que Mx estd definida en un
intervalo (—to, ), en donde ty > 0. Entonces todos los momentos de X son
finitos y:

Mx(t) = >3, k'E [X*]

para cualquier t € (—to,tp).
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Demostracién
Definiendo Z = | X|*, se tiene, para z > 0:

Fz(2) [|Xy < z} —p [\X| < zﬂ —p [—z% <X < z%}

= Fx(2t) - P [X < 2]

Asi que:

BIX|"] = J5° [ = Fa(2)]dz = [§° [1 = Fx(2%) + Fx(~2%)] dz

=k [,°[1 - Fx(z) + Fx(—=)] " 'da

=k [;°[1 = Fx(z)] 2" Yo + k [° Fx(—2)z"'da

=k [l - Fx(z)] k= ldx + k [y Fx( —z)zkldx

=k [°[1 - Fx(z)] 2" Yz + k [ Fx(x) 2" da

Ahora bien, recordemos que se tiene:

Mx(t) =1+t [°[1 — Fx(z)]e“de —t [° Fx(z)e!dx
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y que, por hipotesis, Mx es finita en en un intervalo (—tp, to), en donde ¢y > 0,
ast que [;~[1 — Fx(z)]e""dz < ooy fEOO Fx(z)e %dx < oo. Ademés,
=> 10 %xk, asi que zF < @ el? para cualquier x > 0 y cualquier k£ y

k! eS0T
= Jt*
Por lo tanto:

]:r|k para cualquier x < 0 y cualquier k.

Joo 1= Fx(z)] 2" de < o0
[0 Fx(z) |z de < oo

Asi que E[|X|"] < o0
Para k impar, definiendo Y = X%, se tiene:

Frl(y) =P [X* <] = P[X < y¥] = ()

Asique'
= 7711 = Fr(y)ldy — [° Fy(y)dy
=($ﬁ—fx@ﬂ}yff Fx(y+)dy
=k [l - Fx(z)| k= ldx—k:f Fx(x)z*dx
)] x

k= ldx—k:f Fx(x)z*'dx
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Por otra parte, si k es par:
BIX¥| = E[[X|") = k [ [1 - Fx(@)]a* 1z + & [° Fx(a) |o* " da
=k [0l - Fx(z)] o dy — k ono Fx(x)z* dx
Asi que, en cualquier caso, para k > 0:
EXM =k [;°1 - Fx(z)] 2" de — k fi)oo Fx(x)z*dx
Por lo tanto:
Yo mE [XF] =14+ 300 B [XF]
=1+ Zk—l Uk Joo 1= Fx(a)] 2" tda

— S gk [0 Fx(@)ah—tde
=1+t [°[1 - Fx(2)) 30 bakde
—t [0 Fx (@) g fratde

Pero como € = limy o0 D pep k,mk se tiene:
Sit € [0,tp), la sucesion de funciones x — [1 — Fx(z)] Y, é Z,x para
x > 0, es mondtona no decreciente, asi que, por el teorema de la convergencia

monoétona, se tiene:

limy oo [5° [1 = Fx(2)] 3 atda
= [7°[1 = Fx ()] impsoe >, 5 ';:, ahdr = [[°[1 — Fx(z)] e®da

Para t € [0,%9) y « < 0, se tiene:
‘Zz 0 k'x ‘ < k=0 ku |95| <> o |SU\ = efltl = ¢—to
y, ademas:
f_ooo Fx(z)e ™dz < 0o < ff)oo Fx(z)e %dx < oo
Asi que, por el teorema de la convergencia dominada, se tiene:

1My, 00 fi)oo Fx(z) Y72 'Z, zFdx
= [0 Fx (@) Yoo 3025 Krakde = [0 Fx(a)eda
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Sit € (—to,0), la sucesion de funciones x — Fx(z) ,_ é',;,x para

x < 0, es mondtona no decreciente, asi que, por el teorema de la convergencia
monodtona, se tiene:

limy,seo ff’oo Fx(x) Z:(l) %k,:vkd:n
= ff’oo Fx (2) limy oo Y720 ’;:, rhdr = ffoo Fx(z)et®dx
Site (—tg,0) y x>0, se tiene:
S fiot] < g Yot < T, it = et = e
y, ademas:
Joo 1= Fx(2)] e ™de < 0o < [ [L — Fx(z)] e"dx < oo
Asi que, por el teorema de la convergencia dominada, se tiene:
My, oo f57° [1 = Fx (2)] 32350 k'xkdx
= [ [1 = Fx(2)] impese 5oy bakde = [°[1 — Fx ()] e®da
Por lo tanto:
fary k'E [Xk] = lmysco D j 0 [Xk]
=1+t [;°[1 - Fx ()] et"”dx—tf_oo FX(x)emdx:MX(t) |

COROLARIO IX.115. Sea X wuna wvariable aleatoria y sea Mx su funcion
generadora de momentos. Supongamos ademds que Mx estd definida en una
vecindad de 0. Entonces, para cualquier n € N, se tiene:

E[X"] = M{"(0)
en donde M)(?) denota la enésima derivada de Mx .

EJEMPLO [X.116. Sea X una variable aleatoria con distribucion uniforme
en el intervalo [a,b], entonces:

1 tb ta ;
bt oy (e —e sit#0
X(t): [ tX] bla fa et dr = { i(b ) ( ) s1t=20

M—/X(t) - t(b a) (betb - aem) (bl—a) (etb - em)
ML(H) = t(b . (26 — a2ete) — % (be® — aete) + tS(zia) (e — eta)
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Asi que:
E[X] = lim¢.o [t(bl—a) (be'® — ae'®) — m (et — eta):| —L(a+0)
E[X?] = limy [t(bla) (b2 — a2ete) — % (be®® — aeta)

Var(X) = E[X? — (E[X])* =1 (a®> +ab+b%) — L (a+b)* = & (b—a)®
A

Las siguientes dos proposiciones establecen dos de las propiedades bési-
cas de la funciéon generadora de momentos. La demostracion de la primera
de ellas requiere de herramientas no desarrolladas en este libro. Puede con-
sultarse una demostraciéon en Billingsley, P., Probability and Measure, John
Wiley, 1979.

PROPOSICION IX.117. Sean X y Y dos variables aleatorias y sean Mx y
My sus respectivas funciones generadoras de momentos. Supongamos ade-
mas que Mx y My estin definidas y son iguales en una vecindad de 0, en-
tonces X y'Y tienen la misma distribucion.

ProposICION IX.118. Sean X yY dos variables aleatorias independientes y
sean Mx y My sus respectivas funciones generadoras de momentos. Entonces
Mx 1y (t) = Mx (t) My (t) para cualquiert en la interseccion de los dominios
de definicion de Mx y My .

Demostracion

Como X y Y son independientes, se tiene E[e/X+Y)] = E[et)]E[e!Y],
asf que ¢ pertenece al dominio de definicion de Mx 1y siy s6lo si t pertenece
a la interseccién de los dominios de definicién de Mx y My. Ademas, para
una t con esa propiedad, se tiene:

My .,y (t) = E[e!X*Y)] = E[et®)E[etY] = Mx (t) My (t) ]

EjeMPLO IX.119. Sean X y Y dos variables aleatorias independientes, am-
bas con distribucion gama de pardmetros ay, A y aa, A, respectivamente, en-
tonces, para cualquier t < X, se tiene:

M1y (t) = Mx (t)My (t) = (ﬁ)‘” (ﬁ)” _ <%

Ast que X +Y tiene distribucion gama con pardmetros oy + ao y A.

)a1 +ag
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IX.10 EJERCICICIOS

EJjercicio IX.1. Utilice el método del ejemplo IX.5 para calcular la espe-
ranza de una variable aleatoria X con distribucion Poisson de pardmetro .

EJercicio 1X.2. Utilice el método del ejemplo 1X.6 para calcular la esperan-
za de una variable aleatoria X con distribucion a) binomial de pardmetros n
y p y b) binomial negativa de pardmetros r y p.

EJjercicio IX.3. Sea X una variable aleatoria con funcion de densidad dada
por:
2 :
fx(z) = { &y size{l,... N}

0 en otro caso

en donde N es un entero positivo. Encuentre E [X].

EJERCICIO [X.4. Sea X una variable aleatoria con funcion de densidad dada
por:
& siz€{2,3,...}
fx(x)=4¢ 3—¢ siz=0
0 en otro caso

Encuentre E [X].

EJjercicio IX.5. Un juego popular en Inglaterra consiste en el lanzamiento
de 8 dados. Un jugador puede apostar a cualquiera de los nimeros enteros
entre 1 y 6. Si se obtiene ese niumero en exactamente uno de los 8 lanza-
mientos, se gana lo mismo que se aposto; si se obtiene en evactamente dos
de los 3 lanzamientos, se gana el doble de la apuesta y si se obtiene en los 3
lanzamientos se gana el triple de la apuesta. Por otro lado, si no se obtiene
el numero en ninguno de los 3 lanzamientos, el jugador pierde la apuesta.
Encuentre la esperanza de la ganancia (o pérdida) de un jugador que apuesta
un peso en dicho juego.

EJERrCcICIO 1X.6. Un juego consiste en el lanzamiento de n dados. Un juga-
dor elige un niumero entero entre 1 y 6. Por cada dado con el cual se obtenga
ese numero el jugador gana 1 peso. Por otro lado, si no se obtiene el nimero
en ninguno de los n lanzamientos, el jugador pierde n pesos. a) Encuentre
la esperanza de la ganancia del jugador. b) ;Cudl es el mds pequenio valor de
n con el cual la esperanza de la ganancia es positiva?
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Ejercicio 1X.7. Una urna contiene N tarjetas numeradas del 1 al N. Un
experimento aleatorio consiste en seleccionar n tarjetas al azar y sin reem-
plazo. Encuentre el valor esperado del numero mds grande en la muestra.

EJercicio IX.8. Una urna contiene N tarjetas numeradas del 1 al N. Un
experimento aleatorio consiste en seleccionar n tarjetas al azar y con reem-
plazo. Encuentre el valor esperado del numero mds grande en la muestra.

EJErcicIO 1X.9. Sea X una variable aleatoria distribuida geometricamente

con pardmetro p y sea M un entero positivo. Encuentre la esperanza de'Y =
min(X, M) y Z = max(X, M).

EJERCICIO IX.10. Se escoge al azar un nimero del conjunto {1,2,...,10}.
Una persona A trata entonces de determinar el valor del nimero seleccio-
nado mediante preguntas cuyas unicas respuestas son st o no. Encuentre la
esperanza del numero de prequntas que se tienen que hacer hasta encontrar
el valor del nimero en cada uno de los casos siguientes:

a) La pregunta nimero i es gse selecciond el nimero i?

b) Se pregunta de tal manera que la respuesta elimina aprorimadamente
la mitad de las posibles soluciones.

EJercicio [X.11. Una caja contiene 5 componentes eléctricos, de los cua-
les 2 estan defectuosos. Se checa cada uno de los componentes en un orden
aleatorio hasta que se encuentren los dos defectuosos. ;Cudl es la esperanza
del nimero de chequeos que se realizan?

EJERCICIO IX.12. Se van colocando al azar bolas, una a una, en cualquiera
de N cajas hasta que se ocupe la primera caja. ;Cudl es el nimero esperado
de bolas que se colocan en las cajas?

EJercicio IX.13. Una persona dispone de n llaves, una de las cuales es
la tdnica que abre una puerta. La persona va probando, una a una, cada
llave, hasta encontrar la que abre la puerta. Encuentre el nimero esperado
de intentos que realiza en cada uno de los casos siguientes: a) en cada intento,
elige una llave al azar entre las n, b) en cada intento, elige una llave al azar
entre las que ain no ha probado.

EJjercicio 1X.14. Se realizan sucesivamente ensayos de Bernoulli indepen-
dientes, en cada uno de los cuales la probabilidad de éxito es p, hasta obtener
2 veces consecutivas €xito o dos veces consecutivas fracaso s Cudl es el nimero
esperado de ensayos que se realizan?
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EJercicio [X.15. Una urna contiene N bolas numeradas del 1 al N. Se
van sacando bolas al azar de la uwrna, una a una y con reemplazo, hasta
obtener dos veces consecutivas la misma bola. ;Cudl es el nimero esperado
de elecciones que se realizan?

EJERrcIcIO [X.16. Se quiere seleccionar a una persona de entre m. Para
ello, cada una lanza una moneda y se conviene en que si alguna obtiene un
resultado distinto al de las otras, entonces esa persona es la seleccionada; de
otra manera se vuelven a lanzar las monedas bajo las mismas condiciones.
Encuentre la esperanza del nimero de intentos que se realizan hasta que la
persona sea seleccionada.

EJercicio IX.17. Una pareja de recién casados planea tener tantos hijos
como sea necesario hasta tener una nina. Suponiendo que la probabilidad de
que un hijo que procree la pareja sea nina es igual a 1/2, jcudl es el valor
esperado del nimero de hijos que tendrd la pareja?

EJercicio 1X.18. Una pareja de recién casados planea tener tantos hijos
como sea necesario hasta tener por lo menos una nina y por lo menos un
nino, deteniendo la procreacion una vez consequido su objetivo. Suponiendo
que la probabilidad de que un hijo que procree la pareja sea nina es igual a la
probabilidad de que sea nino, ;cudl es la esperanza del numero de hijos que
tendrd la pareja?

Sugerencia: Defina Y como el nimero de hijos que tiene la pareja y el
evento A: ‘el primer hijo de la pareja es una nina’. Considere entonces la
distribucion de Y dado que A ocurre y la distribucion de Y dado que A no
ocurre.

EJsercicio 1X.19. Cuando una determinada mdquina no estd bien ajustada,
la probabilidad de que produzca un articulo defectuoso es igual a 0.2. Cada
dia la mdquina se pone a funcionar y se detiene para su ajuste en el momento
en que ya ha producido 8 articulos defectuosos. ;Cudl es el nimero esperado
de articulos que produce una mdquina desajustada antes de ser detenida para
su ajuste?

EJERcCICIO [X.20. Un lote contiene 100000 articulos, de los cuales 10000
estdan defectuosos. Se van seleccionando articulos de la poblacion, uno a uno
y al azar, hasta obtener 20 no defectuosos. Estime el nimero esperado de
articulos que se inspeccionan.
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EJERrcICIO IX.21 (Problema de los 3 jugadores) Tres jugadores, P, Q y R,
Juegan partidas por parejas en cada una de las cuales la probabilidad que
cada jugador tiene de ganar es %,‘ quien gane una partida juega con el otro
jugador, hasta que uno de los jugadores gane dos partidas consecutivas, ga-
nando entonces el juego. Encuentre el valor esperado del nimero de partidas
que se juegan hasta que uno de los jugadores gana el juego.

EJjErcicio 1X.22. Se tienen dos muebles, cada uno con 20 cajones. Se elige
un mueble al azar y luego un cajon al azar, de ese mueble, colocando ahi
un documento. Una persona, que estd buscando el documento, elige uno de
los muebles al azar y, en ese mueble, va abriendo los cajones al azar, uno a
uno, buscando ahi el documento. Si después de revisar 10 cajones ain no se
encuentra el documento, squé estrategia hace minimo el nimero esperado de
cajones que se abrirdn hasta encontrar el documento: a) continuar buscdindolo
en el mismo mueble y, en caso de no encontrarlo ahi, continuar con el otro o
b) continuar buscindolo en el otro mueble y, en caso de no encontrarlo ahi,
continuar con los diez cajones que restan del primero?

EJERCICIO 1X.23. Se tienen dos muebles, cada uno con 20 cajones. Se elige
uno de los muebles de tal manera que la probabilidad de que sea seleccionado
el primero es igual a p, en donde p > %; en sequida, se elige un cajon al
azar, de ese mueble, colocando ahi un documento. Una persona, que estd
buscando el documento, elige el primer mueble y, en ese mueble, va abriendo
los cajones al azar, uno a uno, buscando ahi el documento. Si después de
revisar 10 cajones aiun no se encuentra el documento, ;qué estrategia hace
minimo el numero esperado de cajones que se abrirdn hasta encontrar el
documento: a) continuar buscindolo en el mismo mueble y, en caso de no
encontrarlo ahi, continuar con el otro o b) continuar buscdindolo en el otro
mueble y, en caso de no encontrarlo ahi, continuar con los diez cajones que

restan del primero?

EJercicio I1X.24. El tiempo de vida, en dias, de cierto componente, tiene
distribucion exponencial de pardmetro X = 0.1. Un usuario adquiere el com-
ponente bajo la condicion de que pagard 20 pesos por cada dia de operacion
(o0 bien la parte proporcional en caso de no completarse un dia) después de
la primera semana de uso. a) ;Cudl es la probabilidad de que el productor
reciba mds de 100 pesos por un componente? b) ;Cudl es la esperanza de lo
que recibe el productor por un componente?
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EJErcicio [X.25. El tiempo, en horas, que le toma a un técnico reparar una
mdquina tiene distribucion exponencial. Si en promedio ese técnico repara 2
mdquinas cada hora, scudl es la probabilidad de que pueda reparar 3 mdquinas
en menos de 2 horas?

EJERCICIO 1X.26. Cada bombilla o foco producido en una cierta fdbrica tie-
ne un tiempo aleatorio de vida T, con funcion de densidad dada por:
£(t) = { MNte M sit>0
0 en otro caso

Se sabe ademds que, en promedio, el tiempo de vida de cada foco es de
2000 horas. Estime la probabilidad de que entre 1000 focos, seleccionados al
azar de la produccidon de esa fabrica, haya mds de 210 con un tiempo de vida
superior a 3000 horas.

EJERCICIO IX.27. Sea X wuna wvariable aleatoria con distribucion binomial
de pardmetros n y p. Encuentre la esperanza de (1 + X)~1.

EJErciciO 1X.28. Sea F' la funcion de distribucion de una variable aleato-
ria con distribucion normal estandar y sea X una variable aleatoria con dis-
tribucion exponencial de pardmetro X = \/2. Exprese E(e_X2) en términos
de F' y encuentre su valor.

EJERCICIO IX.29. Sea X una variable aleatoria con distribucion normal es-
tandar. Encuentre E [e3X *Xz].

EJercicio [X.30. La demanda de un cierto producto, que se vende segun
su peso, estd dada por una variable aleatoria continua X con funcion de
distribucion Fx (no necesariamente absolutamente continua). La venta de x
kilos del producto produce una ganancia de ax pesos, mientras que x kilos no
vendidos producen una pérdida de bx pesos, en donde x es cualquier numero
real no negativo. Demuestre que el valor esperado de la ganancia se mazimiza
comprando, para su venta, xqg kilos del producto, en donde xg es tal que

Fx(xo) = ai-i—b'

EJERCICIO IX.31. Sea Z una variable aleatoria con distribucion normal es-
tindar, y € R y definamos la variable aleatoria X mediante la siguiente

relacion: ,
Z stz >y
X p—
0 en otro caso

Encuentre E [X].
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EJERrcIciO [X.32. Un experimento aleatorio consiste en lanzar 10 dados.
Sea X la suma de los nimeros que se obtienen. Encuentre E [X].

EJercicio 1X.33. Cada persona de un grupo de N lanza su sombrero al
aire de tal manera que cada persona recoge uno de ellos al azar. ;Cudl es
la esperanza del nimero de personas que obtienen el sombrero que llevaban
originalmente?

Ejercicio 1X.34. Una caja contiene n ldmparas, de las cuales v funcionan
correctamente. Se checa cada una de las ldmparas en un orden aleatorio hasta
que se encuentre una que funcione correctamente. ;Cudl es la esperanza del
nimero de chequeos que se realizan?

EJERrcIcio IX.35. Una caja contiene n componentes eléctricos, de los cua-
les r estan defectuosos. Se checa cada uno de los componentes en un orden
aleatorio hasta que se encuentran s defectuosos. ;Cudl es la esperanza del
numero de chequeos que se realizan?

Eijercicio 1X.36. Para determinar si alguna persona tiene una cierta en-
fermedad es necesario realizarle un andlisis de sangre. Se quiere examinar a
N = n*xm personas y, para reducir el nimero de pruebas, se decide formar
grupos de m personas cada uno. Las muestras de sangre de las m personas
en cada grupo se mezclan y se analiza la mezcla. Si la prueba resulta nega-
tiva, se concluye que ninguna persona en el grupo tiene la enfermedad y no
es mecesarto realizar ningun otro andlisis a las personas de ese grupo, pero
st resulta positiva, se realiza el examen a cada una de las personas del grupo.
Suponiendo que cada una de las N personas tiene la enfermedad con probabi-
lidad p = 0.01, encuentre la esperanza del nimero de andlisis que se realizan,
stquiendo el método descrito, para determinar si cada una de las N personas
tiene la enfermedad.

EJErCICIO IX.37. Supongamos que elegir una persona al azar y anotar el
dia de su cumpleanos es equivalente a elegir al azar un dia de entre los 365
del ano. Encuentre el nimero esperado de dias de nacimiento distintos en
un grupo de N personas elegidas al azar.

EJERrcICIO IX.38 (Problema del colector de cupones) Una urna contiene N
bolas numeradas del 1 al N. Se van sacando bolas de la urna, una a una y
con reemplazo, hasta que se ha seleccionado por lo menos una bola de cada
numero. Encuentre el tamano esperado de la muestra que se obtiene.
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EJErcIciO [X.39. Sea X una variable aleatoria cualquiera, demuestre que

a) si Fx(m) = §, entonces m es mediana de X, b) Si X es una variable

aleatoria continua, entonces m es mediana de X si y solo si Fx(m) =

c) st no eziste algdn punto © € R tal que Fx(x) = %, entonces m i
inf {x ER: Fx(z 2} = sup {a: eER: Fx(z) < %} es la unica mediana
de X y d) si emste algin punto x € R tal que Fx(x) = % entonces un
ndmero real m es medz’ana de X siy solo si m € [a,b], en donde a =
1nf{az€R Fx(x Q}yb—sup{ﬂzGR Fx(x 2}

EJERCICIO IX.40. Encuentre una mediana de X si su distribucion es a) uni-
forme en el intervalo (a,b), b) normal con pardmetros yi y o 3y ¢) exponencial
con pardmetro \.

EJERCICIO 1X.41. Sea X wuna wvariable aleatoria de esperanza finita. De-
muestre que m € R es mediana de X si y sélo si la funcion G(z) =
E[|X — z|] alcanza su valor minimo en x = m.

Eisercicio 1X.42. Se desea construir una estacion de bomberos en algin
punto de un camino de longitud infinita. Supongamos que el punto sobre el
camino en el cual se presenta un incendio es aleatorio, de tal manera que
la distancia, X, desde el origen hasta dicho punto, es una variable aleatoria
con distribucion exponencial de parametro A. ;En donde deberd construirse
la estacion de tal manera que la esperanza de la distancia de la estacion a
un incendio sobre el camino sea minima?

Eisercicio 1X.43. Sea X una vartable aleatoria distribuida uniformemente
en el conjunto {0,1,... N}. Encuentre la esperanza y la varianza de X.

EJERCICIO [X.44. Sean a < b dos numeros reales y X una variable aleatoria
distribuida uniformemente en el conjunto

{zr=a+%0b—-a)|ke{l,...,n}}.

Encuentre la esperanza y la varianza de X .

EJERCICIO [X.45. Sea X una wvariable aleatoria con distribucion uniforme
en el intervalo (—2,1). Encuentre la esperanza y la varianza de Y = | X + 1.

EJERCICIO [X.46. Sea X wuna variable aleatoria distribuida uniformemen-

te en el intervalo (—3,2). Encuentre la esperanza y la varianza de Y =
| X2 —1].
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EJERCICIO [X.47. Se toma una muestra con reemplazo de tamano 4 de una
urna que contiene 30 bolas numeradas del 1 al 30. Sea X la suma de los
numeros que se obtienen. Encuentre la varianza de X.

EJErCICIO 1X.48. Supongamos que X y Y son dos variables aleatorias in-
dependientes tales que E(X*) = 2, E(Y?) =1, E(X?) =1y E(Y) = 0.
Encuentre Var(X2Y).

EJjErcicio 1X.49. Sean X y Y dos variables aleatorias independientes de

varianza finita. Exprese la varianza de 2X +3Y en términos de las varianzas
de X yY.

EJercicio IX.50. En un grupo de 20 personas, de las cuales 10 son hombres
y 10 son mugeres, se forman 10 parejas al azar. Encuentre la esperanza y la
varianza del numero de parejas integradas por un hombre y una mujer, entre
las 10 que se forman al azar.

EJErciciO IX.51. Sea X wuna variable aleatoria con distribucion hipergeo-
métrica de pardmetros r, s y n. Encuentre la varianza de X.

Eijercicio 1X.52. Sea X wuna variable aleatoria con distribucion gama de
parametros o« y X. Encuentre E [X"] para cualquier n € N.

EJercicio 1X.53. Sea X wuna variable aleatoria y n € N. Si X tiene espe-
ranza finita y | X — E(X)|" también tiene esperanza finita, se dice que X
tiene momento central de orden n finito y a la cantidad E [(X — E(X))"] se
le llama el momento central de orden n de X. a) Demuestre que una varia-
ble aleatoria X tiene momento central de orden n finito si y sélo si X tiene
momento de orden n finito. b) Para cualquier n € N, encuentre el momen-
to central de orden n de una variable aleatoria con distribucion normal de
pardmetros p y a2.

Ejercicio 1X.54. Sea X una variable aleatoria con funcion de densidad ti-
po Poisson de pardametro A. Utilice la desigualdad de Chebyshev para verificar
las siguientes desigualdades:

a) P(X <3) <%
b) P(X >2)\) < %
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EJERCICIO [X.55. Supongamos que, para decidir si una moneda estd balan-
ceada, la lanzamos 1000 wveces, y rechazamos la moneda como balanceada
st el numero de soles o el numero de dguilas que se obtienen es mayor o
tgual a 550. Utilice la desigualdad de Chebyshev para determinar el mdzimo
porcentaje de monedas balanceadas que se rechazan con este procedimiento.
Compare el resultado con el que se obtiene aplicando el teorema de de Moivre-
Laplace.

EJercicio IX.56. Para estimar la proporcion de cierta clase de peces, en
una determinada poblacidn, se toma una muestra con reemplazo de tamano
100 y la proporcion de peces que se obtiene en la muestra se toma como la
proporcion de peces en la poblacion. Calcule la probabilidad de cometer un
error mayor que 0.05 con esta estimacion.

EJercicio 1X.57. De acuerdo con su experiencia, un profesor sabe que la
calificacion de un estudiante en su examen final es una variable aleatoria X
con esperanza 75. a) Obtenga una cota superior para la probabilidad de que
la calificacion de un estudiante exceda 85. Suponga ademds que el profesor
sabe que la varianza de X es igual a 25. b) ;Qué se puede decir acerca de
la probabilidad de que un estudiante obtenga una calificacion entre 65 y 857
c) ;Cudntos estudiantes tendrian que presentar el examen de tal manera
que, con una probabilidad de por lo menos 0.9, el promedio de calificaciones
distard de 75 en menos que 57

EJjErciciO IX.58. Sea X una variable aleatoria con distribucion binomial de
pardmetros n = 30 yp = 1. a) Encuentre el valor ezacto de P[12 < X < 18].
b) Utilice la desigualdad de Chebyshev para estimar P[12 < X < 18].

EJeRcICIO IX.59. a) Utilice el teorema de de Moivre-Laplace para estimar
el mds pequerio valor de n con la propiedad de que al lanzar n veces una
moneda, la probabilidad de que el porcentaje de las veces en que se obtiene
sol esté comprendido entre 49% y 51 % sea mayor o igual a 0.95. b) Resuelva
el mismo problema utilizando la desigualdad de Chebyshev.

EJercicio 1X.60. Sea X una variable aleatoria discreta con funcion de den-
sidad dada por:

0 en otro caso

fx(x)—{ A siwe {12}



392 INTRODUCCION A LA TEORIA DE LA PROBABILIDAD

en donde \ es una constante positiva. Encuentre la funcion generadora de
probabilidades, ®x(t) = E [tX], de X.

EJErCICIO IX.61. Sea X una variable aleatoria discreta con funcion de den-
sidad dada por:
& size{l,...,N}
fx(x) = 2%\, sizx=N+1
0 en otro caso

en donde N es un entero positivo. Encuentre la funcion generadora de pro-

babilidades de X .

EJERrCICIO IX.62. Sea X una variable aleatoria distribuida uniformemente
en el conjunto {0,1,... N}. Encuentre la funcion generadora de probabilida-
des de X y utilicela para calcular su esperanza.

EJjercicio 1X.63. Sea X wuna wvariable aleatoria con funcion de densidad
dada por:
2N*~3 :
fX([E)_{W SZ$€{3,4,...}

0 en otro caso

Encuentre la funcion generadora de probabilidades de X y wutilicela para
calcular su esperanza.

EJErCICIO [X.64. Sea X wuna variable aleatoria distribuida binomialmente
con pardmetros n y p. Utilice la funcion generadora de probabilidades de X
para calcular su esperanza y su varianza.

EJERCICIO IX.65. Sean X yY dos variables aleatorias independientes cuyas
funciones generadoras de probabilidades estin dadas por ®x(t) = et’~1 Y

Dy (t) = % (3 + 2t* + 1), respectivamente. Encuentre E [XY (X + 1)].

EJjErcicio 1X.66. Sean X yY dos variables aleatorias independientes cuyas
. .. 4 3
funciones generadoras de probabilidades estin dadas por ®x (t) = w

y Px(t) = %, respectivamente. Encuentre E [XY2(2X + 3)]

EJErCcICIO IX.67. Sean X y Y dos variables aleatorias independientes cuyas

; g P _ 3t 43456241
funciones generadoras de probabilidades estin dadas por ®x (t) = =—5>—=

y Oy (t) = %, respectivamente. Encuentre la funcion de densidad de
X+Y.
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EJsErcicio [X.68. Demuestre los siguientes resultados:

a) Si X yY son dos variables aleatorias independientes, ambas con distri-
bucion binomial de pardmetros ni,p y ne, p, respectivamente, entonces X +Y
tiene distribucion binomial con pardmetros ni + na, p.

b) Si X yY son dos variables aleatorias independientes, ambas con dis-
tribucion Poisson de pardmetros \1 y Ao, respectivamente, entonces X +Y
tiene distribucion Poisson con pardmetro A1 + Ao.

EJERCICIO [X.69. Sea X una variable aleatoria con funcion de densidad
dada por:
1 x ;
e st <0
fx(x) = { :

%e‘x stx >0

Encuentre la funcion generadora de momentos de X, especificando la
region en la cual estd bien definida.

EJercicio 1X.70. Demuestre que st X y Y son wvariables aleatorias inde-
pendientes, ambas con distribucion normal de pardmetros ul,o% Y /@,a%,
respectivamente, entonces X +Y tiene distribucion normal con pardmetros
p + iy, 07 + 3.

EJERcICIO [X.71. Sean X y Y dos variables aleatorias independientes, am-
bas con distribucion uniforme en el intervalo (0,1). Encuentre la funcion
generadora de momentos de o) U =X +Y yb)V =X -Y.

EJercicio 1X.72. Utilice la funcion generadora de momentos para encon-
trar la esperanza y la varianza de X en cada uno de los casos siguientes:

a) X tiene distribucion exponencial con pardmetro A.
b) X tiene distribucion gama con pardmetros o y A.
¢) X tiene distribucion normal con pardmetros p y o>.

EJsercicio 1X.73. Sean X yY dos variables aleatorias independientes cuyas
funciones generadoras de momentos estin dadas por Mx(t) = (1 —t) 22 y
My (t) = 1 (€3 + 2% + 1), respectivamente. Encuentre E [X3Y (X —Y?)].






APENDICE

Los desarrollos de Riemann sobre las series trigonométri-
cas deben ser vistos, en cuanto a los principios fundamen-
tales, como perfectamente de acuerdo con los métodos de
exposicion de Wierstrass, quien, en este aspecto, suprime
completamente la intuicién geométrica y opera exclusiva-
mente con las definiciones aritméticas. Pero no me puedo
imaginar que Riemann, en su interior, haya visto alguna
vez la intuiciéon geométrica, al igual que lo hacen ciertos
representantes celosos de las matematicas hipermodernas,
como algo contrario al espiritu matematico y que deba con-
ducir necesariamente a conclusiones erréneas. Por el con-
trario, él debio pensar que en las dificultades que se presen-
tan aqui, es posible encontrar un terreno de conciliacion.

FELIX CHRISTIAN KLEIN

A.1 SUCESIONES DE NUMEROS REALES

DEFINICION 1 (Sucesion de nameros reales) Una sucesion de nimeros reales
es una funcion f : Nw— R. Si, paran € N, z,, = f(n), se denota a la sucesion
por (zp)nen 0 simplemente por (xy,).

DEFINICION 2 (Sucesion creciente) Se dice que una sucesion (x,,) es crecien-
te (resp. estrictamente creciente) si Tp < Tpy1 (T€SP. Ty < Tpt1) para cual-
quier n € N.

DEFINICION 3 (Sucesién decreciente) Se dice que una sucesion () es decre-
ciente (resp. estrictamente decreciente) si xy > Tpy1 (T€SP. Ty > Tpy1) para
cualquier n € N,

DEFINICION 4 (Subsucesién) Sea (xy,) una sucesion de nimeros reales y (ry,)
una sucesion de nmumeros naturales estrictamente creciente, entonces, la su-
cesion (xy,) es llamada una subsucesion de (x,).

395
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DEFINICION 5 (Convergencia de una sucesién) Se dice que una sucesion (x,)
converge si existe un numero real x tal que, para cualquier € > 0, existe
N € N tal que |z, — x| < € para cualquier n > N. Si la sucesion no converge,
se dice que diverge. Si la sucesion converge a x escribiremos limy.oo Tn = T.

La siguiente proposicion se demuestra facilmente:

PROPOSICION 6. Sean (x,,) y (yn) dos sucesiones convergentes y ¢ € R,
entonces:

I. iMoo €Ty = cliMy s Tn
1L Mmysoo (Tn + Yn) = My oo Tp + LMy oo +4n

L. Mmoo Trpln = iMoo Tpn My 00 Yn

1

V. St limyeo Yn # 0, entonces limy, oo o = T

V. Sixn < yn a partir de alguna n, entonces liMy oo Trn, < liMysoo Yn

DEFINICION 7 (Divergencia de una sucesién a oo 0 —oco ) Sea (x,,) una suce-
sion de nimeros reales. Diremos que la sucesion diverge a oo (resp. —o0) si,
para cualquier M € R, existe N € N tal que x,, > M para cualquier n > N.
En ese caso, escribiremos iMoo Ty, = 00 (resp. limy oo Ty = —00).

DEFINICION 8 (Sucesién acotada) Se dice que una sucesion (x,,) estd acota-
da por abajo (resp. por arriba) si existe un nimero real M tal que x,, < M
(resp. xn, > M ) para cualquier n € N. Se dice que una sucesion estd acotada
st lo estd por arriba y por abajo.

DEFINICION 9 (Punto limite de una sucesién) Sea (x,) una sucesion de ni-
meros reales. Se dice que un nimero real x es punto limite de (xy,) si existe
una subsucesion de (x,) que converge a x. También diremos que oo (resp.
—00) es punto limite de (xy,) si existe una subsucesion de () que diverge a
00 (resp. —o0).

TEOREMA 10 (Teorema de Bolzano-Weierstrass) Si la sucesion () estd aco-
tada entonces existe por lo menos un niumero real x que es punto limite
de ().
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Demostracion

Sea M € R tal que |z,| < M para cualquier n € N.

Definamos inductivamente una sucesion de intervalos I, = [ay,b,] ta-
les que:

L by, —a, = 2%%
1. I,11 C I, para cualquier n € N

111. Para cualquier n € N, I, contiene una infinidad de términos de la
sucesion (z,).

Esta definicién puede hacerse de la siguiente manera:

Definamos I1 = [-M, M|

Habiendo definido el intervalo I,, = [ay, by,] con las propiedades mencio-
nadas, sea ¢, el punto medio de I,,. Entonces, al menos uno de los intervalos
[an, cn] O [cn, by contiene una infinidad de términos de la sucesion (x,,). De-
finamos entonces I,11 cualquiera de esos dos intervalos que contenga una
infinidad de términos de la sucesion (z,,).

La sucesién de intervalos I, asi construida satisface las propiedades men-
cionadas.

Por el teorema de los intervalos encajados, se tiene:

ﬂzozl In 7& @

Ademas, como la longitud de los intervalos I, tiende a cero, la interseccién
Moo I, contiene un tnico punto z.

Tomemos en cada intervalo [, un elemento zj, de la sucesion (z,) de
tal forma que k,11 > ky. Entonces, (x ) es una subsucesion de (z,) que
converge a . |

Si una sucesion (x,) no esta acotada, entonces existe una subsucesion
que diverge a 0o 0 a —oo, asi que se tiene el siguiente resultado:

COROLARIO 11. Toda sucesion tiene por lo menos un punto limite.

PROPOSICION 12. Una sucesion (x,) converge a x € R si y sdlo si x es el
inico punto limite de (xy,).

Demostracién

Es inmediato que si (z,,) converge a x entonces toda subsucesion de (zy,)
también converge a x, asi que z es el tnico punto limite de ().
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Supongamos ahora que z es el tnico punto limite de (z,). Esto implica,
en particular que (z,) estd acotada pues, de otra forma, co o —oo seria
también punto limite de (zy,).

Supongamos que (z,) no converge a x, entonces existe € > 0 tal que, para
cualquier N € N, existe n > N tal que |z, — x| > . Se puede entonces tomar
una sucesion creciente de nimeros naturales (k) tal que |zg, — x| > € para
cualquier n € N. Por el teorema de Bolzano-Weierstrass, existe un ntimero
real y que es punto limite de (zy, ). Se tiene |y — x| > ¢, asi que y # z, lo
cual contradice el que z es el Gnico punto limite de (zy,). [

COROLARIO 13. Si (z,) es una sucesion creciente (resp. decreciente) acota-
da por arriba (resp. acotada por abajo), entonces es convergente.

DEFINICION 14 (Sucesién de Cauchy) Se dice que una sucesion (xy) es de
Cauchy si para cualquier € > 0, existe N € N tal que |x, — x| < € para
cualesquiera n,m > N.

TEOREMA 15. Una sucesion (xy,) es convergente si y solo si es de Cauchy.

Demostracion

Que una sucesion convergente es de Cauchy se demuestra facilmente.

Inversamente, supongamos que (x,) es de Cauchy y sea N € N tal que
|z, — xm| < 1 para cualesquiera m,m > N. Entonces |z,| < |z, —zn| +
|zn| < 1+ |zn| para cualquier n > N, asi que

méx{‘$1|7-">|xN—l|al + |xN|}

es una cota de la sucesion (zy,).

Por el teorema de Bolzano-Weierstrass, existe un nimero real z y una
subsucesion (zg, ) de (zy,) tal que limy oo g, = .

Sea y € R un punto limite de (x,) y (z;,) una subsucesion de (x,) tal
que limy, .00 5, = y.

Dada ¢ > 0 sean N1 € N tal que |z, — 2| < § para cualquier n > Ny,
Ny € N tal que |z;, —y| < § para cualquier n > Na y N3 € N tal que
|z, —x

< § para cualesquiera n,m > N3. Entonces, tomando k, y jn
tales que n > max {Ny, No} v ky, jn > N3, se tiene:

m

|z =yl < fan, — 2|+ oy, — ), +|zj, -yl <e

Asi que |z — y| < e para cualquier € > 0, por consiguiente, x = y.
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Por lo tanto, utilizando la proposicién 12, se concluye que la sucesiéon
(z,,) es convergente. ]

Haciendo la convencién —oo < & < oo para cualquier niimero real x, todo
subconjunto de R U {—o00, 00} tiene un supremo y un infimo, pudiendo ser
éstos 0o 0 —oo. Denotaremos por R al conjunto R U {—o00, 00}.

DEFINICION 16 (Limites superior e inferior de una sucesién) Sea (x,,) una su-
cesion de nimeros reales, entonces definimos el limite superior de (x,),
lim sup x,,, y el limite inferior de (xy,), liminf x,, de la siguiente manera:

I. liminfz, = inf {z € R : 2 es punto limite de (zy)}
1. limsup x, = sup {:c € R: z es punto limite de (.CCn)}

Se tiene siempre lim inf z,, < limsup x,, y la proposiciéon 12 implica inme-
diatamente el siguiente resultado:

PROPOSICION 17. Una sucesion (xy,) es convergente si y solo si:

liminf x, = limsupz, € R

PROPOSICION 18 (Caracterizacién de los limites superior e inferior) Para cual-
quier sucesion (xy) se tiene:

. liminf z, es punto limite de (x,) y
lim inf z,, = limy—uoo (Infj>p {x;})
1. limsup x,, es punto limite de (z,) vy

lm sup 2, = Uy, w0 (SUpP;>, {7;})

Demostracion

La sucesion z, = inf;>, {xj} es creciente asi que el limite z = limy,so0 2n
existe (pudiendo ser co).

Si z = —oo, entonces, dada cualquier M € R, existe N € N tal que z, <
M para cualquier n > N. Existe entonces una subsucesion (zy,, ) tal que zx, <
—n para cualquier n € N, es decir, inf;> {x;} < —n. Por lo tanto, para cada
n € N, existe j, > k, tal que z;, < —n. Finalmente, como la sucesion (ky)
es estrictamente creciente, existe una sucesion estrictamente creciente, (j;, )
tal que x;, < —i, para cualquier n € N. Por lo tanto, lim, ..o zj, = —o0.
Asi que —oo es punto limite de la sucesion (zy,).
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Si z = oo, entonces, dada cualquier M € R, existe N € N tal que
zn > M para cualquier n > N, asi que x, > M para cualquier n > N, es
decir, limy, o0 Ty, = 00.

Si z € R, entonces, dada cualquier € > 0, existe N € N tal que z — ¢ <
zn, < z para cualquier n > N. Existe entonces una subsucesion (zy, ) tal que
zZ— % < 2, < z para cualquier n € N, es decir, z — % < infj>p, {z;} < 2.
Por lo tanto, para cada n € N, existe j, > k, tal que z — % < xzj, <
z. Finalmente, como la sucesion (k) es estrictamente creciente, existe una
sucesion estrictamente creciente, (j;, ) tal que z—i < xj, < zparacualquier
n € N. Por lo tanto, lim;,..oc 7, = 2. Asi que z es punto limite de la sucesion

Por lo tanto, en cualquier caso, z = limy,«.o (Inf;>, {2;}) es punto limite
de la sucesion (z,,).

Si z = —o0, entonces, lim inf z,, = —o0, asi que z = lim inf x,,.

Si z = 00, entonces, como im0 T, = 00, 00 €s el tnico punto limite
de (zy,), asi que z = lim inf x,,.

Si z € R, entonces, dada cualquier € > 0, existe N € N tal que z,, > z—¢
para cualquier n > N, asi que x,, > z — € para cualquier n > N. Por lo
tanto, no existe alguna subsucesion de (x,) que diverja a —oo y, si (zg, ) es
una subsucesion convergente de (zy,), se tiene: limp.oo Tk, > 2z — € para
cualquier € > 0, asi que lim,, .o g, > 2. Por lo tanto, z = liminf x,,.

Para la otra parte, z es punto limite de (z,,) si y s6lo si —z es punto
limite de (—x,,), asi que:

limyso0 (Stuzn {2;}) = —limpeco (Infj>, {—25})
es punto limite de (x,).
Ademas:
limsup z, = — liminf (—x,) = — limyuoo (Infj>y {—2;})

= —liMpsco (—SUP;>, {25}) = Hpesso (SUPjs, {z;}) ™

A.2 SERIES DE NUMEROS REALES

DEFINICION 19 (Serie de nimeros reales) Si (x,,) es una sucesion de nime-

ros reales, la serie generada por (x,) es la sucesion (sy) definida por s, =
n 00 . . .

Yo xi y se le denota por Y 2, x;. Se dice que la serie converge si converge

la sucesion (s,). En caso contrario, se dice que la serie diverge.
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PROPOSICION 20. Sila serie Y .o, x; converge, entonces las sucesiones (xy)
y (302, ;) convergen a 0.

Demostracion
Sea sp, =Yy ;| ;, entonces Ty = Sp — Sp—1, asi que:

My, o0 T, = 1My soo Sy — liMyysoe Sn1 = 0
Por otra parte, para cualquier n € Ny m > n, se tiene:
m m n—1
Zi:n Ty = Zi:l Ty — Ei:1 Ti = Sm — Sn—1

Asi que la serie Y ;2 x; converge y » oo x; = My o0 Sm — Sp—1. Por
lo tanto:

Moo Yoy, i = lim < lim s, — sn_1>

N~~~ m~~>00
= lim s, — lim s,_1 =0 [ ]
m~~o0 n~~>0o

DEFINICION 21 (Convergencia absoluta de una serie) Se dice que la serie (s;,),
generada por (x,), converge absolutamente si la serie Y oo |Ty| converge.

La convergencia absoluta de una serie implica su convergencia. Cuando
la sucesion (x,,) estd formada por términos no negativos, la convergencia de
la serie ) p2, xp es equivalente a su convergencia absoluta. Ademas, en ese
caso, la serie converge si y solo si la sucesion s, = Y, _, zp esta acotada, en
cuyo caso la serie converge a sup{s, | n € N}; en caso de que esto no ocurra,
se dice que la serie diverge a 0o, lo cual se denota por » 2 | z, = 0.

PROPOSICION 22. Sea Y -2, x; una serie absolutamente convergente y ki,
ko, ... cualquier ordenamiento de los numeros naturales, entonces la serie
Yo, wk, es absolutamente convergente y Y oo T, = D ooy Ti.

Demostracién
Para cada n € N, sea j, = max {ki,...,k,}, entonces:

Z’?:l ‘xkl

Asi que la serie Y ;2| xy, es absolutamente convergente.

Sea S =372 2y 58 =372 w,.

Dada € > 0, sea Ny € N tal que ) |z;| < § para cualquier n > Ny y
Ny € N tal que Y72 |2, | < § para cualquier n > No.

<] <0 il < oo
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Sea N > Ns tal que:
{ki,...,kn—1} D{1,...,N1 — 1}
Entonces:
1S =8 = |8 = S | + | o - S0
<2, m| + 2 il + oy @,
<23 0N w4+ o N k| < e

Asi que |S — S'| < e para cualquier € > 0, por lo tanto, S = 5’. [ |

|5 - T

PROPOSICION 23. Para cada pareja j, k € N sea aj, un nimero real no
negativo y by, ba, ... cualquier ordenamiento de los elementos aji. Entonces:

() _ oo 00 N () )
D iy bi = Zj:l Dohe1 Gk = D1 Zj:l ajk
Demostracion
Si la serie Z;’il > po ajr converge a L, para cualquier pareja n,m €
N, se tiene Y7, > )" ajr < L. De manera que, dado N € N, podemos
tomar n,m € N tales que {b1,...,bn} C {ajm | 7 < n, kK < m} y entonces
N . .
Yoin b < E?zl Yo ajr < L. Asique laserie Y .2 b; convergey » -2, b; <
o o
Z]’:1 Zkzl ajk-
Supongamos ahora que la serie > .o, b; converge a L, entonces, para
cualquier pareja n,m € N, se tiene Z?:l Yo ajr < 3.2 by = L, asi que
n [e.e] . [e.e] [e.e]
ijl > i @i < L para cualquier n € N y, por lo tanto, ijl D oheg @k <
L. Asi que la serie Y3221 3777 ;) converge y 372, > 02 aje < 32 b
Se concluye entonces que la serie Y .2, b; converge si y solo si la serie
o [e.e] o oo oo
D jo1 D g1 Gjk CONVErge y, en ese caso, » ;01 by = 3721 > ajy.
De la misma manera, la serie > 2, b; converge si y solo si la serie

o o
> k=1 Zj:l ajk
converge y, en ese caso, » .0y by = > 77 > 7% ajg. |
DEFINICION 24 (Serie de potencias) Si (an)nen €s una sucesion de nimeros

reales, la serie Y oo, anx", definida para x € R, es llamada una serie de
potencias.

Las demostraciones de los siguientes dos resultados pueden consultarse
en el libro de Robert G. Bartle, Introduccion al andlisis matemdtico, pp. 351—
358, Limusa, México, 1990.
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TEOREMA 25. Sea (ap) una sucesion de nimeros reales y R > 0. Supon-
gamos que la serie de potencias Y .- | anx™ converge absolutamente para
z € (—R,R), entonces la serie Y oo na,z" ! también converge absolu-
tamente para v € (—R,R). Ademds, si f : (—R,R) — R estd definida
por f(x) = Y07 anx™, entonces [ es continua y derivable en el interva-

n=1

lo(—=R,R) y f'(z) =320 na,z™ L.

TEOREMA 26. Sea (a,) una sucesion de nimeros reales. Supongamos que
la serie de potencias Y .2, anz™ converge absolutamente para x € [0,1] y
sea f 1 [0,1] — R definida por f(x) = Y o0 apx™, entonces y o a, =
limyi— f(2).

A.3 LA INTEGRAL DE RIEMANN

DEFINICION 27 (Particién de un intervalo) Una particion P del intervalo [a, b]
es un conjunto finito de nimeros reales {xo, ..., zy} tales que a = xo < x1 <
- <axp =b.

DEFINICION 28 (Refinamiento de una particion) Se dice que una particion P
es un refinamiento de la particion QQ si P D Q.

DEFINICION 29 (Suma de Riemann) Dada una funcion acotada f : [a,b] —
R y una particion P del intervalo [a,b], una suma de Riemann de f con
respecto a P es un nimero S(P; f) definido por:

S(P; f) =221 (&) (i — i)

en donde &; € [xi—1,x;].

DEFINICION 30 (Funcién Riemann integrable) Se dice que una funcion aco-
tada f : [a,b] — R es Riemann integrable en el intervalo [a,b] si existe un
numero real I tal que, para cualquier ¢ > 0, existe una particion P. del
intervalo [a,b] tal que si P es un refinamiento de P entonces:

|S(P; f) —1I|<e

para cualquier suma de Riemann, S(P; f), de f con respecto a P.
Al numero real I de esta definicion se le llama la integral de Riemann de
f en el intervalo [a,b] y se le denota por fabf(x)dx
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TEOREMA 31 (Criterio de Cauchy) Sea f : [a,b] — R una funcion acotada,
entonces f es Riemann integrable en el intervalo [a,b] si y sdlo si, para
cualquier € > 0, existe una particion P del intervalo [a,b] tal que si P y P’
son refinamientos de P- entonces:

[S(P; f) = S(P; )l <e

para cualquier suma de Riemann, S(P; f), de f con respecto a Py cualquier
suma de Riemann, S(P’; f), de f con respecto a P’.

Demostracién

Si f es Riemann integrable en el intervalo [a,b], para cualquier € > 0,
existe una particion P. del intervalo [a, b] tal que si P es un refinamiento de
P. entonces:

(Pi ) - ! fla)da] < 5

para cualquier suma de Riemann, S(P; f), de f con respecto a P.
Si P’ es otro refinamiento de P, se tiene:

IS(Ps £) = S(Pi )| < |S(P; f) = [ fl@)da| + |S(P; f) = [ f(w)da] < e

para cualquier suma de Riemann, S(P; f), de f con respecto a P y cualquier
suma de Riemann, S(P’; f), de f con respecto a P’.

Para el inverso, definamos inductivamente una sucesiéon de particiones
{Qn} tal que Qo = {a,b} y, paran > 1, Q, D Qpn-1 vy si P,Q D @, entonces
ISP, f,9) —S(Q, f,9)] < % para cualquier par de sumas de Riemann S(P; f)
y S(Q; ).

Para cada n consideremos entonces cualquier suma de Riemann S(Q; f).
La sucesion {S(Qn; f)} es de Cauchy; por lo tanto, converge.

Sea I = limyoo S(Qn; f) v, dada € > 0, sea N tal que % < 5y
|S(Qn; f) —I| < 5 para todan > N.

Si P es un refinamiento de Qy, se tiene |S(P; f) — S(Qw; f)| < 4, por
lo tanto:

|S(P; ) —I| < [S(P; f) = S@Qn; )| +[SQn:; /) =T < 5+ 5 <¢
Se concluye entonces que f es Riemann integrable en el intervalo [a,b]. =

DEFINICION 32. Sea f : [a,b] — R una funcion acotada e I un intervalo
cerrado contenido en [a,b]. La diferencia:
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sup{f(z):x eI} —if{f(z):xzecl}

es llamada la oscilacion de f en el intervalo I y serd denotada por Oj.

PROPOSICION 33. Sea f : [a,b] — R una funcion acotada y x € (a,b). Sea
(In) una sucesion de intervalos cerrados encajados, contenidos en [a,b], que
contengan a x como punto interior y tales que [,y I, = {x}. Entonces el
limy, o0 Of,, existe y es independiente de la sucesion particular de intervalos
encajados con las propiedades mencionadas.

Demostracién

Como los intervalos estan encajados, la sucesion Oy, es mondétona decre-
ciente y esta acotada, por abajo, por 0; por lo tanto, es convergente.

Sea (J,,) cualquier sucesion de intervalos cerrados encajados, contenidos
en [a, b], que contengan a x como punto interior y tales que (o, Jpn = {2},
y denotemos por Oy, a la oscilaciéon de f en el intervalo J,.

Si J,, = [en, dy], entonces, como J,, D Jy+1, la sucesion (¢,) es monotona
creciente y la sucesion (d,,) es monotona decreciente. Ambas sucesiones estan
contenidas en el intervalo [a, b], asi que convergen.

Sea ¢ = limysoo¢p ¥y d = limyuo dy. Entonces (02, Jp = [c,d] y
limy, 00 (dy, — ¢) = d — ¢. Por lo tanto, ¢ = d = x y la sucesion (d,, — ¢,)
decrece a 0.

Como cada intervalo J, contiene a x como punto interior, se tiene d,, —
x>0y x—c, >0 para cualquier n € N.

Dado cualquier intervalo I, = [ag, bg], se tiene dy —x > 0y z—c¢; > 0, de
manera que, como lim,, . (dy, — ¢;,) = 0, existe una N tal que d,,—x < dy—=x
v T — ¢, < x — ¢, para cualquier n > N. Por lo tanto, J,, C I para cualquier
n > N, lo cual implica que Oj, < Oy, para cualquier n > N. Por lo tanto
limy, o0 Oy, < Of, para cualquier k, y entonces limy..oo Oy, < limysoo O, -

De la misma forma, se tiene limy.o0 O7, < limyoo O, , asi que

lim OJn = lim O[n. |
(0. ]

N~~>00 T~

De la misma manera, se demuestran los siguientes dos resultados:

PROPOSICION 34. Sea f : [a,b] — R wuna funcion acotada e (I,) una su-
cesion de intervalos encajados de la forma [a,by,], con b, < b, y tales que
Mooy In = {a}. Entonces el lim, .o O, eziste y es independiente de la su-
ceston particular de intervalos encajados con las propiedades mencionadas.
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PROPOSICION 35. Sea f : [a,b] — R una funcion acotada e (I,) una su-
cesion de intervalos encajados de la forma [an,b], con a < a,, y tales que
Moo, I, = {b}. Entonces el limy..oc Oy, existe y es independiente de la su-
cesion particular de intervalos encajados con las propiedades mencionadas.

DEFINICION 36. Sea f : [a,b] — R una funcion acotada.

1. Stz € (a,b), se define la oscilacion de la funcion f en el punto x
como el limite lim,,..o, Or,,, en donde (I,,) es una sucesion de intervalos
cerrados encajados, contenidos en [a,b], que contienen a x como punto
interior y tales que (o—y I, = {z}.

1. Se define la oscilacion de la funcion f en el punto a como el limite
limy o0 Og,,, en donde (I,) es una sucesion de intervalos encajados de
la forma [a,by], con a < b, <b, y tales que (o, I, = {a}.

1. Se define la oscilacion de la funcion f en el punto b como el limite
limyso0 Og,,, en donde (I,) es una sucesion de intervalos encajados de
la forma [an,b], con a < a, <b, y tales que (\,—; I, = {b}.

TEOREMA 37 (Primer criterio de integrabilidad de Riemann) Sea f : [a,b] —
R una funcion acotada, entonces f es Riemann integrable en el intervalo
[a,b] siy sdlo si, para cualquier € > 0, existe una particion P. del intervalo
[a,b] tal que si P = {xo,...,xn} es un refinamiento de P. entonces:

Demostracién

Si f es Riemann integrable en el intervalo [a,b], para cualquier € > 0,
existe una particion P: del intervalo [a, b] tal que si P es refinamientos de P
entonces:

[S(P; f) = S"(P )l < 5

para cualquier par de sumas de Riemann, S(P; f) y S'(P; f), de f con res-
pecto a P.

Como O,z = sup{f(z) — f(y) : 2,y € [vi-1, 7]}, podemos tomar
&, M € [Ti—1, 4] tales que:

f(fz) - f(nz) > O[Iiflyl’i} - ﬁ
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Entonces:
S0 Oy — ic1) < Xy [£(60) = F) + s | (1 — i)
=iy f&) (i — xi1)
— Y fm)(@i—zi)+ 5 <e

Inversamente, supongamos que, para cualquier € > 0, existe una particiéon
P. del intervalo [a, b] tal que si P es un refinamiento de P: entonces:

Z;L:l O[l'i—l,Cqu](xi - ‘Tifl) < %

Sea P. = {yo,.--,Yym} vy P ={x0,...,2,} un refinamiento de P y consi-
deremos dos sumas de Riemann, S(P.; f) y S(P; f) de f con respecto a P
y P, respectivamente:

S(Pes f) =322 f (&) (vi — yi-1)
S(P; f) = > pey [ () (g — 5-1)

Como cada subintervalo de P. es unién de subintervalos de P, se tiene,
para cada i € {1,...,m}:

i—1,9:] = U; [2r,-1, 21, ]
‘f &) Wi —yim1) =225 f (nkj) (zk, — xkj_l)‘
=2 )f (%) — ()] (21, — 2h,1) < Opy ) 5 (20, — 20,-1)
= Oy 1) (¥ = Yi1)

Por lo tanto:
’S(Pé f)—S(P; f>| < Zgl O[yi—lyyi](yi —yi—1) < %
Asi que, si Py P’ son refinamientos de P. entonces:
IS(P; f) = S(P )l < [S(Pes f) = S(Bs /)l +1S(Pes f) = S(P f)l <e m

TEOREMA 38 (Segundo criterio de integrabilidad de Riemann) Sea f : [a, b] —
R una funcion acotada, entonces f es Riemann integrable en el intervalo |a, b]
st y solo si, para cualquier o > 0 y cualquier € > 0, existe una particion P
del intervalo [a,b] tal que si P = {xo,...,z,} es un refinamiento de P- en-
tonces A(P,0) < €, en donde A\(P,o) es la suma de las longitudes de los
subintervalos de la particion P en los cuales la oscilacion de la funcion es
mayor o tgual que o.
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Demostracion

Sea o >0y P ={xg,...,z,} una particién del intervalo [a, b], entonces:

oNP,0) <30 O,y 2y (@i — 2i-1) S Oy AP, o) + (b—a)o

Supongamos que para cualquier ¢ > 0 y cualquier € > 0, existe una
particion P: del intervalo [a, b] tal que si P = {zo,...,%,} es un refinamiento
de P. entonces \(P,0) < ﬁ. Entonces, si P es un refinamiento de P, se
tiene:

Z?:l O[Ii—l,xi](mi - xi—l) < % + (b - CL)O'

para cualquier o > 0; por lo tanto:

Asf que se satisface el primer criterio de integrabilidad de Riemann.

Inversamente, supongamos que se satisface el primer criterio de integra-
bilidad de Riemann, entonces, para cualquier o > 0 y cualquier € > 0, exis-
te una particion P. del intervalo [a,b] tal que si P = {zg,...,z,} es un
refinamiento de P, entonces:

Z?:l O[mi—l,fﬂi] (wl - 337;_1) <éo
Por lo tanto:

)\<P7U> S %Z?:l O[Ihhxb](xz - xi—l) <e u

TEOREMA 39 (Caracterizacién de la funciones Riemann integrables) Sea f :
[a,b] — R wuna funcidn acotada, entonces f es Riemann integrable en el
intervalo [a,b] si y sélo si el conjunto de puntos en donde la funcion es
discontinua tiene medida cero.

Demostracién

Para cada o > 0, sea D(o) el conjunto de puntos x € [a,b] en los cuales
la oscilacion de f es mayor o igual que o.

D(o) es un conjunto cerrado para cualquier o > 0. En efecto, sea  un
punto de acumulacion de D(o), entonces toda vecindad de z contiene puntos
de D(0), es decir, puntos en donde la oscilacién de f es mayor o igual que
o. Por lo tanto, la oscilacién de f en x es también mayor o igual que o, asi
que z pertenece a D(0).

D(o) es, ademaés, acotado. Por lo tanto D(o) es un conjunto compacto
para cualquier o > 0.
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Por otra parte, si D es el conjunto de puntos en donde la funcién es
discontinua, se tiene D = (J5°, D(3).

Dada o > 0, si x es un punto en donde la oscilaciéon de f es mayor o igual
que o y P es una particion del intervalo [a, b], entonces, o bien z pertenece
al interior de uno de los subintervalos de P en donde la oscilaciéon de f es
mayor o igual que o, o bien z es un elemento de la particion P.

Si f es Riemann integrable, por el teorema 38, dada € > 0, existe una
particion P. del intervalo [a, b] tal que si P = {xg, ..., x,} es un refinamiento
de P. entonces A\(P,0) < 5. Consideremos una familia de intervalos abiertos
Ii,Is,..., I, cuya uniéon cubra los puntos de la particion P. y tales que
la suma de sus longitudes sea menor que 5. De esta manera, B(o) queda
cubierto por una coleccion finita de intervalos abiertos tales que la suma de
sus longitudes es menor que ¢, asi que B(o) tiene medida cero. Por lo tanto,
D = J;X | B(2) también tiene medida cero.

Inversamente, supongamos que D tiene medida cero, entonces B(%) tiene
medida cero para cualquier n € N. Dada ¢ > 0 arbitraria, tomemos n >
1 entonces B(s) C B(2), asi que B(o) tiene medida cero. Finalmente,
{a,b} U B(o) también tiene medida cero.

Asi que, dada € > 0, existe una sucesiéon de intervalos abiertos no vacios,

Ji, Ja, ..., tales que:
I. {a,b} UB(o) C U Jk
I > U(Jg) <e

Como {a,b} U B(o) es compacto, existe una familia finita de interva-
los Ji cuya union también cubre a {a,b} U B(o). Sea Iy = (co,dp), 1 =
(c1,d1), ...y Int1 = (Cnt1,dpt1) esa familia de intervalos, en donde podemos
asumir que:

co<a<dy<cp<di < <ep <dp <cpr1 <b<dpt
Se tiene entonces:
1. {a,b} UB(o) C UM I,
o S LI < e

111. En cada punto de un intervalo de la forma [dy, cx+1] la oscilacion de la
funcién es menor que o.
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Dado un intervalo I de la forma [dg, cky1], si la oscilacion de f en I es
mayor o igual que o, partamos I en dos subintervalos de la misma longitud;
si, en ninguno de los subintervalos que se forman, la oscilacién de f es mayor
o igual que o, terminemos el proceso; si no, partamos en dos subintervalos de
la misma longitud cada subintervalo en donde la oscilaciéon de f sea mayor
o igual que o asi sucesivamente. Si este proceso no terminara nunca, obten-
driamos un punto del intervalo [dg, cx+1] en el cual la oscilacion de la funcion
es mayor o igual que o, lo cual no es posible. Por lo tanto, continuando con
ese proceso, en un namero finito de pasos se tiene partido I de tal manera
que en cada subintervalo de la particién la oscilaciéon de f es menor que o.

De esta manera se tiene una particion P. del intervalo [a,b] formada
por todos los extremos de los intervalos I y por todos los extremos de
los subintervalos que conforman cada uno de los intervalos I de la forma
[d, Crr1)-

Sea P un refinamiento de P-. Si la oscilacion de f es mayor o igual que o
en un subintervalo de P, entonces ese subintervalo esta contenido en alguno
de los intervalos I, por lo tanto, A(P, o) < €. Asi que, por el teorema 38, f
es integrable. [ |

COROLARIO 40. Sea f : [a,b] — R una funcion continua, entonces f es
Riemann integrable en el intervalo [a,b].

COROLARIO 41. Sea f : [a,b] — R una funcion acotada y mondtona no
decreciente, entonces f es Riemann integrable en el intervalo [a, b].

COROLARIO 42. Sea f : [a,b] — R wuna funcion acotada y mondtona no
creciente, entonces f es Riemann integrable en el intervalo [a,b).

TEOREMA 43. Sean f : [a,b] — R y g : [a,b] — R dos funciones acotadas,
Riemann integrables en el intervalo [a,b], y tales que el conjunto D = {x €
[a,b] | f(z) # g(x)} es finito o infinito numerable, entonces ff f(x)dx =

f;g(az)dm.

Demostracion

Dada e > 0 existen particiones P. y Q. del intervalo [a,b] tales que
si P es un refinamiento de P, y ) es un refinamiento de ()., entonces
‘S(P; f) - f; f(ac)dx‘ <5y ‘S(Q;g) - fabg(m)dac‘ < §, para cualquier suma
de Riemann, S(P; f), de f con respecto a Py cualquier suma de Riemann,
S(Q;g), de g con respecto a Q.
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Sea P = {xg,...,2,} un refinamiento de P: U Q., entonces
S(Ps )= [ fla)da| < 5 v |S(Pig) - [Lg(@)da] < 5,

para cualquier suma de Riemann, S(P; f) de f con respecto a P y cualquier
suma de Riemann, S(P;g) de g con respecto a P.

Como el conjunto D es a lo més infinito numerable, podemos tomar dos
sumas de Riemann:

S(P; f) =21 f&)(wi —xica) y S(P;g) =201, 9(&) (i — i)

de tal forma que los puntos &; no pertenezcan a D, asi que se tiene S(P; f) =
S(P;g). Por lo tanto:

I} f@)dz = [} g()da| < [S(Ps £) = [} f(@)da| +|S(Pig) = [} g(x)da

< = + - €
2 2
Es decir, f; f(z)dzx — f;g(x)da:‘ < ¢ para cualquier € > 0, lo cual impli-
ca fff(:n)dw = f;g(:n)dz. ]
LEMA 44. Sea Ay, Ag, ... una sucesion de subconjuntos Lebesgue medibles

del intervalo (a,b) tales que m(A;) > « para toda i € N, en donde v es un
numero real positivo fijo y m denota a la medida de Lebesque. Entonces el
conjunto:

A={z € (a,b):x € A, para una infinidad de valores de n}

es Lebesgue medible y m(A) > a.

Demostracion

Para cada m € N, sea By, = |J,—,, An. Entonces la sucesion de conjun-
tos By, es monotona decreciente y A = ()-_; B, asi que A es Lebesgue
medible y

m(A) =m|[ _y Bm| = iMoo m U, An] > a |
COROLARIO 45. Sea A1, Ag, ... una sucesion de subconjuntos Lebesgue me-

dibles del intervalo (a,b) tales que m(A;) > « para toda i € N, en donde «
es un numero real positivo fijo. Entonces el conjunto:

A= {x € (a,b) : x € A, para una infinidad de valores de n}

es ifinito no numerable.
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Demostracion
Si A fuera finito o infinito numerable se tendria m(A) = 0, lo cual con-
tradice el lema 44. [

TEOREMA 46. Sea (fn)nen una sucesion mondtona no decreciente de fun-
ciones no negativas, Riemann integrables en el intervalo [a,b], y tales que la
funcion f = limpo fr €s también Riemann integrable en el intervalo [a,b],
entonces: b ) b
[ f(@)de = limy e [ fo(x)de

Demostracién

Para cadan € N, sea g, = f—f, y supongamos 1im,, ﬁ ff gn(z)dr =
a > 0, entonces ay, = f; gn(x)dx > (b — a) > 0 para cualquier n € N.

Sea Py = {a, b} y, paran € N, sea P,, una particion del intervalo [a, b], que
sea un refinamiento de P,,—1 y tal que si S(Pp;gn) = Y iy gn(&;) (@i — xiz1)
es cualquier suma de Riemann correspondiente a P,, entonces

|S(Pr;gn) — an| < %oz(b —a).

Sea E, = {z € [a,b] | gn(z) > 2a}, A, la familia de subintervalos de la
particion P, que estédn contenidos en E,, B, la familia de subintervalos de la
particién P, que no estan contenidos en F,, y L, la suma de las longitudes
de los intervalos de A,,. En cada subintervalo [z;_1, ;] de B, escojamos un
punto &; tal que ¢,(&;) < %a, entonces:

%a(b - a) < ap — %O‘(b - a) < S(Pn;gn) = Z?:l gn(éz)(xz - xifl)
< falb—a)+ ML,
en donde M = sup{f(z) | z € [a,b]}.

Por lo tanto:
Ly > s7a(b—a)

Asf que, por el corolario 45, el conjunto:
A ={x € [a,b] : x € E, para una infinidad de valores de n}

es infinito no numerable, lo cual es imposible pues lim;,o0 gn(z) = 0 para
cualquier x € [a, b].
Se concluye entonces que la hipotesis limy, o0 ﬁ ff gn(z)dr =a >0 es
falsa, es decir: )
limysoo ﬁ fa gn(z)dz =0

de lo cual se sigue el resultado. [ |
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TEOREMA 47. Sea (fn)nen una sucesion mondtona no decreciente de fun-
ctones no negativas, Riemann integrables en todo intervalo finito, y tales que
la funcion f = limywoo fn es también Riemann integrable en todo intervalo
finito, entonces [)° f(z)dz = lMpoo [ fo(2)de.

Demostracién
Definamos fo = 0 y, para cada j,k € N, sea

ajr = i) [fi(x) = fi-1(x)) da.
Obsérvese que se tiene:
ZZil Z;}il Ajk = fooo f(z)dzy Z;il E;é“;l ajip = Moo fooo fn(z)dz
En efecto, utilizando el teorema 46, se tiene:
> kbt Z;il aji = Mmoo D5y Z;il ajk
= iMoo D3y <Hmnwoo > =1 ajk)
= e Y5y (e i fa(@)de)
= limyp oo D piy (fkk—l f(x)d:c)
=Moo [y f(x)dz = [J° f(x)dx
D7 2ot @ik = HMesos D000 D052 aji
= lMyco D5y (HMmesoo D5ty ajk)
Ui X0y (o 7" [f(2) — f-1(@)] )
= i (1m0 Sy S35 (2) = fi-1 ()] )
= 1My (Hmmmo Jim fn(m)dx) = 1Moo [ fo()da

El resultado se sigue entonces del lema 23. [ |

A.4 LA INTEGRAL DE LEBESGUE

Recordemos que un conjunto A C R es Lebesgue medible si pertenece a la
o-algebra de subconjuntos de R generada por los borelianos y los conjuntos
de medida cero.
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Recordemos también que la medida de Lebesgue m en R es la tnica fun-
cion no negativa y o-aditiva definida sobre los conjuntos Lebesgue medibles
tal que m([) es igual a la longitud de I para cualquier intervalo I.

Consideraremos en esta parte funciones con valores en los reales extendi-
dos, es decir, funciones que pueden tomar los valores co y —oo. Para ¢ € R,
haremos las convenciones siguientes:

oo — oo no esta definido
-0 <e< oo

A.4.1 PFunciones medibles

DEFINICION 48. Sea f : R — R. Diremos que f es medible si
{reR: f(z) <y}

es Lebesgue medible, para cualquier y € R.

Obsérvese que si f : R — R es medible, entonces los conjuntos
{reR: f(z)=—o0} vy {zeR: f(z) =00}
son medibles. En efecto:

{zeR: f(z) = —oo} =L {z €R: f(z) < —n}
{zeR: f(z) =0} =2 {z eR: f(z) <n}

Los siguientes dos resultados se prueban facilmente:

PROPOSICION 49. Una funcion f : R — R es medible si y sélo si se satisface
cualquiera de las siguientes condiciones:

{x eR: f(z) <y} es Lebesque medible, para cualquier y € R.
{r eR: f(x) <y} es Lebesgue medible, para cualquier y € R.
{x eR: f(z) >y} es Lebesque medible, para cualquier y € R.
{r eR: f(x) >y} es Lebesgue medible, para cualquier y € R.
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PROPOSICION 50. Sea f : R +— R una funcion medible, entonces
{reR: f(z)=a} y [7Y(DB)
son Lebesque medibles para cualquier o € R y cualquier conjunto boreliano B.
Obsérvese que toda funcion de la forma ¢ = ;" bplp,, en donde

b1,...,by son nameros reales y Fi,...,F,, son conjuntos Lebesgue medi-
bles, es medible.

DEFINICION 51. Diremos que una funcion medible es simple si tiene la for-
ma ¢ =Y oy bilp,, en donde by, ... by, son numeros reales y Fi,..., Fp,
son conjuntos Lebesgue medibles.

PROPOSICION 52. Sea f una funcion medible no negativa, entonces existe
una sucesion no decreciente de funciones simples no negativas ¢,, tales que
limy, 00 0, () = f () para cualquier € R.

Demostracién
Para cada n € N, sea:

2212;0 mTle{yeR;%gf(y)<2% (z) sif(z)<n
0 si f(x) >n

Dados n € Ny z € R, sea m el Gnico ntimero entero no negativo tal

que "1 < f(x) < 2. Entonces, como ¢, (z) = %1, se tiene f(z) — 5~ <
on(x) < f(2), ast que limy oo @, () = f(2).
2m_Alhorau bien;ngcl)mo 2(277::11) < flz) < £2%, se tiene que 2 < f(2) <

el o bien 2 < f(z) < 22%. En el primer caso, se tiene ¢, (z) =

a2 = m-l — ¢ (z), mientras que en el segundo, se tiene ¢, (z) =

2273:11 > 227252 = ¢, (x). Asi que, en cualquier caso, ¢, (z) < ¢, ().

Asi que, ¢,, es una sucesiéon monétona no decreciente de funciones simples

no negativas tales que lim,. ¢,,(x) = f(z) para cualquier z € R. ]

PROPOSICION 53. Sea g1 : R — R, g2 : R — R, ... una sucesion de
funciones medibles, entonces:

1. Para cualquiern € N, las funciones min{g1,...,g9n} ymax{gi,...,gn}
son medibles.

11. Las funciones inf {g1, g2,...} ysup{g1,g2,...} son medibles.
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Demostracion
Sea L la o-algebra de los conjuntos Lebesgue medibles, entonces, para
cualquier y € R, se tiene:

{reR:min{gi,....,gn} () >y} =i {z eR:gp(z) >y} € L

{zx e R:méx{g1,...,0n} (&) <y} =i {z eR:gp(z) <yl el

{o €R:inf {grgs,..} (1) >y} = P, {w € R:gula) >y} € £

[ €R:sup{grgo. } (@) Sy} =M {z €R: gela) <yl e £
de lo cual se sigue el resultado. [ |
COROLARIO 54. Sea gy : R+— R, go: R—= R , ... una sucesion de funciones

medibles, entonces las funciones lim inf g,, y lim sup g, son medibles.

Demostracion
La sucesion g, = inf {f; : j > n} es mondtona no decreciente y

Asi que lim inf,, o0 fr €s medible.
La sucesion h, =sup{f; : j > n} es monoétona no creciente y

limsup f, = limyuoo frn = sup fr

Asi que lim sup f,, es medible. [ |

COROLARIO 55. Sea g : R+— R, go: R—= R , ... una sucesion de funciones
medibles tales que iMoo gn(x) eziste para cualquier x € R, entonces la
funcion g : R — R definida por g(x) = limy,oo gn(z) es medible.

LEMA 56. Si una funcion f : R — R es medible, entonces f+ y f~ son
medibles.

Demostracién
La funcién idénticamente cero es medible, asi que entonces

ft=max{f,0},
es medible.
Para cualquier y € R, se tiene

{reR:[~fl(z) <y} ={zecR: f(z) >y},

asi que la funciéon — f es medible. Por lo tanto, f~ = max {—f, 0} es medible.
|
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PRrROPOSICION 57. Sean f: R +— R y g : R — R dos funciones medibles y
c € R. Entonces las funciones f +c, cf, f+¢g y fg son medibles.

Demostracién
Sean ¢,,, ®,, ¢, v ¥, sucesiones no decrecientes de funciones simples
no negativas tales que im0 ¢, (z) = f1 (), iMpwoo @n () = f (2),
1My oo @y, () = g1 (2) y limpsoo Uy, (x) = g~ (), respectivamente, para
cualquier z € R.
Las funciones ¢,, — ®, + ¢ y cp,, — c®, son simples y se tiene:
lm [p, — @+ ¢ (z) = f(z) +c

n~>00

lim [eg, — c@,] (2) = cf (2)

n~>00

Asi que f + ¢ y ¢f son medibles.
También, las funciones ¢, — @, + ¢, -V, v 0,0, +PnVn—0, VY, —Pno,
son funciones simples y se tiene:

lim [, — @ + ¢, — Un] (z) = [f + 9] (2)

n~~>00

Asi que f+ gy fg son medibles. [

PROPOSICION 58. Sea f : R +— R una funcion medible y g : R — R una
funcion tal que g = f excepto a lo mds en un conjunto de medida cero,
entonces g es medible.

Demostracién
Sea E = {x € R:g(x) = f(x)}, entonces, para cualquier y € R, se tiene.

{zeR:g(z) <y}
{zeR: g(z) <y} NE)U[{z €R: g(z) <y} N B
=[{zeR: f(z)<y}nNE]U{z e E°: g(x) <y}

El conjunto {x € E¢: g(x) < y} tiene medida cero, por lo tanto es medi-
ble. Asi que {x € R: g(x) < y} es medible. |
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A.4.2 La integral de funciones medibles no negativas

Si o = >0, brlp, es una funcion simple entonces el conjunto de los va-

lores que toma es finito. Sea {aj,...,a,} el conjunto formado por todos
los distintos posibles valores no nulos de ¢ y, para k € {1,...,n}, sea
Ey ={z € R: p(x) = a;}, entonces los conjuntos Ej,..., E, son ajenos por

parejas y ¢ = > p_; aplp,. Esta ltima sumatoria sera llamada la represen-
tacién canodnica de .

DEFINICION 59. Si ¢ es una funcion simple no negativa con representacion
candnica p = Y aplg,, se define la integral de ¢, [, o(x)dz, de la si-

guiente manera:
Jr p(@)de = 375 am (Ey)

LEMA 60. Sea ¢ = 27’11 bjlp; una funcion simple no negativa, en donde
los conguntos F1, ..., Fy, son ajenos por parejas, con representacion canonica
¢ = p—1 aklE,, entonces Y770 bym (Fy) = 370y apm (Ej).

Demostracién

Para k € {1,...,n}, se tiene E}, = Ugje(t,...m}:b,=a,} Fjs asi que:

> k1 e (Eg) = 325y ak Z{je{l,...,m}:bj:ak} m (F})
= zZzl Z{j6{17...,m}:bj:ak} bjm (FJ) = Z;nzl bjm (FJ) u

PROPOSICION 61. Sea ¢ = Z;”Zl bjlp; una funcion simple, en donde los
coeficientes by, ..., by, son mo negativos, con representacion candnica p =
> k=1 arlE,, entonces Y750, bym (Fy) = 370y apm (Ey).
Demostracién
Los términos de la sumatoria Z;n:l bjlr, en los cuales b; = 0 pueden
eliminarse, asi que podemos asumir que by, ..., b, son nimeros reales posi-
tivos.
Sea F'=UJL F, T = {1,....m}y,siA={iy,....,ix} CTyT - A=
{j1,--+, Jm—k}, definamos:
FA:FﬂFilﬂ"'ﬂFikﬂFﬁ ﬂ-"ﬂchmik
ca=by, +--+b;
Entonces F' = UacrFa, Fi = UgacrieayFa y, st Ay B son dos subcon-
juntos distintos de T', F'4 y F'g son ajenos. Por lo tanto:

m (Fj) = X tacrijeay m (Fa)
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Z;nlb m(FJ) = Zm— b'Z{ACT'jeA}m(FA)
_Ea 1Z{AcheA}b m (Fa) = EAchjeAb m (Fa)
= EACT cam (Fa)

Ademés, siz € Fay A= {i1,... i}, o(x) =b;, +---+bj, =ca, por lo

tanto ¢ =3 s pcalp,.
Asi que se tiene:

21 bm(F) 2 acr cam (Fa)

n m . n
Pero como } i ailp, = > i1, bjlp, se tiene 3 1" ailp, = 3 4cr calp,,
asi que, por el lema anterior:

> bm (Fy) = 3o scp cam (Fa) = 3 5y axm (Ej) u
COROLARIO 62. Sea ¢ = Z;”Zl bjlp, una funcion simple, en donde los coe-
ficientes b1, ..., b, son no negativos, entonces:

Jr e(@)de = 3770, bym (F))
PROPOSICION 63. Sean ¢ y ¢ dos funciones simples no negativas, entonces:

L [g lap(x) + bip(x)]de = a [; p(x)de + b [ (x)dz para cualesquiera
nameros reales a y b no negativos.
. Sip <, entonces [ p(x)dr < [p(x)dx.

Demostracién
1) Sean Y p_, arlp, v Y pe; bilr, las representaciones canonicas de ¢ y 1,
respectivamente. Entonces:

ap + b"l/) = ZZ:I aakIEk + Z?:l bkaFk
Asi que:
Jrlap(z) + by ()] do = 375y aapm (E) + 3252, bbym (Fi)
=a [pe(x)dr +b [z ¥(x)de
1) Si ¢ < 1), entonces ¥ — ¢ es una funciéon simple no negativa y 9 =

v+ (Y — ), asi que:
fR r)dr = fR o(x)dr + fR [Y(x) — p(z)] dv
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Por lo tanto:

Jp¥(@)de — [ p(z)de = [; [(x) — @(x)]de >0 |
DEFINICION 64. Si f es una funcion medible no negativa, se define la inte-
gral de f, f]R x)dx, de la siguiente manera:

f]R dx—sup{chp dx:goesszmpleyoggogf}

DEFINICION 65. Si f es una funcidn medible no negativa y E es un conjunto
Lebesgue medible, se define:

Jp fx)de = [ Ip(x) f(x)ds

LEMA 66. Sea ¢ una funcion simple no negativa. Entonces, la funcion m :
L — R, definida por m(E) = [, ¢(x)dz, es una medida.

Demostracion

Obviamente, m es no negativa y, por la proposicién anterior, es finita-
mente aditiva.

Sea Y p_; arplp, la representacion canoénica de ¢, A, una sucesién mono-
tona no decreciente de conjuntos lebesgue medibles y A = U752 A,,. Entonces

fAn o(z)dz =>p_ agm (A, N Ey)
Jye(@)de =370 agm (AN Ey)
Asi que:
n1~1~>nolo m(Ay) = limy 0o fAn o(z)dr = My oo Y py apm (An N Ey)
=g aplimy,oom (A, N ER) = >0 axm (AN Ey)
= [ap(x)dz = m(A) n

TEOREMA 67 (Teorema de la convergencia monétona) Sea f, una sucesion
no decreciente de funciones medibles no negativas, entonces:

Jo iy o fr(@)de = limy oo [ fr(z)de
Demostracién
Sea f = limywseo fn ¥ ¢ una funcién simple no negativa tal que ¢ < f, o €
(0,1)y A, = {z € R:f(x) > ap(z)}. Entonces, la sucesion A,, es mondtona
no decreciente y UA,, = R. Ademas, la funcién m : £ — R, definida por
m(E) = [ p(x)dz, es una medida, asi que:

limyoo [4 p(2)dz = [p o(z)ds
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Por otra parte, a [, ¢(z)dx < [, fu(z)dx < [ fo(x)dz para cualquier
n € N, asi que:

o [ p(x)dr = alimy..o fAn o(x)dr < limy oo [ fo(z)de
Haciendo tender « a 1, se obtiene entonces:

Por lo tanto:
Jg f(@)dz < limp oo [ fo(z)de ]

PROPOSICION 68. Sean f y g dos funciones medibles no negativas, entonces:

L [glaf(z) +bg(x)]de =a [ f(x)de+Db [y g(x)dx para cualesquiera ni-
meros reales a y b no negativos.

. Si f < g, entonces [ f(x)dx < [ g(x)

Demostracion
La segunda propiedad es inmediata de la definicién. Para la primera, sean
©n ¥ ¥, dos sucesiones no decrecientes de funciones simples no negativas tales

que limy, o0 ,, () = f (z) ¥y limysoo ¥,, () = g (z) para cualquier z € R.
Para cada n € N, se tiene:

f]R [a(pn(‘r) +bwn(x)] dl‘ - a’fR Son dl’"‘be"L/fn
Asi que, por el teorema de la convergencia monotona, se tiene:
Jzlaf(z) +bg(z)]de = a [, f(x)dz +b [ folz) |

PROPOSICION 69 (Lema de Fatou) Sea {fn}, cn una sucesion de funciones
medibles no negativas. Entonces:

fR lim inf o0 fr(2)dx < liminf,, .o fJR fn(x)dz

Demostracion
La sucesion g, = inf {f; : j > n} es mondtona no decreciente y

lim inf oo fro = liMpseo fr,
asi que, por el teorema de la convergencia mondtona:

Jp Hminf,, oo fr(z)de = limy o [p gn(x)dx
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Por otra parte, g, < f; para cualquier j > n, asi que:

Jg 9n(@)dx < inf { [, fi(x)dz :j > n}
Por lo tanto:
Jp U infy o fr(2)da = limyp oo [ gn(2x)dz
< limysoo Inf {fR fi(x)dx : j > n}
= lim inf w0 [ frn(z)dx [

A.4.83 Funciones integrables

DEFINICION 70. Se dice que una funcion medible f es integrable sobre un
conjunto Lebesque medible E si [, |f(x)|dx < oc.

PROPOSICION 71. Una funcion medible f es integrable sobre un conjunto
Lebesque medible E si y sélo si fT y f~ son integrables sobre E.

Demostracion

Se tiene f* < |f| v f~ < |f], asi que si f es una funcién medible integra-
ble sobre E, entonces f* y f~ son también integrables sobre E.

Inversamente, si fJr y f~ son integrables sobre E, entonces [, |f(z)|dx =
[ fH(@)de + [5 [~ (x)dx, asi que f es también integrable sobre E. |

DEFINICION 72. Si f una funcion medible e z'ntegmble sobre un conjunto
Lebesgue medible E, se define su integral sobre E, fE x)dz, de la siguiente
manera:

Jp f@)de = [, fT(x)de — [ f~(x)dx

PROPOSICION 73. Sean f y g dos funciones medibles e integrables sobre un
conjunto Lebesque medible E, entonces:

1. Para cualesquiera nimeros reales a y b, la funcion af +bg es integrable
sobre E y

Jg laf(x) +bg(x)] de = a [; f(x)dx+b [ g(x)
. Si f < g sobre E, entonces f]E x)dr < f]Eg

TI1. UEf(x)d:B} < [plf(@)|dz
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Demostracién
1) laf(z) +bg(x)| < la||f(z)] + [b]|g(2)], ast que [ |af(x) + bg(z)]dz < o0

Sia < 0, se tiene:
(@f)"=lalf~ y (af)” =lalf*, asique:

Jpaf(@)dz = [glal f~(z)dz — [ lal f5( )
——afE dx+afEf+
=a([pf (@)dz + [ [ () )
=a [y f(z)d

Sia > 0, se tiene:
(@f)* =af* y (af)” =af", asique
fE af(z)dx = fE af*(z)dr — f]E af”(z)dx
=aq (f]E fH(x)de — fE f‘(x)dw)
= a [z f(z)d
Ademas:
(F+9) = (F+9) =Ff+9=(U"=1)+(¢"-9)
=(fT+g")-(f +9)

Asi que:
(f+9 +f +g =(f+g9 +fT+g"

Por lo tanto:

Jo (f +9)" (@)de + fg [~ (@)dz + [ g™ (x)de = [ (f +9) (v)da
+ [z [T(@)dz + [; g (x)dx
De lo cual se sigue:

Jo(f +9) (@)dz =[5 (f +9)" (@)da — [ (f +9) (2)dz

= Iz f+(a:)da;+f]Eg+(:v)dx— Jg [~ (@)de — [ g (x)dx
= (g [ d””‘f}E “(2)dz) + (Jp g7 (@)dz — [ g7 (x)dx)

= Jg f(@)dz + [ g(x

11) Si f < g sobre E, entonces g — f > 0 sobre FE, asi que:

Jeg(@)de — [g f(x)dz = [ (g — f) (x)dz > 0
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Por lo tanto:

Jef(@)de < [gg

m) | [y f(@)ds| = | [, fT(a)dz — [, f ( dw‘
< JpfH(@)de+ [, [~ (x)de = [ |f(x)|dzx |

PROPOSICION 74. Sea f : R — R wuna funcion boreliana e integrable sobre
un conjunto boreliano E y tal que fA f(z)dz = 0 para cualquier conjunto
boreliano A C E, entonces el conjunto {x € E : f(z) # 0} tiene medida cero.
Demostracion
Sea B={x € E: f(z) >0}y, paracadanEN sea

B,={z€E:f(z)>1},
entonces:
0= fB x)dx > m(B )
Por lo tanto, m (B,,) = 0 para cualqmer n € N. Asi que:
m (B) =m (U, Bn) = limpsoo m (By) =0
De la misma manera, se tiene que m ({z € E: f(x) < 0}) = 0. Asi que:

m{ze€E: f(x)#0})=0 ]

COROLARIO 75. Sean f y g dos funciones borelianas e integrables sobre un
conjunto boreliano E, y tales que [, f(x)dx = [, g(x)dx para cualquier con-
Junto boreliano A C E, entonces el conjunto {x € E : f(x) # g(x)} tiene
medida cero.

PROPOSICION 76. Sea g una funcion no negativa, integrable sobre un con-
junto Lebesgue medible E y {fn},cn una sucesion de funciones medibles
tales que | fn| < g y f =m0 [ existe c.s., entonces

iy oo [ | fr(2) — f(x)| da = 0.
Demostracién
Para cadan € N, sea h,, = 29— |f, — f|, entonces, por el lema de Fatou,
se tiene:
2[5 f(x)de = [ limg, o0 hp(z)dx
< liminf,,oo fE hp(x)dx

=2 [pg(x)dr —limsup,, ., [z |fa(®) — f(z)|dz

Asi que:
limSup, e [ [ fa(@) — ()| dz = 0 .
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COROLARIO 77 (Teorema de la convergencia dominada) Sea g una funcion
no negativa integrable sobre un conjunto Lebesgue medible E y { fn}, cn una
sucesion de funciones medibles tales que |fn] < g y limyeo fr existe c.s.,
entonces:

Jp iy oo fr(@)dr = limp oo [5 fr(x)de

PROPOSICION 78. Sea f : [a,b] — R una funcidn Riemann integrable no
negativa, entonces f es medible y la integral de Lebesgue de f coincide con
su integral de Riemann.

Demostracion
Sea P, = {xg"), e x%)} una sucesion de particiones del intervalo [a, b]
tales que, para cualquier n € N; P11 es un refinamiento de P, y

S (M — M) (@™ — M) < 1

(3 K3

en donde Mi(") =sup{f(z) |z € [mz('z)lv x(")]} y

7

m" = inf{f(z) | = € [, 2" ]}.

T
Sean:

O = Z;Z"l_l mgn)I[mE@pwém) + mﬁﬁil[w ]

mp —17"Mn

¢TL = Z:’inl_l Mi(n)l[x(.i)l,]}(»”)) —+ M/,(r?gl[x(n) (n)}

mp—1Tmn

Entonces, denotando por (R) [ a la integral de Riemann, se tiene que: la
sucesion (R) ff ¢, (x)dz es monodtona creciente, la sucesion (R) f; W, (z)dx
es monoétona decreciente y

0o (R) [ @ (2)d = imyynn (R) [0 0, (2)dx = (R) [7 f(z)da

Por otra parte, para cualquier n € N, ¢,, y 9,, son funciones simples tales
que ¢, < f <1, asi que ¢* =supy,, y " = inf 1, son funciones medibles
y ¢p* < f <9*. Ademas:

{z € [a,b] : * () — p*(z) > 0}
= UR, {z € [a,b] : ¥*(2) — ¢*(z) > 1}
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Pero, para cualquier n € N, se tiene:

%m ({I € [a,b] : Y™ (z) — p*(x) > %})

<dm ({o € [0,8) s $u(o) - 0u@) > }

< J{aclati, @) —pn@)>1)

< (@) — pu@)] da <

A

Asi que:
m ({z € [a,b] : ¥*(z) — ¢*(z) > ,16}) < %
para cualquier n € N. Por lo tanto:
m ({ZL‘ € [a,b] : Y™ (z) — p*(x) > llﬁ}) =0

Por consiguiente:
m({z € [a,b] : " (2) — " (x )>0})
< Ylam ({z € la b v (2) — 9*(2) > §}) =0

Se sigue entonces que * = f = 9™ excepto a lo mas en un conjunto de
medida cero, asi que f es medible.

Por otra parte, para cualquier n € N, se tiene:

on ST S f <Y<,
Asi que:

12 on(@)de < [P o*(@)de < [ f(a)de < [Py (a)de < [P, (z)dz

Pero:

Por lo tanto:

(R) [P pu(@)dz < [ " (@)da < [° f(a)de < [Pv*(@)de < (R) [, (@)do

Asi que, tomando limites cuando n ~~ oo, se tiene:

R) [! f(@)dz < [ (@)dz < [2 f(2)dw < [2 0" (@)dw < (R) [7 f(x)dz

De lo cual se sigue:

JJ @)da = (R) [ f(x) n
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A.4.4 La integral de Lebesque en R?

Las definiciones y resultados sobre la integral se extienden a R"™, siendo las
definiciones y demostraciones esencialmente las mismas. A continuaciéon se
enuncian para el caso de R2.

Recordemos que un conjunto A C R es Lebesgue medible si pertenece a la
o-algebra de subconjuntos de R? generada por los borelianos y los conjuntos
de medida cero.

Recordemos también que la medida de Lebesgue m en R? es la tnica
funcién no negativa y o-aditiva definida sobre los conjuntos Lebesgue medi-
bles tal que m(I x J) es igual al producto de las longitudes de I y J, para
cualquier par de intervalos I y J.

DEFINICION 79. Sea f : R? — R. Diremos que f es medible si:

{(z,y) eR?: f (z,y) <y}

es Lebesgue medible, para cualquier x € R.

PROPOSICION 80. Sea f : R? — R una funcion medible, entonces y f~(B)
es Lebesgue medible para cualquier conjunto boreliano B.

DEFINICION 81. Diremos que una funcion medible es simple si tiene la for-
ma ¢ = Y e bilp,, en donde by, ..., by, son nimeros reales y I, ..., Fy
son conjuntos Lebesque medibles de R2.

PROPOSICION 82. Sea f una funcién medible no negativa, entonces existe
una sucesion no decreciente de funciones simples no negativas ¢,, tales que
1My 00 05, (2,9) = f (z,y) para cualquier (z,y) € R2.

PROPOSICION 83. Sea g1 : R?2 — R, ¢2 : R? — R, ... una sucesion de
funciones medibles, entonces:

1. Para cualquiern € N, las funciones min{g1,...,g9n} ymax{gi,...,gn}
son medibles.

11. Las funciones inf {gi, g2, ...} ysup{g1,92,...} son medibles.

COROLARIO 84. Sea g1 : R2— R, g2 : R2 = R , ... una sucesion de funcio-
nes medibles, entonces las funciones lim inf g,, y lim sup g, son medibles.
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COROLARIO 85. Sea g1 : R? — R, g9 : R — R, ... una sucesion de funcio-
nes medibles tales que limy, o0 gn(x) existe para cualquier x € R, entonces
la funcion g : R? — R definida por g(x,y) = iMoo gn(z,y) es medible.

LEMA 86. Si una funcion f : R? — R es medible, entonces f+ y f~ son
medibles.

PROPOSICION 87. Sean f :R? — R y g : R? — R dos funciones medibles v
c € R. Entonces las funciones f +c, cf, f +g vy fg son medibles.

PROPOSICION 88. Sea f : R? — R wuna funcién medible y g : R? — R
una funcion tal que g = f excepto a lo mds en un conjunto de medida cero,
entonces g es medible.

Si ¢ = >0, bilp, es una funcién simple entonces el conjunto de los
valores que toma es finito. Sea {ai,...,a,} el conjunto formado por to-
dos los distintos posibles valores no nulos de ¢ y, para k € {1,...,n}, sea
E, = {(w, y) €ER?: p(z,y) = ak}, entonces los conjuntos F1, ..., E, son aje-
nos por parejas y ¢ = »_,_, axlp,. Esta ultima sumatoria serd llamada la
representacién candnica de .

DEFINICION 89. Si ¢ es una funcion simple no negativa con representacion
candnica o =y .y arlp,, se define la integral de o, fRQ pdm, de la siguiente
manera:

f]RQ pdm =31 apm (Ey)

DEFINICION 90. Si f es una funcidn medible no negativa, se define la inte-
gral de f, [go fdm, de la siguiente manera:

Jge fdm = sup { [z ¢dm : ¢ es simple y0 < ¢ < f }

DEFINICION 91. Si f es una funcion medible no negativa y E es un conjunto
Lebesgue medible, se define:

Jg fdm = [go Ipfdm

TEOREMA 92 (Teorema de la convergencia moné6tona) Sea f, una sucesion
no decreciente de funciones medibles no negativas, entonces:

Jr My oo frodm = limy oo [ fndm
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PROPOSICION 93. Sean f y g dos funciones medibles no negativas, entonces:

I. fR (af +bg)dm =a fR fdm—i—be gdm para cualesquiera numeros rea-
les a y b no negativos.

. Si f < g, entonces [ fdm < [ gdm.

DEFINICION 94. Se dice que una funcion medible f es integrable sobre un
conjunto Lebesgque medible E si [ |f]dm < co.

PROPOSICION 95. Una funcion medible f es integrable sobre un conjunto
Lebesgque medible E si y sélo si fT y f~ son integrables sobre E.

DEFINICION 96. Si f una funcion medible e integrable sobre un conjunto
Lebesque medible E, se define su integral sobre F, fE fdm, de la siguiente
manera:

fEfdm:fEf+dm—fEf_dm [ |

PROPOSICION 97. Sean f y g dos funciones medibles e integrables sobre un
conjunto Lebesgue medible E, entonces:

I. Para cualesquiera nimeros reales a y b, la funcion af +bg es integrable
sobre E y:

[g (af +bg)dm = a [, fdm +b [, gdm

1. Si f < g sobre E, entonces fE fdm < ngdm.
ut. | [ fdm| < [ |fldm

COROLARIO 98 (Teorema de la convergencia dominada) Sea g una funcion
no negativa integrable sobre un conjunto Lebesgue medible E y { fn}, cn una
sucesion de funciones medibles tales que |fn] < g y limyeo fr existe c.s.,
entonces:

S iy vsne frdm = limp oo [ fndm

PROPOSICION 99. Sea f : [a,b] X [¢,d] — R una funcion Riemann integrable
no negativa, entonces f es medible y la integral de Lebesque de f coincide
con su integral de Riemann.
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PROPOSICION 100 (Teorema de Tonelli) Sea f : R? = R una funcion bore-
liana no negativa. Para cada x,y € R, definamos las funciones f, : R — R

y fy : R — R de la siguiente manera: f.(z) = f(z,2) y f,(2) = f(z,y),
respectivamente, entonces:

I. f. es boreliana para cualquier x € R.
1. fy es boreliana para cualquier y € R.

11I. Las funciones x +— fR fa(y)dy y x — fR fy(x)dz son borelianas.

V. Jp (Jp fo(@)dy) dz =[5 (Jg fy(x)dz) dy

PROPOSICION 101 (Teorema de Fubini) Sea f : R? i R una funcion medible
e integrable. Para cada x,y € R, definamos las funciones f, : R — R y
fy : R — R de la siguiente manera: f.(z) = f(z,2) y fy(2) = f(z,9),
respectivamente, entonces:

I. fo es boreliana para cualquier © € R y {x € R: f, no es integrable}
tiene medida cero.

1. fy es boreliana para cualquier y € R y {y € R: f, no es integrable}
tiene medida cero.

111. Las funciones x +— f]R fa(y)dy yy — fR fy(x)dz son borelianas e inte-
grables.

. (Jp fo@)dy) do = [ (J fy(2)dz) dy = [z, fdm
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CariTULO [

1.1. Q= {(P,P),(P,R,Q,P,P),(P,R,Q,P,R,Q,P,P),...}
U{(Q,R,P,P),(Q,R,P,Q,R,P,P),...}
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{(P R, Q Q),(P,R,Q,P,R,Q,Q),...}
U{(P,R,R,),(P,R,Q,P,R,R),...}
{(Q? 7R) (Q?R7P7Q7R7R)7"'}

12 Q= {(a,b,c) eR3:0<a<1,0<b<1,0<c<1}
A={(a, b )eQ b2 — 4ac>0}

3. Q={(P),(P,Q,P),(P,Q,P,Q,P),...}

u{(P,Q),(P,Q,P,Q),(P,Q,P,Q,P,Q),...}

A:{(P,(P,Q,P),(P,Q,P,Q,P), }

I4. E=(ANB)U(BNA)=AUB-ANB
F=(AnB)U(ANB)U(BNA)=ANB

L5 a) (V) A5 6) Uiy Ass o) Uiy [4in (N 49|

CapriTuLO II

S

IL1. p==3

I1.2. 0.6
I1.3.

I1.4. a) ;)2

431
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I1.5.

II.6.

I1.7.

1I.12.

1I.13.

11.14.

11.17.

11.18.

I1.19.

11.20.

1I.21.

11.22.
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a) 3:0) 155 ¢) 13

AUBUC=(A-ANB)U(B-BNC)U(C-ANC)U(ANBNCQO)

€

1

6

D=

a) 0.65, b) 0.22, ¢) =

0.625

_ 1
151200

140
323

3
19

) a3
o) 2 gy ) n2 e

o) (50750 (D

Si la puerta abierta que se muestra al concursante es la nimero 2 y

p> lz;qq, la mejor estrategia consiste en elegir la puerta nimero 1, mientras

que sip < 12_qq, la mejor estrategia consiste en cambiar de puerta Sz' la puerta

abierta que se muestra al concursante es la nimero 3 y p < 31 mejor

estrategia consiste en elegir la puerta numero 1, mientras que St p > 3qq1 la
mejor estrategia consiste en cambiar de puerta.

11.23.

11.24.

11.25.

11.26.

I1.28.

P(A)=13 y P(B) =14, o bien, P(A)=4 y P(B) = %
:

a)0.3; ) 0.5

S7 lo son.

1

36
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I1.29. n > 25

I1.30. n > 150

31 (B)" - ()"
11.32. 35

I1.33.

Reliai

I1.34. 0.9985

I1.35. n >3

I1.36. 0.264

I1.37. a) 0.098; b) 0.44898

I1.38. a) 0.20463; b) 0.94502; ¢) 0.61086

I1.39. La reparticion de las apuestas debe de ser de 11 a 5.

I1.41. a) Verdadera; b) Falsa; ¢) Falsa; d) Falsa; e) Verdadera; f) Falsa; g)
Falsa

11.42. Unicamente si p= %

11.43. Unicamente si p= %

capriTuLo II1

I11.4.

2=

1.5, 18

[\
[S3

L6. a) 3;b) 2

I1.7. a) 2T b) &
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I11.8. a) 3} 55, 0) %

I11.9. 2
I11.10. 3
1r.i1. 2

I11.12. 0.614772

3\6
I1.13. 1—(3)
I11.14.

TIT.15.

11.16. ez W—D-(N=nt2) o < ) < N 41

—1\93 _9\3
A7 ()" - (52)

118, 1 — (Mh)?

_ 10 10
1119, o) (Nktl)!? _ (Neky10.p) KO (o)
I11.20. §;

I11.21. a) -25; b)

_2
n—1’ n—1’

buscada es igual a %
pra

excepto si n = 2k + 2, en cuyo caso la probabilidad

.22, —4+

I11.23. —1

I11.24. ~
I11.25. 125

I11.26. =

1107, &)
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I11.29.

I11.30.

ITI.31.

I11.32.
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)
a)%_%_|_...+1%)!; b)0.9197

l—di+g+ -+ () th a1 —e!

Si X es el Numero de bolas blancas en la primera urna después de

las transferencias, entonces P[X =1] = % P[X =2] = & y P[X = 3] =

51
125°

I11.33.

I11.34.

I11.35.

I11.36.

I11.37.

ITI.38.

I11.39.

I11.40.

I11.41.

I11.42.

I11.43.

I11.44.

I11.45.

I11.46.

n(n—1 N—n—1)(N—n—2
a) (N—(l)(N)—Q) ;b) ( (N—1§EN—2) )

a) 0.999999; b) 0.999946

0.99995

3281
6561

BIONO R
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n=ktl (7))

111.48. a) 2L p) 1845

2300 2300
111.49. 2
111.50. 205
I1.51. 2591

T11.52. 0.37638

153, 1— ()
(v)

1154, )

Y]

I11.55. 2%

CapriTULO IV

Iv.l. &
Iv.e 1

3
Iv.3. 2

Iv.4.

W=

IV.5. 2

23
v.6. 2

IV.8. a) 153, b) 32

IvV.9.

Wi

IV.10. 3

Iv.i1. £
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Iv.12. 28
IV.13.
V.14, 3
IV.15. a) 35 0) &

IV.16.

RS

IV.17.
IV.18. a) 5; b) %

IV.19. a) 0.46; b) = 0.3913

IV.20. a) 0.26; b) 0.4615; c) 0.2923
IV.21. 0.92105

IvV.22.

Rellog)

IV.23. 0.28571
IV.24. 0.99788
IV.25. p> &

IV.26. a) 0.9901; ¢) 5olgr €) p > 0.49749

0.87
0.6
0.47

0.29

002 004 006 008 01

IV.27. La probabilidad de que el Sr. Flores padezca la enfermedad es igual
a 0.8333, asi que el médico debe de recomendar cirugia.
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IvV.28. &
IV.29. 355
IV.30. 33

5
V.32, 2

CariTuLo V

V.2. a)0.33059 y 0.66941, respectivamente; b) 1%, 1% Y %, respectivamente.
31
V.6. 55

V.7.

D=

V.8. 66.67%
CApriTULO VI
VI.1. P[IX -1 >2]=1-Fx(3)+ Fx(-1)

VI.2. a)2;b)3;¢)3:d)0

0 stz < —1
x4+ 1) six € [—1,0)

VI4. a)c=3+1v2;b) Fx(z) =4 3 siz € [0,3)
%+(:1:—3)2 six € [3,c)
1 stx>c

VI.5. No
VI.6. Mayor que 0.6019

sl (1-2) e (1-2) size{2,...,n+1}
VI.7. f(x)—{ 0 en otro caso
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cariTuLo VII

135
VILL. 433

VII.2. P[2 hombres y 2 mujeres| = %}-
P [3 hijos de un sexo y 1 del otro|] = %

VII.3. P [obtener por lo menos 1 seis al lanzar 6 veces un dado] = 0.6651
P [obtener por lo menos 2 seises al lanzar 12 veces un dado] = 0.61867
P [obtener por lo menos 3 seises al lanzar 18 veces un dado] = 0.59735

VII.4. 0.94208
VIL.5. 375

VIL6. £

VIL.8. Los (Z) posibles arreglos de k éxitos y n—k fracasos tienen la misma
probabilidad.

VIL.9. Eljugador A pues la probabilidad que tiene de ganar el juego es igual
a 0.5706.

N (BN size{0,..., N}
0 en otro caso

VIL10. fx(z)= {

24(2%))’“ sike{1,2,...}

VIL.11. Plezactamente k mugjeres] = ¢ 2-P
-~ sik=0
(1-p)(2—p)

VIL.12. P(X >z)=(1—-p)*
VIL14. 5t (1 — 527)

D1 six =0
VIL15. fx(z)=4 (1—p1)*(1—p2)® tpa+p1(1 —p2)] size{l,2,...}

0 en otro caso

p=p1+p2(l —p1)

1(0.6e722% + 0.4e733%) six € {0,1,...}
0 en otro caso

VIL17. fx(z) = {
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VII.18.

VII.19.

VII.21.

VIIL.22.

VIIL.23.

VII.24.

VII.25.

VII.26.

VIIL.28.

VII.29.

VII.31.

VII.32.

VIIL.33.

VII.34.
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17 -3
26

p>1—2-107"

A=k
0.045822
1-— %e‘l

v sized{2,...,N}
2

0 en otro caso

0 en otro caso

% sty €{2,...,N—1}
0

3(N—z)(N—x—1 .
fX(m):{M SZ$E{1,...,N—2}
{ en otro caso
Be=DE22) e (3,..., N}
en otro caso
0.77778

o ={ T D
c=6; P[X es par] :%
a) 32:b) 15:¢) 555 d) 3

e siz€{0,...,9}

fx(@) =9 B2 size{10,...,18}
0 en otro caso

N(N+1
PIX<Y]=1- M. pix=y]=}

sty=M
siye{M+1,...,N}
en otro caso

fy(y) =

S
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N—M+1 o, _
— - siy=M

VIL35. fy(y) =4 + siye{l,...,M—1}
0 en otro caso

2z—1 .
VI1.36. fZ(z):{ o sized{l,...,N}

0 en otro caso

VIL.37. ¢) P[X <Y]=1—-e*; P[X >Y]=(1—-p)e
b) P[X >Y] > P[X <Y] cuando A < %ln(2fp).

VIL38. o) P[X <Y] =42, P[X =Y] =
b) 12y = { HE P

b=
p)¥ szzE{O,l,...}

en otro caso

CapriTuLo VIII

VIIL.1. T tiene distribucion uniforme en el intervalo [0, 15].

[ 2(1—-y) siye(0,1)
VIIL.2. fy(y) = { 0 en otro caso

VIIL.3. a) Y tiene distribucion uniforme en el intervalo (0,1).

b)fz(z):{ 2\1/5 si0<z<1

0 en otro caso

—2_ siye (01
VIILA. fy(y):{ iy SveOl

0 en otro caso
T—t
VIII.6. 0.682689
VIII.7. 0.354032
VIII.8. 0.193939

VIII.9. 0.10618
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VIII.10.

1 1 2 .
fx(z) = { i exp{‘ﬁ(@/—uf}dy P {_?(x —w)} sie =
0

en otro caso

VIII.11. Utilizando el teorema de de Mowvre-Laplace, se tiene
P[X = 310] =~ 0.0216969,

mientras que el valor exacto es 0.0215234.

P[280 < X < 310] ~ 0.654736
VIIL.12. 0.998611
VIII.13. 1
VIII.14. 0.36529
VIII.15. 508
VIII.16. 0.220718
VIII.17. 9604
VIII.18. 0.0312832
VIII.19. 1.52
VIII.20. 2.3685 x 10~7 asios
VIII.21. 2 sequndos.

30t (1+1)2e 3 [1—(1+t)et]® sit>0
0 en otro caso

VIIL23. fy(t) = {

VIIL.24. 0.761897
VIIL25. 1+ e PA\BA+1) —e (A +1)

VIIL.26. Y tiene distribucion gama con pardmetros a y %
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VITL27. a) (2)*:8) (1)°

siy € (0,1)
en otro caso

VIIIL.28. f;

VIIL29. f s siee(v32)
0

en otro caso

0 en otro caso

z s10<2<1
2—z s1l1<2z<2
0 en otro caso

VIIL.31. f

2v2(1—av2) size (0,3v2)

0 en otro caso

;ch si0<zxr<l1
VIII.30. f 23/;@7”03611l — %m: sil<z<+2
VIIL.32. f {

2—z) si0<x<2

1
2
0 en otro caso

VIIL33. fx(z)= {

VIIL34. d=1- 12

VIIL35. fy(y) = 1/ (40)

Para el caso en que X tiene distribucion uniforme en el intervalo (0,1),
sia > 0,Y tiene distribucion uniforme en el intervalo (b,a + b), mientras
que si a < 0, Y tiene distribucion uniforme en el intervalo (a + b,b).

0 en otro caso
Para el caso en que X tiene distribucion gama con pardmetros o y A, se
tiene:

fr () —{ Rayy*e e siy >0

VIIL36. fy(y) = { 2yf (%) siy >0

0 en otro caso
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fly)+ f(-=y) siy>0

0 en otro caso

VIIL37. fy(y) = {

—_

a) fy(y) = Sm
% siy € (0,1)
b) fy(y) =4 3 siy€ell,2)
0 en otro caso

—_

VIII.38. fY( ) = (y) en otro caso
_ 1 —(ny-m?/20% 40
a) fy(y) = ouV2m ’
0 en otro caso
= \%Iny)* ' siy>1
b) fr(y) =4 ¥ )

0 en otro caso

3y—4./y+5
3y

0 en otro caso

si0<y<1

{
|
{ yJ(ny) siy>0
{
{
{

CApriTULO IX

IX.3. 2V+L
IX4. e—1
IX.5. —5
IX.6. a) % —n (%)n; b) n=10

n(N+1)
IX.7. MNE

IX.8. N — & S kn
IX.9. B(Y)=52[1-(1-p)M]; E[Z) = M+

1X.10. a) 5.5; b) 3.4

(1—p)"*!

[e—<y7u>2/202 e WrW?/20% | gy S 0

en otro caso
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IX.11. 4
IX.12. N

. 1
IX.13. a)n; b) *3*

IX.14. 3200
IX.15. N +1
IX.16.
IX.17. 2
IX.18. 3
IX.19. 15
IX.20. 22.22
IX.21. 3

[X.22. En los dos casos el numero esperado de cajones que se abrirdn hasta
encontrar el documento es igual a 15.5.

IX.23. En el caso (a), el nimero esperado de cajones que se abrirdn hasta

encontrar el documento es iqual a 13212 mientras que en el caso (b) es

2 2—p 7
144-3p . . . .
5 de manera que la mejor estrategia es la indicada en (b).

1gual a %
1X.24. a) 0.3012; b) 99.32

IX.25. 0.761897

1X.26. 0.1844

IX.27. m (1—(1—p)mth
IX.28. v2me[l — F(1)] = 0.65568

£3/2
I1X.29. 73
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IX.31.

I1X.32.

I1X.33.

I1X.34.

1X.35.

IX.36.

IX.37.

1X.38.

IX.40.

IX.42.

IX.43.

IX.44.

I1X.45.

1X.46.

1X.47.

1X.48.

1X.49.

IX.50.

IX.51.

IX.52

INTRODUCCION A LA TEORIA DE LA PROBABILIDAD

N[1+L-—(1-p™]

365 [1 - (324)"]
NIl+5++%)
a) 5(a+b); ) p; ) 3 1n2

A una distancia igual a %ln2 del origen.

E(X) = iN; Var(x) = X2

E(X) = %(a—i— b) + %(b —a); Var(X) = %(b —a)? -

EIX+1]=23;Var[|[X+1]] = &
E[Y]=2;Var(y) =5

299.67

2

AVar(X)+9Var(Y)

E[X] =10 Var(X) = 2.6397

197

Var(X) = i,

E[X"] = 29;(;‘))

ﬁ(b—a)2
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. 0 st n es impar
IX.53. b)) E[(X —p) ]—{ 1-3:5---(n—1)0™ sin es par

IX.55. La desigualdad de Chebyshev establece que a lo mds se rechazan 1
de cada 10 monedas balanceadas.

El teorema de de Moivre-Laplace establece que se rechazan, aproximada-
mente, 16 de cada 10,000 monedas balanceadas.

IX.56. 0.31731

IX.57. a) 12; b) es mayor o igual a 3; ¢) por lo menos 10
IX.58. a) P[12 < X < 18] = 0.79951; b) P[12 < X < 18] >
IX.59. a) n > 9604; b n > 50000

1X.60. ®x(t) =teMt—1

o=

2Nt+tN+1 tN+2

IX.61. Dx(t) = 25k

t 1N .
1X.62. (I)X(t) = { {V 1—¢ zz 172 ?_é 1

E[X] =%

IX.63. Ox(t) = yipy E[X] =3+ N

IX.64. &x(t) = (tp+1—p)"; E[X] =np; Var(X) = np(1l — p)

35
IX.65. 35

3055
IX.66. 2055

IX.67. fxyv(1) = 90; fx+v(2) = 907 fxev(3) =80 fxev(4) = §3;

(
fxyv(5) = & fxyv(6) = §8; fxav(T) = &
fX+y(z)—0pamz¢{l 2,3,4,5,6,7}.
)=

IX.69. Mx(t 1+t + 2( 5y bara x € (—-1,1).
i .
IX.71. a) My(t) :{ e p(ef = 1)? M
1 —t(t 2
e ‘(e —1 sit#0
b)MV(t)_{ 1 . sz’tio

IX.73. 278






TABLA DE LA DISTRIBUCION NORMAL ESTANDAR

.

1 [z —1y2
D(z) = ﬁfo e 2¥ dy I

z 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0.0 .0000 .0040 .0080 .0120 .0160 .0199 .0239 .0279 .0319 .0359
0.1 .0398 .0438 .0478 .0517 .0557 .0596 .0636 .0675 .0714 .0753
0.2 .0793 .0832 .0871 .0910 .0948 .0987 .1026 .1064 .1103 1141
0.3 1179 1217 1255  .1293  .1331  .1368  .1406  .1443  .1480 .1517
0.4 .1554 1591 .1628 .1664 .1700 1736 1772 .1808 .1844 1879
0.5 .1915 1950  .1985  .2019  .2054  .2088  .2123 2157  .2190 .2224
0.6 .2258 2291  .2324 2357  .2380  .2422 2454  .2486  .2518  .2549
0.7 .2580 .2612 .2642 2673 2704 2734 2764 2794 2823 .2852
0.8 2881 2910  .2939  .2967  .2996  .3023  .3051  .3079  .3106 .3133
0.9 .3159 .3186 3212 .3238 .3264 .3289 .3315 .3340 .3365 .3389
1.0 .3413 .3438 .3461 .3485 .3508 3531 .3554 3577 .3599 .3621
1.1 .3643 .3665 .3686 .3708 3729 .3749 3770 .3790 .3810 .3830
1.2 .3849 .3869 .3888 .3907 .3925 .3944 .3962 .3980 .3997 .4015
1.3 .4032 .4049 .4066 4082 .4099 4115 4131 4147 4162 4177
1.4 4192 4207 4222 4236 4251 4265 4279 4292 4306  .4319
1.5 4332 4345 4357 4370 4382 4394 4406 4418 4430  .4441
1.6 .4452  .4463 4474 4485  .4495 4505 4515 4525  .4535  .4545
1.7 .4554 .4564 4573 .4582 14591 .4599 .4608 .4616 4625 .4633
1.8 4641 .4649 .4656 .4664 4671 4678 .4686 4693 .4700 .4706
1.9 4713 4719 4726 4732 4738 4744 4750 4756 4762 4767
2.0 .AT73  AT7S 4783 4788 4793 4798 4803  .4808  .4812  .4817
2.1 4821 4826 4830  .4834  .4838  .4842  .4846  .4850  .4854  .4857
2.2 14861 .4865 .4868 4871 4875 4878 4881 4884 4887 .4890
2.3 14893 .4896 4898 14901 .4904 .4906 .4909 4911 14913 14916
2.4 4918 4920 4922 4925 4927 4929 4931  .4932  .4934  .4936
2.5 14938 .4940 4941 14943 4945 .4946 4948 4949 4951 4952
2.6 4953 4955 4956  .4957  .4959  .4960  .4961  .4962  .4963  .4964
2.7 .4965 .4966 4967 .4968 .4969 4970 4971 14972 4973 4974
2.8 4974 4975 .4976 4977 4977 4978 4979 .4980 .4980 14981
2.9 14981 .4982 .4983 .4983 14984 14984 .4985 .4985 .4986 .4986
3.0 4987 4987 4987 4988 14988 14989 .4989 .4989 .4990 .4990
3.1 14990 14991 14991 14991 14992 14992 4992 4992 4993 14993
3.2 4993 4993 4994 4994 4994 4994 4994 4995  .4995  .4995
3.3 .4995 .4995 .4995 .4996 .4996 .4996 .4996 .4996 .4996 .4997
3.4 4997 4997 4997 4997 4997 4997 4997 4997 4997 4998
3.5 14998 14998 14998 14998 14998 14998 14998 14998 4998 14998
3.6 14998 14998 .4999 4999 14999 .4999 14999 .4999 14999 14999
3.7 14999 4999 4999 4999 14999 14999 4999 4999 14999 4999
3.8 .4999 .4999 .4999 .4999 .4999 .4999 .4999 .4999 .4999 .4999
3.9 .5000
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El azar y la teoria de la probabilidad son hoy
una parte fundamental de la descripcion
y el estudio de la naturaleza. Estos temas han irrumpido
en el conocimiento clientifico con tal fuerza que han
cimbrado los fundamentos de la que parecia ser
una solida concepcién del mundo. Este libro
es introductorio a la teoria de la probabilidad.
Se expone en €l todo el material que forma parte
del programa de un primer curso de probabilidad
que se ofrece en varias universidades.

La teoria de la probabilidad moderna requiere, como
herramienta basica, de la teoria de la medida, y ésta no es
conocida por la mayor parte de los lectores a quienes esta

dirigido este libro. Para salvar esta dificultad,
se Introducen, a lo largo del texto, los elementos
que se necesitan para entender algunos conceptos
probabilisticos basicos y, asi, contar
con la herramienta que permite demostrar
los resultados que se exponen.
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