


Advertencia:

Hasta aqui he intentado que cualquier persona pudiera
entender mis escritos; sin embarge, temo que este tratado
no podrd ser leide sine por aquellos que ya tienen

_ conocimiento de lo que se expone en los estudios de
Geometria, pues, considerande que incluyen verdades ny
correctamente demostradas que me han sido de gran
utilidad, he considerado superfluo repetirlas’.
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LA GEOMETRIA

LIBRO PRIMERO

SOBRE LOS PROBLEMAS QUE PUEDEN CONSTRUIRSE EM-
PLEANDO SOLAMENTE CIRCULOS Y LINEAS RECTAS

Todos los problemas de la Geometria pueden ser
reducidos facilmente a términos tales que no sea necesa-
rio posteriormente para construirlos, sino conocer la
longitud de algunas lineas.

Cémo el cdlculo de la aritmética se relaciona con las
operaciones geométricas

Asi como la Aritmética se basa en cualro o cinco
operaciones, a saber, la adicion, la sustraccion, la
multiplicacién, la division y la extraccion de raices {que
puede ser considerada como una especie de division), de
igual forma no es necesario en Geometria para llegar a
conocer las lineas que se buscan y para disponerlas a ser
conocidas, sine anadir o sustraer otras, o bien tomando
una linea que consideraré como la unidad, para relacio-
narla tanto mas facilmente con los niineros (pudiendo
ser tomada generalmente a discrecion), y teniendo otras
dos lineas, encontrar una c¢uarta linea que sea a cada
una de las lineas dadas como la otra es a [a unidad (lo
cual es lo mismo que la multiplicacién); o, en segundo
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fugar, encontrar una cuarla linea que es a una de estas
dos como la unidad es a la otra (Jo que equivale a la
division); o, finalmente, hallar una, dos o varias medias
proporcionales entre la unidad y alguna otra linea (lo
cual es equivalente a la obtencién de la raiz cuadrada o
ciibica, etc...). No temeré introducir estos términos en la
Geometria con el fin de hacerme mads inteligible?.

La multiplicacion

Sea, por ejemplo, AB la unidad y que sea preciso
multiplicar BD por BC: solamente debo unir los puntos

~

E

&
/

RN

D A

A y C, trazando DE paralela a CA, siendo BE el
resultado de esta multiplicacién®,
La division

O bien, si es preciso dividir BE por BD, habiendo

unido los puntos E y D, trazo AC paralela a DE, siendo,
pues, BC el resultado de tal division®.

La extraccion de la rafz cuadrada

Si se desea calcular la raiz cuadrada de GH, se agrepa
IF'G que es la unidad y dividiendo FH en dos parles

F G K

iguales, tomando como centro el punto K, trazo el
circulo FIH. Seguidamente trazo sobre el punto G hasta
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el punto 1 la perpendicular a FH, siendo GI la rajz
buscada. No me refiero a la raiz cdbica ni a otras,
puesto que las trataré mas pormenorizadamente en otro
lugar®.

Sobre el uso de letras en Geometria

Pero frecuentemente no es necesario trazar de esta
forma tales lineas sobre el papel, siendo suficiente
designar cada una de ellas por una letra®. Asi, para
sumar la linea BD y GH, llamoalaunaayalaolraby
escribo a-+b. Por tanto, eseribiré a—b para indicar la
resta de b respeclo de a. Y escribiré ab para indicar la
a
b
dividir @ por b. Y aa 0 a® para multiplicar a por si
misma. Y a* para multiplicar este resultado una vez més
por a, y asi hasta el infinito; y \/a® +b* para obtener la
raiz cuadrada de a®+b?% finalmente \/C-a’4b3+abb
para obtener la raiz cibica de a® -b* +abh, y de forma
similar para otras’.

Debe observarse que con @, b%, y expresiones simila-
res no concibo ordinariamente sino lineas simples,
aunque las nombre cuadrados o cubos porque me sirvo
de las expresiones utilizadas en el 4lgebra®.

- Igualmente debe tenerse en cuenta que todas las
partes de cada linea deben, ordinariamente, expresarse
por el mismo numero de dimensiones, cuando la unidad
no ha sido establecida en la formulacion del problema.
Asi, a*, contiene las mismas dimensiones que abb o b,
siendo éstas las componentes de la linea que he denomi-
nado /C-a® —b* +abb. No sucede lo mismo, sin em-
bargo, cuando la unidad estd determinada, pues ésta
puede suponerse siempre cvalquiera que sean las di-
mensiones. Asi, si es preciso extraer la raiz cibica de
aabb —b, debemos considerar que la cantidad aabb
estd dividida una vez por la unidad y la cantidad b
esta multiplicada dos veces por la misma unidad.

Finalmente, con el fin de no olvidar los nombres de
estas lineas, debe ser confeccionada una lista tantas
veces cuantas introduzcamos variaciones. Por ejemplo,
escribiremos: it

AB=1, es decir, AB igual a 1

GH=a,
BD=b, etc...”

multiplicacion de la una por la otra. Asimismo, — para
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Sobre el procedimiento para acceder a las ecuaciones que
sirven para resolver los problemas

~ Si, pues, deseamos resolver un problema, inicialmente
debe suponerse efectuada la reselucién, dando nombre
a todas las lineas que se estimen necesarias para su
construccion, tanto a las que son desconocidas’® como
a las que son conocidas. A continuacion, sin establecer
distincién entre las lineas conocidas y las desconocidas,
debemos descifrar el problema siguiendo el orden que
muesire de modo mas natural las relaciones entre estas
lineas, hasta que se indentifique un medio de expresar
una misma cantidad de dos lormas: esto es lo que se
entiende por una ecuacién, pues los términos de una de
estas expresiones son iguales a los de la otra. Deben
hallarse tantas ecuaciones como lineas desconocidas se
han supuesto. Pero si no se logra esto y, no obstante, no
se ha omitido consideracién alguna de lo especificado
en el problema, esto testimonia que el problema no esta
completamente determinado. En tal caso podemos
elegir arbitrariamente lineas de longitud conocida para
cada linea a la que no corresponda una ecuacion. Si
después de esto alin existen varias, es preciso servirse
por orden de cada una de las ecuaciones restantes, bien
sea considerandolas aisladamente, bien cada una en
comparacién con las otras, para obtener un valor para
cada una de las lineas desconocidas; debe procederse de
este modo hasla gue no exista sino una sola linea
desconocida que sea igual a alguna linea conocida o
cuyo cuadrado, cubo, cuadrado del cuadrado, supersoli-
do, cuadrado del cubo, etc.., sea igual a la suma o
diferencia de dos o mas cantidades, una de las cuales sea
conocida y las otras estén compuestas de algunas
medias proporcionales entre fa unidad y ese cuadrado,
cubo, cuadrado del cuadrado, eic..., multiplicado por
otras conocidas!!, Esto lo expreso del modo siguicnte:

z =b

0 2= —az+bb,

o 2= taz? 4+ bbz ¢,

o =azt—cztd, etc...

Es dec.r, z, tomada como la cantidad desconocida es
igual a b; o el cuadrado de z es igual al cuadrado de b
menos a multiplicado por z; o el cubo de z es igual a a
multiplicado por el cuadrado de z mas el cuadrado de b
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multiplicado por z, menos ¢l cubo de ¢, y asi en otros
casos.

De esta manera pueden reducirse todas las cantidades
desconocidas a una sola, siempre que el problema
pueda ser construido mediante circulos y lineas rectas o
por medio de secciones conicas, o también por medio de
cualquier otra linea curva de grado no superior al
tercero o cuarto. Pero no me detengo en la explicacion
detallada de esto, pues os privaria del placer de apren-
der por vosotros mismos y de la utilidad de cultivar
vuestro espiritu al ejercitarse en estas cuesliones, que es,
segin mi opinién, el principal resultado que se puede
oblener de esta-ciencia: Pues no creo exista entre estas
cuestiones alguna tan dificil que no puedan solucionar
aquellos que sean un poco mas versados en Geometria
comun y en el Algebra si prestan atencion a cuanto se
diga en cste tratado.

Por esta razén me limitaré a advertiros que, si
resolviendo estas ecuaciones no se descuida realizar
todas las divisiones posibles, infaliblemente se alcanza-
rin los términos mas simples a los cuales puede ser
reducido el problema.

Cudles son los problemas planos

Si el problema puede ser solucionado mediante la
Geomelria ordinaria, esto es, mediante el uso exclusivo
de lineas rectas y circulos trazados sobre una superficie
plana, cuando la Gltima ecuaciéon haya sido resuelta no
nos encontraremos sino un cuadrado desconocido igual
al resuitado de multiplicar su raiz por alguna cantidad
cong)cida y sumar o restar alguna otra cantidad conoci-
da'?,

Cémo se resuelven
Entonces esta raiz o linea desconocida es facilmente
calculable'?, pues si tengo, por gjemplo:
z*=az+bb,

construyo el {riangulo rectdngulo NLM, cuyo lado LM
es igual a b (raiz cuadrada de la cantidad conocida bb) y

; 1 ‘
el otro lado, LN, es igual a ia, esto es: la mitad de la
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otra cantidad conocida que estaba multiplicada por z, Ia
cual he supuesto que es la linea desconocida'*, Seguida-
mente, prolongando MN, que es la base'® de este
tridngulo, hasta 0, de suerte que NO sea igual a NL, la
linea OM es z, la linea buscada. La cual se expresa de la

siguiente forma:
1 1
2 4

yy=—ay-bb,

Pero si,

siendo y la cantidad que deseamos calcular, entonces
construyo el mismo tridngulo NLM y de la hipotenusa
MN resto NP que es igual a NL, obteniendo que PM es
y, que era la raiz que deseaba calcular. De forma que:

1 f1 )
y= —iu—k iaa+bb.

Y de la misma forma si tuviera
W =—a? 4+,

PM seria x2, teniendo enlonces que:

1 1
x= \/—én+‘/3aa+bb;
y asi en ofros casos.

Finalmente, si tengo AT, V), 376

2% —qaz — bb,

. 1 .
supongo NL igual a 5“ y LM igual a b como en el caso

anterior. Después, en lugar de unir los puntos M y N,
trazo MQR paralela a LN, y tomando N como centro
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Q.

T R -
trazo por L un cireulo que corta a MQR en los puntos

Q y R. Por tanto, la linea buscada, z, es MQ o bien MR,
pues en este caso se expresa de dos formas'®, a saber:

Y si el circulo que, teniendo su centro ¢n el punto N y
pasando por ¢l punto L, no certa ni toca la linea recta
MQR, entonces no existe raiz alguna de la ecuacion. En
consecuencia, puede asegurarse que es imposible la
construccion del problema propuesto.

Finalmente, estas mismas raices pueden enconirarse
por una infinidad de medios. Solamente he deseado
presentar éstos por ser muy simples con el fin de
mostrar que pueden construirse todos los problemas de
la geometria .ordinaria sin hacer otra cosa que lo
expuesto en las cuatro figuras explicadas. Esto no creo
que haya llegado a ser conocido por los antiguos, pues
en caso contrario no se hubiesen tomado la molestia de
escribir tan gruesos voliimenes, ya que el solo orden de
sus proposiciones nos permite concluir que no han
conocido el verdadero método para calcular todas, sino
que solamente han compilado lo que ocasionalmente
llegaron a conocer.

Ejemplo tomade de Pappus

Esto mismo puede observarse con gran claridad en lo
que Pappus'”? ha afirmado al inicio de su séptimo libro,
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dada, el punto se encontrard sobre una cierta linea. Si las
rectas dadas son seis y se da la proporcién del sélido
comprendido bajo tres de las trazadas con el sélide bajo
las otras fres, el punto se encontrard igualmente sobre
cierta linea. Pere si hay mds de seis rectas, no podenios
conocer si se guarda la proporcién de algo comprendido
por cuatro lineas con algo comprendido bajo el resto, pues
nada hay que esté comprendido bajo mas de tres dimensio-
nes.

Os ruego que observéis de paso que el eserapulo que
tenian los antiguos en wusar notaciones propias de
Aritmética en Geometria, que no podia proceder sino
de que no veian con bastante claridad su relacién, era la
causa de la gran oscuridad y dificultad en el modo en
que se expresaban, pues Pappus sigue expresandose del
modo siguiente:

Estén de acuerdo en esto™® quienes en épocas pasadas
han analizado tales cuestiones en cuanto defienden que la
Jigura comprendida por tales lineas no es comprensible en
modo alguno. Sin embargo, es posible enunciar y demos-
trar en general por medio de relaciones compuestas las
anteriores proposiciones del modo siguiente: Si desde wn
punto . se trazan sobre rectas dadas otras rectas que
Jormen dngulos dados y, a la vez, se posee la relacion
compuesta de una de las trazadas a otra de ellas, de la
segunda con la segunda, de la tercera con la tercera y, si
son siete, de la tiltima con una linea dada o, si son ocho, la
de la cuarta con su correspondiente, el punto se encontra-
rdé sobre una de las lineas dadas en posicion. De modo
semejante, cualquiera que sea el niimero de rectas —par o
impar—, puede afirmarse lo mismo. Pero, como he dicho,
para cualquiera de los lugares que siguen al que corres-
ponde a cuatro rectas, ninguna siitesis ha sido propuesta
de modo que la linea sea conocida, ete...

Asi pues, la cuestion cuya solucion habia sido inicia-
da por Euclides y continuada por Apolonio sin haber
llegado a ser solventada por nadie, es la siguienie:
Teniendo tres, cuatro © un mayor nimero de rectas
dadas en posicién?!, se intenta hailar en primer lu-
gar un punto desde ¢l cual se pudicsen trazar tantas
lineas rectas, una-sebre-cada una delas-dadas, forman-
do angulos dados, de modo que el rectingulo formado
por dos de las trazadas desde el mismo punto?®?, guarde
una proporcion dada con el cuadrado de la tercera, en



}
1
i
1
!

286 RENE DESCARTES

donde después de haberse detenido algin tiempo en
exponer cuanto se habia eserito en Geometria por
quienes le habian precedido, finalmente expone una
cuestion de la que afirma que ni Euclides ni Apolonio ni
ningin otro habian logrado responderla. Estas son sus
palabras.

Apolonio afirma en el libro 111 que el problema del
lugar con tres o cuatro lineas no fite enteramente solucio-
nado por Euclides, asi como tampoco lo fue por él mismo
ni por ningtin otro; es mds, tampoco se completé lo escrito
por Euclides, ateniéndose a los Elementos de las conicas
que ya habian sido demostrados en tiempos-de Euclides..:

Un poco mas adelante expone este problema del
modo siguiente:

El problema del lugar relacionade con tres o cuatro
lineas, el cual sirve de motivo a Apolonio para atribuirse
grandes elogios por sus oposiciones sobre él mismo sin
rconceder mérito algune a quien le habla precedido
en sus andlisis es el siguiente': Si son dadas tres lineas
rectas en posicion, y si son trazadas otras tres lineas
rectas desde un mismo punto formdndose dngulos cono-
cidos con las tres lineas dadas, y si, a su vez, es co-

nocida la proporcion del rectangulo formado por dos de
_las lineas trazadas con el cuadrado de la otra, entonces el

punta se encuentra en un lugar sélido, dado en posicién, es
decir, sobre una de las tres secciones conicas'®, Y si, de
nutevo, se trazan lineas sobre cuatro rectas dadas en una
determinada posicion, en dngulos dados, y se da la
proporcion del rectéangulo formado por dos de las traza-
das con el formado por las otras dos, entonces y de modo
semejante el punto se encuentra en una seccidn cénica.

. Por otrg parie, se ha demostrade que—inicamente a dos
lineas corresponde wn lugar plano; pero, si hay mds de
cuatro lineas, el lugar del punto no es de los que son
conocidos; es de los Hamados simplemente «lineas», sin
conocerse nada mds sobre su naturaleza o propiedades.
Una de ellas, no la primera, pere s la mds clara, ha sido
examinada, siendo de wtilidad. Las proposiciones relacio-
nadas con las mismas son éstas:

Si desde un punto som trazadas cinco lineas rectas,
dadas en posicion, sobre otras rectas bajo dngulos dados,
y se da la proporcién entre el paralelepipedo rectdngulo
comprendido bajo tres de las trazadas y el paralelepipedo
rectdngulo comprendido bajo las otras des y otra linea

Cito la ver.
sion latina y
no la griega
con el fin de
que pueda ser ,
entendidg
con mas faci-
lidad.

A-T, VI, 378
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el caso de que no haya sino tres; o bien con el
rectangulo de las otras dos si no hay mas que cuatro. O
bien, si hay cinco, que el paralelepipedo formado por
tres?® guarde la proporcion dada con el paralelepipedo
construido sobre las dos restantes y otra linea dada; si
hay seis, que el paralelepipedo construido sobre "tres
guarde una proporcién dada con el paralelepipedo
formado por otras tres; si hay siete, que el resultado
obtenido cuando se multipliquen cuatro de ellas entre
si, guarde la proporcion dada con el resultado de Ia
multiplicacién de las otras tres y también de una linea
dada; si hay ocho, que ¢l resultado obtenido de la
multiplicacién de cuatro guarde la proporcion dada con
el resultado obtenido de las otras cuatro. De este modo,
tal cuestion puede hacerse extensiva a cualquier otro
niimere de lineas®. A continuacién y puesto que
existen una infinidad de puntos que pueden cumplir lo
que se trata de hallar, es necesario conocer y trazar la
linea én la que se encuentran todos; Pappus afirma que,
cuando no existen sino tres o cuatro lineas rectas ‘dadas,
se encuentra en una de las tres secciones conicas, pero
no intenta determinarla ni describirla, al igual que
tampoco intenta explicar aquellas en que deben encon-
trarse todos estos puntos cuando la cuestion es plantea-
da para un nimero mayor de lineas. Solamente indica
que Jos antiguos habian imaginado una de aquellas que
habian mostrado ser muy 4til, que parecia la mas
simple, pero, sin embargo, no era la mas importante.
Esto me ha dado la oportunidad para intentar si puedo
llegar tan lejos como lo que elios han alcanzado
mediante ¢l método que utilizo.

Respuesta al problema de Pappus

En primer lugar, he llegado a conocer que si este
problema es propuesto {inicamente para tres, cuatro o
cinco lineas, siempre podemos conocer los puntos
buscados mediante la Geometria Simple, es decir, sir-
viéndonos exclusivamente de la regla y el compés y no
haciendo sino lo que se ha dicho; Unicamente debe
exceptuarse cuando hay cinco lineas dadas y todas ellas—
son paralelas. En este caso, al igual que cuando hay seis,
sicte, ocho o nueve lineas, pueden siempre ser hallados
los puntos deseados mediante la Geometria de solidos,

A-T, V1, 350
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‘esto es, empleando alguna de las tres secciones conicas;

debemos exceptluar solamente aquel caso en el que hay
nueve lineas dadas y todas ellas son paralelas. Para tal
caso, como para cuando hay 10, 11, 12 o i3 lineas,
pueden hallarse los puntos buscados por medio de una
linea curva que sea de un grado mayor que las secciones
conicas, excepluando el caso en que fueren trece las
lineas dadas si son todas ellas paralelas. En esle caso,
como cuando son dadas 14, 15, 16, 17, sera preciso
emplear una linea curva de un grado ain mayor que la
precedente y asi indefinidamente.

En segundo lugar, he hallado que cuando no hay sino
tres o cuatro lineas dadas, los puntos buscados se
encuentran todos no solamente en una de las tres
secciones conicas, sino también y en algunas ocasiones
en la circunferencia de un circulo o en una linea recta.
Igualmente, cuando hay 5, 6, 7 u 8, todos estos puntos
se encuentran en alguna de las lineas que son de un
grado mas que las secciones conicas, siendo imposible
imaginar alguna que no sea util para tal problema; pero
también puede encontrarse excepcionalmente en una’
seccidn conica, en un circulo o en una linea recta; si hay
9, 10, 11 & 12, estos punlos se encuentran en una linea
que no puede ser sino de un grado superior a las
precedentes; pero todas las que son dé un grado mis
pueden ser usadas para el problema y asi al infinito,

Finalmente, la primera y la mds simple de todas las
lineas después de las secciones conicas, es la que puede
describirse por la interseccion de una pardbola y de una
linea recta en la forma que explicaremos. De suerte que
yo pienso haber respondido enteramente “a lo que
Pappus dice haber sido investigado en relacion con esto
durante la antigiiedad; por ello, trataré de dar la
demostracién en pocas palabras, pues ya me hastia
extenderme de tal modo.

Sean AB, AD, EF, GH, etc..., varias lineas dadas,
debiendo hallarse un punto como C, desde el que
trazando varias lineas rectas sobre las lineas dadas,
como CB, CD, CF y CH, de modo que los angulos
CBA, CDA, CFE, CHG sean dados, y de modo tal que
el resultado de la multiplicacion de una parte de estas
lineas sea igual al resultado obtenido por la multiplica-
cion de las otras, o bien quc guarden alguna otra
proporcion dada, lo cual en nada dificulta el problema.
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CR y €D, que establezco®® como z es a ¢; de modo
bx & bex
que si CR es y+ —, entonces® CD serd —y+—-_
z z 2z
Después de esto, puesto que las lineas AB, AD y EF
son dadas en posicion, la distancia que hay entre 4
y E también es conocida; si tal distancia la llamo k,
entonces? EB serd igual a k + x; pero seria k —x, si el
punto B se encontrase entre E y A, y —k+x, si E

A-T. VL 384

estuviese entre A y B. Y puesto que los angulos del
triangulo ESB son dados, la proporcion entre BE y BS
también es conocida; la establezco como z es a d.

dk +d>
Por tanto, BS= % la linea completa®
-dk + dx —dk—dx
CS= &+—\, pero seria B i si el punto
z z

. —zytdk+4dx
S se encontrase entre B y € y seria R o
2
C se encontrase entre B y S. Ademds los tres dngulos
del triangulo FSC son dados y, por tanto, también lo
es la proporcion de CS con CF, que es la misma®* de
ezy+dek + dex
2z b
Del mismo modo siendo AG, a la que llamo [, dada, BG
serd igual a [ —x; porque los dngulos del tridngulo BGT
son también dados, tenemos dada la proporcion de BG

z a e; por tanto, la linea®® CF serd
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Cémo deben establecerse los términos para alcanzar la
ecuacion en esle ejemplo

En primer lugar, supongo resuelto el problema y,
para librarme de la confusion?® de todas estas lineas,
considero solamente una de las dadas y una de las que
es preciso calcular, por ejemplo AB y CB, como las
principales y con las que intento relacionar todas las
otras. Concedamos que el segmento de la linea AB,
que esta entre los puntos A y B, sea llamado x, y que
BC sea y; asimismo, supongamos que todas las otras
lineas dadas sean prolongadas hasta que corten estas
dos?¢, también prolongadas, si es necesario y si no son
paralelas: como veis aqui cortan la linea AB en los
puntos A, E, G; asimismo cortan BC en los puntos R, S,
T. Seguidamente como los angulos del triangulo ARB
son dados, la proporcion que se da entre los lados AB
y BR también es conocida, estableciéndola?’ como. z

2 . bx

es a b; de mado?® que AB siendo x, RB sera ——, pues
z

el punto B se encuentra entre € y R; CR tene-

, bx
mos?® que sera y+ —; si R sc encontrase entre C y

bx |
B, CR seria y— —; si C se encontrase entre B y R, enton-
2z

B
ces CR seria —y+ ?* pe igual modo los tres dngulos
z

del tridangulo DCR son dados y, en consecuencia, tam-
bién le es la proporcién que existe entre los lados

AT, VI, 383
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f1—fx

z

con BT, que es como z: f, y, por tanto, BT serd

; 1— .
y CT sera igual a z_m ~ fx__ Ahora bien, puesto que la
z

proporcion de TC con CH es dada en virtud del

triangulo TCH, estableciéndola como z:g, se obtendra®®
que:

CH = 9y Sl —fox

2z

De este modo podéis ver que cualquiera que sea el
nimero de lineas dadas en posicion, cuantas lineas sean
trazadas desde el punto C formando angulos dados,
siguiendo el enunciado del problema, pueden siempre
ser expresadas por tres términos: uno estard compuesto
por una cantidad desconocida y, multiplicada o dividida
por alguna otra cantidad conocida; el otro estard
integrado por la cantidad desconocida x, también multi-
plicada o dividida por alguna otra conocida; el tercero,
por una cantidad conocida. La Gnica excepcién serd
cuando las lineas dadas sean paralelas a la linea AB, en
cuyo caso el término compuesto de la cantidad x sera
cero; o bien a la linea CB, en cuyo caso el compuesto de
la cantidad y sera cero, siendo esto muy claro y, por
tanto, no siendo necesario que me detenga en su
explicacién. En refacion con los signos «+» y «—» que
se unen a estos términos pueden ser combinados de
todos los modos imaginables.

Asi mismo podéis ver que multiplicando varias de
estas lineas entre si, las cantidades x e y que se
encuentran en el producto pueden tener solamente
tantas dimensiones como lineas haya, a cuya explica-
cién sirven las que han sido multiplicadas. De suerte
que nunca tendran méas de dos dimensiones, cuando han
resultado de la multiplicacion de dos lineas; ni més de
tres, cuando son el resultado de una multiplicacion de
tres lineas y asi hasta el infinito.

Modo de hallar gue el problema es plano cuando no se ha
propuesto para mds de cinco lineas

Ademas, para determinar el punto C solamente es
requerida una condicién: que el producto de la multipli-
cacién de un cierto nimero de lineas seca igual al

A-T, V1,385
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obtenido por la de otras, o (lo que no es mas dificil) que
guarde una proporeion dada con el resullade obtenido
por la multiplicacion de otras; podemos tomar a discre-
cion una de las dos cantidades desconocidas x o y,
buscando la otra por esta ecuacion, en la que es
evidente que, cuando el problema no es propuesto para
un nimero superior a cinco lineas, la cantidad x que no
es utilizada para la expresion de la primera de las lineas
nunca puede tener mas de dos dimensiones. De modo
que, tomando y como una cantidad conocida, tendre-
mos:

2= +ax+bl

Por tanto y de la forma indicada, se podré encontrar la
cantidad x mediante Ja regla y el compas. Asimismo,
tomando sucesivamente un infinito nimero de diferen-
tes valores para la linea y, podremos hallar otros tantos
para x; de este modo, podremos también encontrar un
nimero infinito de diversos puntos tales como el C,
pudiendo describirse la linea curva exigida.

También puede procederse de igual modo cuando el
problema estd planteado para seis o mas lineas, si, entre
las que han sido dadas, hay algunas que son paralelas a
BA o BC; en este caso, una de las dos cantidades x o y
no debe tener sino dos dimensiones en la ecuacion®’; de

- este modo es posible encontrar ¢l punto C mediante la
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utilizacion de la regla y el compis. Pero, por el
contrario, si todas son ‘paralelas, aunque el problema
sea propuesto para cinco lineas, este punto C no podra
ser hallado de este modo, puesto que no encontrindose
la cantidad x en la ecuacién, no serd permitido tomar
una cantidad conocida para la que llamamos y, sino que
el valor de ésta es el que es preciso calcular, Y, puesto
que y, tendra-tres dimensiones, no se la podra calcular
sino obteniendo la raiz de una ecuacion cubica, lo que
usualmente no se puede lograr sin emplear por lo
menos una de las secciones conicas. Y aunque lengamos
hasta nueve lineas dadas, con tal de que no todas sean
paralelas, puede siempre lograrse que la ecuacion no
sobrepase el cuadrado del cuadrado®®; tales ecuaciones,
pueden siempre resolverse por medio de secciones
conicas, del modo que més adelante explicaré. Y aunque
sean dadas 13 lineas siempre puede expresarse la
ecuacion de modo que no alcance sino ¢l cuadrado del
cubo®®; consecuentemente, puede resolverse del modo
que explicaré por medio de una linea que es solamente
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con estas lineas como con las que son mas simples®®,
No afirmaré tampoco que tal exclusion sea debida a que
no desearon aumentar el nimero de sus postulados y se
consideraron satisfechos con admitir que pueden unirse
dos puntos dados por una linea recta y describir un
circulo desde el centro que pasase por un punto dado,
pues no dudaron en modo alguno al realizar su estudio
de las secciones cénicas en que debia suponerse la
posibilidad de cortar un cone dado por un plano dado.
Y, no es necesario suponer nada para trazar todas las
lineas curvas que pretendo introducir, sino que dos o
mas lineas puedan moverse entre si y que sus inlersec-
ciones engendren otras curvas; esto en nada me parece
mis dificil. Verdad es que no han intreducido de modo
perfecto las secciones conicas en su geometria, pero yo
no deseo introducir modificacion alguna en los nombres
normalmente aceptados. Perc me parece totalmente
claro que si entendemos, como generalmente se hace,
por «geométricor lo que es preciso y exacto y, en
segundo lugar, por «mechnica» lo que no lo es; y,
asimismo, si consideramos la Geometria como una
ciencia que enseiia en general a conocer las redidas de
todos los cuerpos, no existe razon alguna para excluir
de la misma el estudio de las lineas mds complejas y no
el de las mas simples, con tal de que puedan imaginarse
descritas por un movimiento continuo o por varios
movimientos sucesivos y en los que los dltimos vienen
determinados por los anteriores*?; pues, por este medio,
puede siempre tenerse conocimiento exacto de su medi-
da. Pero lo que puede quizd haber impedido la admi-
sion por los antiguos gedometras de aquellas curvas que
eran mas complejas que las secciones conicas, es que las
primeras que analizaron, por casualidad, fueron la
Espiral, la Cuadratriz y semejantes*?, que no pertenecen
propiamente sino a las Mecinicas y no son del nimero
de las que pienso que deban ser incluidas aqui; pienso
asi, puesto que podemos imaginarlas descritas por dos
movimientos independicnles, no guardando el uno con
el otro relacion alguna que pueda ser exactamente
medida; aunque posteriormente hayan examinado la
Concoide, la Cisoide, y algunas olras que nosotros
aceptamos, sin embargo, ¢s posible que al no haber
analizado suficientemente sus propiedades, no se hayan
cuestionado su importancia mas de lo que cuestionaron
la de las primeras. También podria haber sucedido que
pensasen que no debian iniciar el anélisis de una
materia mas dificil, ya que no conocian sino algunas
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un grado superior a las secciones conicas. Esto constitu-
ye la primera parte de lo que aqui deseaba demostrar;
pero antes de iniciar la segunda, es necesario que facilite
algunas observaciones relacionadas con la naturaleza de
las lineas curvas.

LIBRO SEGUNDO
SOBRE LA NATURALEZA DE LAS LINEAS CURVAS

Sebre las lineas curvas que pueden admitirse en
Geometria -

Los antiguos distinguieron con toda perfeccion la
existencia de tres clases de problemas en Geometria:
planos, solidos y lineales; es decir, unos pueden ser
construidos con sélo trazar lineas rectas y circulos; los
segundos, por el contrario, no pueden serlo sin realizar
la introduccién de alguna seccidn conica; finalmente, los
terceros requieren el empleo de una linea mas compleja.
Pero no logro evitar la extrafieza que me produce el
que, ademds de esto, no llegasen a distinguir diversos
grados entre estas lineas mas complejas, al igual que no
Jogro comprender por qué las han denominado Mecéni-
cas y no Geométricas, Pues si pensamos que las han
denominado de tal modo porque es necesario utilizar
algin instrumento para trazarlas, entonces deberiamos
rechazar por la misma razdén los circulos y las lineas
rectas, puesto que no se lrazan sobre ¢l papel, sino
utilizando la regla y ¢l compas que también pueden ser
considerados como maquinas. Tampoco puede explicar-
se porqué los instrumentos ulilizados para trazarlas,
siendo mas complejos Gue la regla y el compas, no
pueden llegar a alcanzar la misma precision; en tal caso,
deberian considerarse fuera de la Mecdnica, pues la
preeisién-de las obras realizadas por la mano es ain
mas buscadz en ella que en la Geometria, donde
exclusivamente se desea lograr precision en el razona-
miento, pudiendo obtenerse tanta perfeccién en relacion

A-T, V1, 338

A-T. V1, 389




296 RENE DESCARTES

cosas sobre las secciones conicas ¢ ignoraban adn
mucho de cuanto puede construirse mediante la regla y
el compas. Pero, puesto que tengo la esperanza de que
aquellos que tengan destreza para servirse del calculo
geométrico aqui propuesto, no encontrarin tema algu-
no como para hacerlos vacilar en relacidn con los
problemas planos o solidos, creo pues oportuno invitar-
les a realizar otras invesligaciones en las que nunca les
faltarda oportunidad para ejercitarse.

‘Considérense las lineas AB, AD, AF y semejantes, que
supongo han sido descritas con la ayuda del instrumen-
to X YZ, compuesto de varias reglas. Estas estan unidas
de tal forma que cvando la conocida como ¥Z esta
sobre la linea AN, puede abrirse y cerrarse el dngulo

X YZ; cuando esta totalmente cerrada, los puntos B, C,
D, F, G, H, se encuentran todos en 4; pero a medida
que se abre, la regla BC, unida a XY de modo que
forma dngulos rectos en el punto B, empuja hacia Z la
regla CD; CD resbala sobre YZ formando siempre
angulos rectos con ella y empuja a DE, que se desliza
igualmente sobre YX, permaneciendo paralela a BC.
DE empuja a EF; EF a FG y FG a GH; asimismo,
podemos concebir una inlinidad de otras, que se impul-
san conseculivamente de igual modo: unas forman los
mismos angulos con YX, y los otros con YZ. Asi
cuando se abre el dngulo XYZ, ¢l punto B describe la
linea AB, que es un circulo; los otros puntos, D, F y H,
en donde s¢ encuentran las intersecciones de las otras
replas, describen otras curvas, como AD, AF y AH,
siendo cada una de ellas progresivamente mds compleja
que el circulo*®. Pero no veo qué puede impedir que se
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conciba tan clara y distintamente la descripcion de Ia
primera como la del circulo o, al menos, como la de las
secciones conicas; nada veo gue nos impida concebir la
segunda, la tercera y cuantas se puedan describir, tan
adecuadamente como la primera. En consecuencia, no
veo por qué todas ellas no son igualmente aceptadas
con el fin de contribuir a las especulaciones de la

Geometria®®,

Sobre la clasificacion de todas las curvas en géneros y
sobre la relacién de sus puntos con los de las rectas

Podria exponer en este lugar otros medios para
trazar y concebir lineas curvas que fuesen cada vez mas
complejas hasta el infinito. Pero, para comprender a Ja
vez lodas aquellas que se dan en la naturaleza y para
clasificarlas por orden segin ciertos tipos, ne conozco
nada més apropiado que afirmar que todos los puntos
de las que pueden llamarse geométricas, es decir, de
aquellas que caen bajo alguna medida precisa y exacta,
tienen necesariamente alguna relacion con todos los
puntos de una linea recta y esta relacién puede ser
expresada por alguna ecuacion vilida para todos los
puntos*®. Asi mismo la linea curva serd del primero y
mis simple tipo, en el que no estdn comprendidas sino
el circulo, la paribola, la hipérbola y la elipse, cuando
esla ecuacion no alcanza sino al rectangulo®® de dos
cantidades indeterminadas o bien al cvadrado de una
misma cantidad. Pero la curva pertenece al segundo
tipo cuando una o ambas cantidades desconocidas de la
ecuacion (deben ser dos para explicar la relacion entre
dos puntos), alcanza el tercer o cuarto grado®?; cuando
la ecuacion alcanza el quinto o sexto grado®®, la curva
es del tgreer tipo y asi para-otras hasta-el infinito.

Asi, supongamos que deseo saber a qué clase pertenece
fa linea EC, que imagino descrita por la interseccion
de la regla GL y del plano rectilineo CNKL cuyo
lado KN es prolongado indefinidamente hacia C, y
que moviéndose sobre el plano en linea recta (de (al
forma que su diametro KL se encuentre siempre apli-
cado sobre algin Jugar de la linea BA, prolongada
por ambos extremos) da lugar al movimiento circular
de esta regla GL, alrededor-del punto G, puesto que
tal regla estd unida de tal modo a CNKL que

pasa siempre por el punto L. En tal caso, escojo una-

linea recta como AB para relacionar con tales puntos
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car la primera por la altima. Por tanto, la ecuacion
buscada es:

5 ¢
yl=cy— L xp+ay—ac.

En virtud de ia misma conocemos que la linea EC es de
las del primer tipo; en efecto, no es sino una hipérbola,

Si en el instrumento utilizado para describir la curva
sustituimos la linea recta CNK, de modo que limitemos
el plano CNKL mediante la hipérbola o cualquier otra
linea curva de la primera clase, entonces la interseccién
de este linca y de la regla GL en vez de describir la
hipérbola EC, describira otra linea curva que pertenece-
rd al segundo tipo. Asi, si CNK es un circulo, siendo L
su centro, se describird la primera concoide de los
antiguos; pero si es una parabola, siendo su didmetro
—eje— KB, entonces se describira la linea curva que,
como ya he dicho, era la primera y mas simple de las
curvas buscadas para el problema de Pappus, cuando

-

no son sino cinco las lineas rectas dadas en posicion.
Pero si en lugar de una de estas lineas curvas del primer
género, es una de fas del segundo género Ja que delimita
el plano CNKL, entonces se describira una del tercer
tipo; mientras que si utilizamos una del tercer tipo,
entonces se describira una del cuarto lipo y asi hasta el
infinito. Estas afirmaciones es facil probarlas mediante
el calculo. Y de cualquier otra forma que se imagine Ia
descripcion de una curva, siendo del nimero de las que
son llamadas geométricas, siempre se podréd hallar una
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todos los de la linea curva EC; asimismo, en esta linea,
AB, tomo un punto tal como A para iniciar por €l el
célculo. Digo que escojo tanto uno como la otra, por-
que pueden tomarse los que se deseen ya que aunque exis-
tan muchas alternativas que abrevien y simpliliquen
la ecvacion, sin embargo, de cualquier modo que se
seleccionen, la curva pertenecera siempre a la misma
clase tal como es ficilmente demostrable. Después de
esto, tomando un punto a discrecion en la curva tal
como C, sobre el que supongoe que aplico el instrumento
que sirve para describirla, trazo desde el punto C la li-
nea CB paralela a GA; puesto que CB y BA son dos
cantidades indeterminadas y desconocidas, las denomi-
no y e x, respectivamente. Pero con el fin de encontrar
la relacién de una con la otra®bs, considero también
las cantidades conocidas que determinan la descripcion
o trazado de esta curva: asi GA (llamada a), KL (llama-
da b) y NL, paralela a GA (llamada ¢). Seguidamente
afirmo: que como NLesa LK (o biencesab), asi CBo

b
» es a BK que es, por lanto, igual a — y. Por tanto, BL
c

i b . b .
cs igual a Eyfb, y AL es igual a x + — yp—Db. Ademis,
=
como CB es a LB, asi GA es a LA, o bien como y es

b b
a —y—b, asi @ es a x+ —y—>b. Multiplicando la se-
c c
ab .
gunda por la tercera tenemos —y—ab, que es igual a
c

b
Xy Zyz—-by, que es ¢l resultado obtenido al multipli-

A-T, VL 394
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ccuacion para determinar de este modo todos sus
puntos. 4

Asi mismo, considero las lineas curvas, cuya ecuacion
alcanza el cuarto grado, en ¢l ‘mismo género que
aquellas que sclamente alcanzan el tercer grado; aqué-
llas cuyas ecuaciones alcanzan hasta el cuadrado del
cubo las considero en el mismo que aquellas que no
alcanzan sino al supersolido; de modo semejante para
otras. La razéon para establecer tal clasificacion se
fundamenta en que existe una regla general para reducir
al cubo cuantas dificultades aparezcan en el cuadrado
del cuadrado y para reducir al supersélido cualquiera
del cuadrado del cubo, de modo tal que en cualquier
caso la Gltima no es necesario que deba ser considerada
mas compleja que la precedente*®.

Pero es preciso sefialar que entre las lineas de cada
uno de estos géneros, aunque la mayor parte de ellas
tengan la misma complejidad, de modo tal que puedan
servir para determinar los mismos puntos y construir
los mismos problemas, sin embargo, hay siempré algu-
nas mas simples, cuya utilidad es mas limitada. Asi
entre las del primer tipo, ademas de la Elipse, la
Hipérbola, y 1a Parébola, cuya complejidad es la misma,
también estd inciuido el circulo que obviamente es una
curva mdis simple. Entre las de la segunda clase se
encuentra la Concoide vulgar que toma su origen del
circulo y algunas otras que, aunque no tengan una
utilidad tan amplia como la mayor parte de las de su
clase, sin embargo, no pueden ser consideradas como
pertenecientes al primer tipo® b,

Prosigue la explicacion del problenia de Pappus expuesta
en el libro anterior

Ahora, después de haber clasificado todas las lineas
curvas segiin ciertos tipos o clases, me es facil continuar
con la demostracion de la respuesta que anteriormente
he facilitado en relacion con el problema de Pappus. En
primer lugar, he mostrado que cuando no hay sino tres
o cuatro lincas rectas dadas, la ecuacion que permite
determinar los puntos buscados es de segundo grado®®.
Se infiere de ello que la curva en que tales puntos se
encuentran necesariamente ha de ser alguna de las del
primer tipo, puesio que esta misma ecuacion expresa la
relacion existente entre todos los puntos de las lineas

AT, VL 296
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del primer género con los de una linea recta. Cuando no
han sido dadas mas de ocho lineas rectas, esta ecuacion
serd, a lo sumo, una bicuadratica y, en consecuencia, la
curva resultante pertenecerd a la segunda clase o0 a la
primera. Cuando no hay mas de doce lineas dadas, la
ecuaciéon no excede del cuadrado del cubo y, en conse-
cuencia, la curva buscada no pertenecerd sino a la
tercera clase o a una inferior, y asi sucesivamente para
otros casos. Pero, puesto que la posicion de las lineas
dadas puede variar de todas las formas imaginables y,
en consecuencia, se introducen modificaciones en los
valores de las cantidades conocidas asi como en los
signos «+» y «—» de la ecuacion, de todas fas formas
imaginables, es evidente que no hay alguna linea curva
del primer tipo o clase que no sea util para este
problema cuando se plantea respecto de cuatro lineas
rectas; ni alguna del segundo tipo que no ofrezca
soluciéon cuando el problema ha sido planteado para
ocho lineas; ni una de la tercera clase, cuando-s¢ ha
propuesto para doce, y asi para otros casos. De modo
que no hay una linea curva, cuya ecuacién pueda ser
obtenida y que pueda ser aceptada en Geometria, que
no sea util para algiin nimero de lineas.

Selucién de esta cuestion cuando se propone para tres o
cuatro lineas -~

Es necesario proceder a indicar con mayor precisién
el método para descubrir la linea curva buscada en cada
caso, cuando no son dadas sino tres o cuatro lineas
rectas; tal andlisis mostrard que la clase primera no
contiene otras lineas que las tres secciones conicas y el
circulo.

Considérense nuevamente las cuatro lineas AB, AD,
EF y GH, anteriormente mencionadas, y que sea preciso
hallar otra linea en la que se encuentren una infinidad
de puntos tales como C, de tal manera que, trazando
desde €l mismo las cuatro lineas CB, CD, CF, CH, con
angulos dados sobre las lineas dadas, CB multiplicada
por CF sea igual a CD multiplicada por CH. Esto seria
equivalente a afirmar que si

CB=y,
czy+bex
ZZ

CDh=

i
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De este modo tenemos:
7 befglx — befgx?

3 2 2

2
Y =2my — 2 Xy +
z ez* —cgz

cuya raiz es:

nx T 2mnx wx? bofglx — bofgx®
yem =" \/mf_;z_{r__ . belglx —bfox

& ez’ —cgz?

De nueve, por razones de brevedad, en lugar de
2mm befgi

z ez’ —cgz?’

anotaremos o; y en lugar de

ez® —cgz*’

k5 P \ .
escribiremos — —. Hacemios esto, pues podemos desig-
m

narlas como nos plazca, considerando que todas son
cantidades dadas. Tendremos entonces que:

n
y=m—-x+ \/m2 tox— T2,
z n

Tal debe ser Ja longitud de la linea BC, quedando AB,
esto es x indeterminada®'. También es evidente que, no
siendo propuesto ¢l problema sino para tres o cuatro
lineas, es obvio que siempre tendremos tales términos,
aunque alguno de ellos puedan ser nulos y los signos +
y — puedan variar.

Después de esto, trazo KI igual y paralela a BA, de
modo que de BC obtengamos el segmento BK igual a m
(puesto que la expresion-para—BC es +m; si hubiese
sido —m, esta linea I K deberia haberla trazado del otro
lado de AB y, finalmente, no la hubiera trazado si el
valor de m hubiera sido cero). Seguidamente trazo 1L de
tmodo que JK: KL =z:n; esto es, de modo que si IK es

. 3 n n
igual a x, KL es igual a — x, De esta misma forma
z

conozco la proporcion existente entre KL e IL que
puedo establecer como n:a, de modo que si KL es igual

n v a
a - x, entonces IL es igual a — x. De este modo
z 2

establezco el punto K entre L y C, pues la ecuacion
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_ezy+dek +dex

22» ¢

_ g2+l —fax
Z 2 2

LF

CH

entonces la ecuacion es:

o _ lefglz— r{ekz’)y—(dez’ +¢fgz - begz)xy-+ befgix —befpx’
J ez* —cgz?

Se ha supuesto que ez es mayor que cg; si fuese menor
seria preciso cambiar los signos «+» y «—». 8i el valor
de y fuese cero 0 menor que cero en esta ecuacion,

habiendo supuesto que el punto C se encuentra en el

angulo DAG, serd preciso suponerlo también en el

angulo DAE, o EAR, o RAG, debiendo ser alterados los .

signos «+» y «—» segin sea requerido. Si para cada a. v, 99
una de estas cuatro posiciones el valor-de y fueseigual a

cero, entonces ¢l problema no tendria solucién para el

caso propuesto. Pero supongamos que es posible y, para

abreviar las expresiones, en lugar de las cantidades

¢flgz — dekz?
ez® —cgz*

»

i 2n
escribiremos 2m; y — en lugar de:
: z

dez® +cfgz —begz

ez’ —cgz?
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n , ; "
indica — — x; hubiera establecido L entre K y C, en ¢l
z i

n n R
caso de que + — x; en ¢l caso de que — x fuera igual a
z s

cero, no hubiera sido trazada esta linea, IL.

Hecho esto, obtenemos la expresion:

LC= [n*+o 4
Y m

Si el valor de estos términos fuese cero, ¢l punto C
deberia localizarse en la linea recta IL; si fuesen sus A-1, vi, 401
valores tales que fuese posible extraer su raiz, esto es, si

m?y P 2 tuviesen el mismo signo, bien positivo o bien
m
negativo, y o fuese igual a 4pm, o también si m* y ox, 0
bien ox y E)—xz tuviesen como valor cere, este punto C
m

deberia localizarse en otra linca recta cuya posicién
podria ser tan facilmente calculable como la de IL. Pero
cuando no se da ninguna de estas posibilidades, el
punto C se encuentra siempre en una de las tres
secciones conicas o en un circulo, uno de cuyos diame-
tros se encuentra en Ja linea /L, y la linea LC es una
de las que se aplican por orden a este didmetro; tam-
bién, por el contrario, puede ser LC paralela al diame-
tro al que aquélia, que estd en la linea 11, se aplica por

orden. A saber si el término -'Exz tiene valor cero,
m

entonces tal seccidén conica serd una pardbola; si tiene
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valor positivo {+), entonces es una hipérbola y si, por el
contrario, tiene valor negativo (—), entonces es una
elipse. La Gnica excepcion seria cuando la cantidad a*m
es igual a pz?, cuando ILC es un 4ngulo recto, en cuyo
caso fenemos un circulo en vez de una elipse. Y si esta

% i " o0z
seccion es una pardbola, su lado recto es igual a — y su
a

eje se encuentra siempre sobre la linea IL; para hallar el
punto N, que es el vertex, es necesario construir IN

2

igual a %, y el punto I debe encontrarse entre L y N,
si m® es positivo y ox lambién lo es®?; también el punto
L debe hallarse entre I y N si m? cs positivo y ox tiene
valor negativo®®; igualmente deberia ser necesario para
N encontrarse entre 1 y L si m? tiene valor negalivo y
ox es positivo®™, Pero nunca puede darse el valor —m?
cuando los términos han sido establecidos en la forma
que hemos indicado. Finalmente, el punio N debe
coincidir con el punto I si m? es igual a cero. Por este
medio es ficil encontrar esta pardbola de acuerdo con el
primer problema del primer libro de Apolonio®%®,

Si la linea pedida es un circulo, una elipse o una
hipérbola, es preciso en primer lugar hallar el punto M,
que es el centro de la ligura. Tal punto siempre se
encuentra en }a linea recta JL y puede ser hallado

. aom : .
tomando IM igual a e De este modo, si 0 es igual a
pz

cero, ‘entonces M coincidira con 1. Si la linea que
deseamos hallar es un circulo o una elipse, debemos
tomar ¢l punto M en el mismo lado que el punto L
respecto de I, cuando ox tiene valor positivo; pero en
lade opuesto cuando su valor es negativo. Por el
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m

LM, asi como tomar MO igual a [m? T; pero si
iy

ox es igual a cero, MO debe ser tomada igual a m.

Seguidamente considerando O como el vértex de esta

hipérbola, siendo OF el didmetro y CP la linea aplicada;

en tal caso, el lado recto es:

4o  ato’m?®
o Pt

y su diametro sera:

No obstante, debemos considerar una excepcién: cuan-
. 2a*m?*
do ox es igual a cero; en tal caso el lado recto es ——5—y
pz
el valor del didmetro 2m. A partir de eslos datos Ia
curva puede ser determinada de acuerdo con el proble--
ma tercero del primer libro de Apolonio.

Demastracion de lo que ha sido explicado

Las demostraciones de las afirmaciones anteriores
son evidentes, pues componiendo un espacio con las
cantidades que he asignado para el lado recto, el
transverso y para el segmento del didmetro, NL uwOP,
siguiendo los teoremas 11, 12 y 13 del primer libro de
Apolonio, podremos hallar los mismos términos que
componen el cuadrado de la linea CP o CL, aplicada
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contrario, en ¢l caso de una hipérbola, si se tuviese
—ox, el centro M deberia estar-hacia L; si tuviésemos
-+ ox, deberia ser tomado hacia la otra parte. Segin
todo esto, tenemos que el lado recto de la figura debe
ser

si m? es positivo y la linea es un circulo o una elipse; o si
m? es negativo y el lugar es una hipérbola. Debera ser:

o?z?

H‘Z

si la linea buscada es un circulo o una elipse y m” es
negativo, o si es una hipérbola y o* es mayor que 4mp,
siendo positivo el valor de m®. Pero si el valor de m” es

0z . .
cero, entonces €l lado recto es —; y si 0z es igual a cero,
a
entonces serd:

4mpz?
al

Asi mismo, en relacion con el correspondiente didmetro
debe ser hallada una linea que sea al lado recto como
@ m es a pz%; esto es, si el lado recto es
o?z?  dmp2?
a: a? »

entonces el didmetro sera:
otn’  4a’m’
P222 pz‘l "

En cada uno de estos casos el didmetro de la seccion se
encuentra en la linea IM, siendo LC de las aplicadas
por orden. De tal modo esto es evidente gue siendo MN
igual a la mitad del diametro y tomando N y L en el
mismo lado de M, el punto N sera el vertex de cste
diametro. Siguiendo lo expuesto es facil haliar la seccion
(determinar la curva) de acuerdo con los problemas
segundo y tercero del primer libro de Apolonio.

Pero, cuando esta seccion es una hipérbola y tenemos
que m?* es positivo y que o® es igual a cero o menor que
4pm, entonces debemos trazar la linea MOP por M de
modo que sea paralela a LC y de modo que CP lo sea a

A-T, VI, 403
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por orden a este didmetro. Asi, en este ejemplo, toman-

aom
do IM, que es 2z’ de NM cuyo valor es:
'z

5:} \/;2 +4dmp,

2 z a
se obtiene IN; sumando a ésta 1L, que es —x, lenemos
z

NL que es igual a:

a am
-"-x— o +r2-,f02+4mp.
z Pz

2pz
Y siendo esto multiplicado por

g /o® +4mp,
a
que es el lado recto de la figura, obtenemos:

e ——— 2
x Jo +4mp — %’E Jor+dmp + ? + 2’
P

para el rectangulo, del cual debemos restar un espacio a-T. vi. a0s

que debe ser al cuadrado de N L como el lado recto es al
didmetro. Este cuadrado de NL es:

a a‘om
s ’—— + — ! s Jo? +dmp +

Z

a*o’nm? atm® atoni®

S — = o dmp.
P pz Py \/D mp

A su vez, debe ser dividido por a®’m y debe ser
multiplicado el cociente por pz?, puesto que éstos




" LA GEOMETRIA 309

expresan la razon o proporcion existenie entre el
didmetro y el lado recto. El resultado sera:

- x —ox+x,/0 +4mp -+

02;’:1 - %’;\ o + 4mp -+ m?.
Restando esta cantidad del rectdngulo previamente
obtenido, tenemos:

CL2=m? yox — 2 x2.

m
En consecuencia, CL es una linea aplicada por orden en
una elipse o en un circulo al segmento del didmetro NL.
Si deseamos explicar todas las cantidades dadas me-

diante nGmeros, suponemos, por ejemplo, que EA=3,
AG=5, AB=BR, BS=}BE, GB=BI, CD=3CR,
CF=2CS, CH=3CT, el angulo ABR=60° y, finalmen-
te, suponemos que CB- CF=CD - CH, todas estas canti-
dades deben ser conocidas si el problema ha de ser
completamente determinado. Asi mismo, suponiendo
que AB=x y CB=y, obtendremos mediante el método
explicado que:

P2 =2y —xy+5x—x2,
y que
y=1—4%x i-\/l'm;
Por consiguiente, BK debe seriguala 1,y KL loesala

mitad de KI; y puesto que el angulo TKL es igual al
AT via06 dngulo ABR, que es igual a 60° y el dngulo K11, que es
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deseo de solventar los problemas relacionados con la
composicién de tales lugares.

Asi mismo, se ve que lo que he considerado como el
primer género de lineas curvas no puede incluir otras
que el circulo, la parabola, la hipérbola y la elipse, que
es cuanto habia intentado probar.

Sobre la primera y mds simple de todas las lineas curvas
utilizable en el problema de los antiguds cuando estd
propueste para cinco lineas

Si el problema de los antiguos fuese propuesto para
cinco Jineas, siendo todas paralelas, es evidente que el
punto buscado se encontrara siempre en una linea recta.
Pero si es propuesto para cinco lineas de modo que
cuatro de ellas sean paralelas y la quinta sea perpendi-
cular a las otras cuatro; y si todas las lineas trazadas
desde el punto buscado deben alcanzar las mencionadas
lineas paralelas de modo que formen angulos rectos; y
si, finalmente, sucede que el paralelepipedo formado por
tres lineas .asi irazadas sobre tres paralelas, debe ser
igual al paralelepipedo formado por dos lineas que son
trazadas, una sobre la cuarta de las que son paralelas y
la otra sobre lz que las corta formando angulo recto, y
por una tercera linea dada (siendo éste el caso mas
simple que podemos imaginar después de ¢l precedente),
entonces el punto que buscamos debe encontrarse en
una linea curva descrita por el movimiento de una
pardbota del modo explicado anteriormente.

Sean, por ejemplo, las lineas AB, IH, ED, GF y GA, y
que sea preciso hallar el punto C de modo que si CB,
CF, CD, CH y CM son perpendicularmente trazadas
sobre cada una de las lineas dadas, el paralelepipedo
formado por las tres lineas CF, CD y CH sea igual al
formado por CB, y CM y por una tercera linea, Al.
Establezco que CB=y. CM =x, Al o AE o GE =a; por
consiguiente, si C se encuentra enire AB y DE, lenemos
que CF=2a—y, CD=a--y, CH=y+a. Multiplicando
estas tres, una por olra, se obtidne y* —2ay’ —a’y+2a°
igual al producto de las otras tres, esto es axy. Seguida-
mente considero la curva CEG, que imagino descrita
por la interseccion de la paridbola CKN (moviéndose de
modo tal que su eje KL se encuentra sobre la linea recta
AB) y de la regla GL (que gira sobre el punto G de
modo que siempre pasa por el punto ). Tomamos
KL=a, y el lado principal, es decir, aquel que cerres-
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la mitad del angulo KIB o del 1K, es de 30° el angulo
ILK es un angulo recto. Asi mismo, puesto gue IK o
AB=x, KL es un §x; [L es ipual a x\/;, y la cantidad
representada por z es igual a 1, tenemos que R:J:,
m=1, o=4, p=4# por consiguiente, IM= /¢,
NM = /%; en consecuencia puesto gue a*m (que es 2)
es igual a pz?, y el dngulo ILC es un angulo recto, se
sigue de todo ello que la curva NC es un circulo. Un
tratamiento similar de los otros casos puede realizarse
con facilidad.

Cudles son los lugares planos, solidos y sobre el modo de
hallarles

Puesto que todas Jas ecuaciones que no son superio-
res a las de segundo grade caen bajo las explicaciones
dadas, no solamente hemos solventado de modo defini-
tivo el problema que los antiguos plantearon para tres y
cuatro lineas, sino también cuanto se relaciona con lo
que ha sido llamado composicion de los Jugares solidos
y, en consecuencia, con la de los lugares planos puesto
que éstos estin comprendidos en los solidos; digo tal,
pues estos lugares no son otra cosa que esto: la solu-
cion de uno de estos problemas no consisle mas que
en hallar algin punto para cuya completa determi-
nacion es necesaria una condicion, siendo tales todas
las otras condiciones (como en este ejemplo) que cual-
quier punto de upa linea recta puede ser tomado por ¢l
que es pedido. Si esta linea es recta o circular decimos
que se trata de un lugar plano; pero si es una parabola,
una hipérbola o una elipse, entonces se dice que se trata
de un lugar sélido. En cualquiera de los casos puede
llegarse a una ecuacion con dos cantidades desconoci-
das, que es semejante a alguna de las que acabo de
resolver. Si la curva en la que se encuenira el punto
buscado es de un grado superior al de las secciones
conicas, puede ser llamada, siguiendo el mismo procedi-
miento, un lugar supersolido, y asi sucesivamente para
otros casos. Si para la determinacion del punto son
necesarias dos condiciones, el lugar sobre el que s¢
encuentra es una superficie que puede ser completamen-
te plana, esférica 0 mas compleja. Los antiguos liegaron
a alcanzar como nivel superior de analisis la composi-
cion de los lugares sélidos y cuanto Apolonio expuso
acerca de las secciones conicas podria responder al

AT, VI, 407
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\

ponde al eje de esta parabola, igual a a; asimismo,
GA=2a, CBo MA=y, CM o AB=x. Puesto que los
triangulos GMC y CBL son semejantes, tenemos que
GM(2a—y) es a MC(x) como CB(y) es a BL, que es
igual a
xy

2a—y’

Y puesto que LK es a, BK es

Xy
< 2a-y’

o también

2a* —ay—xy

T 2a-y
Finalmente, puesto que BK es un segmento del gje de la
pardbola, BK es a-BC (su-ordenada) como-BC-es a a

{lado recto} y, en consecuencia, en virtud del cilculo ya
podemos establecer que:

¥ —-2ay’ —aty+2a* =axy,
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¥, por tanto, que el punto C es el que era exigido. Puede
ser tomado en cualquier lugar de la linea CEG o
también en ¢EGe que es descrita del mismo modo con
excepcion de que su vérlex se encuentra en direccion
opuesta; finalmente, C puede hallarse en Nio, nl0O,
descritas por la interseccion que la linea GL produce en
el otro lado de la pardbola KN.

Aunque las lineas paralelas AB, IH, ED y GF no
fuesen equidistantes y ni GA ni las lineas trazadas sobre
ellas desde ei punto C las cortasen formando angulos

rectos, este punto C no dejaria de encontrarse en una
linea curva que fuese de la misma naturaleza; es mas,
podria encontrarse aunque ninguna de las lineas dadas
fuese paralela. Pero, supéngase que tenemos cuatro
lineas paralelas y una quinta que las corta, y que el
paralelepipedo formado por tres lineas trazadas por el
punto buscado (una de elias sobre la quinta linea y
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Sobre las que pueden trazarse utilizando una cuerda y que
son admisibles

De igual modo, no debe rechazarse el procedimiento
o ferma segin la cual nos servimos de un hilo para
determinar la igualdad o diferencia existente entre dos o
maés lincas rectas que pueden trazarse desde cada uno
de los puntos de la curva buscada a otros, o bien sobre
ciertas lineas con ciertos angulos. Yo mismo he utiliza-
do este procedimiento en La Didptrica cuando explica-
ba la elipse o la hipérbola. Pues aungue no podamos
aceptar en Geometria lineas que sean como cuerdas, es
decir, que tanto puedan ser rectas como curvas, ya que
las proporciones existentes entre las lineas rectas y
curvas no son conocidas y no crec que puedan legar a
serlo y, en consecuencia, nada exacto y seguro podria
concluirse; sin embargo, puesto que en tales constyuc-
ciones nos servimos de cuerdas solamente para determi-
nar las lineas rectas, cuya longitud nos es perfectamente
conocida, no estimo que deba ser éste un motivo para

rechazarlas . "

Que para hallar las propiedades de las lineas curoas,
basta con conocer la relacién que guardan sus puntos con
los de las rectas, y la forma de trazar otras lineas
Sormando dngulos rectos

Cuando conocemos la relacion que guardan todos los
puntos de una linea curva con todes los de una recta,
segin el modo que he explicado, también es ficil
conocer la relacion que guardan con todos los otros
puntos y lineas dadas; en consecuencia, serd ficil
conocer los diametros, ejes, centros y otras lineas o
punios con los que pueda tener cada linea curva alguna
relacibn mas especifica o mas simple; de esta forma,
podremos imaginar diversos modos para describirlas
y hacer una seleccién. Asi mismo podremos hallar
cuanto se encuentre relacionado con la magnitud de sus
areas, no siendo necesario pasar a ofrecer una explica-
cién mas detallada, Finalmente, y en relacion con todas
las otras propiedades atribuibles a las lineas curvas, no
dependen sino de los dngulos que estas curvas formen
con otras lineas. Pero, cuando puedan trazarse lineas
rectas que las corten formando dngulos rectos, en los
puntos en que hay interseccidon formada por aquéllas
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otras dos sobre dos de las lineas paralelas) fuese igual a)
paralelepipedo formado por dos lineas trazadas sobre
las otras dos paralelas y una tercera linea dada; el punto
buscado se encuentra en tal caso en una curva de otra
naturaleza, es decir, en una curva tal que todas las
lineas rectas aplicadas por orden a su diametro siendo
iguales a las de una seccidn conica, los segmentos de
este didqmetro que se encuentren entre ¢l vertex y estas
lineas guardan la misma proporcion con una linea dada
que la que ésta guarda con los segmentos del diametro
de la seccion conica a los cuales tales lineas estan
aplicadas por orden. No afirmo que esta linea sea
menos simple que la precedente, la cual he pensado que
debia considerarla en primer lugar puesto que tanto su
descripeion como su caleulo son en cierto modo mas
faciles.

No me detendré realizando un analisis y distincion
por especies de las lineas relacionadas con otros casos,
pues no he deseado acometer una exposicion completa
y, habiendo explicado el procedimiento para hallar una
infinidad de puntos por donde pasan, estimo haber
facilitado ¢l medio que nos permitird describirlas,

Sobre las lineas que se trazan hallando varies de sus
puntos y que pueden ser admitidas en Geometria

De igual modo estimo oportuno sefialar que existe
una gran diferencia entre la forma expuesta para llegar
a conocer varios puntos que permitan trazar una curva
y la que se utiliza para trazar la espiral y sus semejantes.
En este Gltimo caso no se caleulan indiferentemente
todos los puntos de la linea buscada, sino sélo aquellos
que pueden ser determinados por algin procedimiento
mas simple que aquel que es requerido para formarla;
propiamente hablando, no hallamos uno de sus puntos,
esto es, alguno de aquellos que son puntos propios de
esta linca de modo tal que no pudiesen ser hallados sino
por su mediacion. Por el contrario, no hay un punto en
eslas lincas que sirven para el problema propuesto, que
no pueda ser determinado mediante el procedimiento
indicado. Debe considerarse que si bien tal forma de
determinar una linea curva, hallando indiferentemente
diversos puntos de la misma, no es aplicable sino a las
que puedan ser también descritas por un movimiento
regular y continuo, no por ello se la debe excluir de la
Geometria,

AT, V1L 411

A-T, V1 412
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con las que forman angulos que se desean medir, o, lo
que estimo como lo mismo, en que cortan sus contin-
pentes®®, la dimension de los dngulos no es mas dificil
de conocer que si se formasen entre o por dos lineas
rectas. Por ello estimo haber expuesto cuanto se requie-
re en un estudio introductorio para realizar el analisis
de las curvas, cuando haya desarrollado el procedimien-
lo para trazar lineas rectas que formen dngulos rectos
sobre cualesquiera de los puntos de aquellas que se
elijan. Me alrevo a afirmar que éste es el problema cuyo
conocimiento es mas 0til y no sélo el mas general que
YO conozco, sino lambién el que mds he deseado llegar a
COnocer.

Procedimiento general para hallar lineas rectas que
corten las eurvas dadas o sus tangentes, formando angulos
rectos

Sea CE la linea curva y que sea‘preciso trazar por el
punto C una linea recta que forme dngulos rectos.
Supongo solucionado el problema y que tal linea es CP,
la cual prolongo hasta el punto P en el cual alcanza la
linea recta GA con la que supongo que s¢ relacionan

todos los puntos de la linea CE. De modo que siendo
MA o CB=y, CM o BA=x, puedo establecer una
ecuacion que indica la relacion entre x e y. Se establece
que PC=s5, PA=uv, por lo que®” PM=uv—y; pero en
virtud de que ¢! tridangulo PAMC es un tridgngulo rectan-
gulo, tenemos que s?, ¢l cuadrado de }a hipotenusa, es
igual a x? +2? —2vy+ 37, la suma de los cuadrados de
los dos lados®®. Es decir, que:

+2oy-—- 2,

o también que:

y=vt =2 %2,

AT, V1. 414
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Mediante esta ecuacién puedo eliminar una de las dos
cantidades indeterminadas, x o y, de la otra ecuacion,
de aquella que expresa la relacion de los puntos de la
linea curva CE con los de la recta GA. Si x debe ser
eliminada puede realizarse.facilmente con solo sustitvir
X por \/sz —v?+2py—y?, y x? por el cuadrado de esta
misma expresion, x* por ¢l cubo de la misma expresion,
etc...; pero si desedsemos eliminar y, entonces y deberia
sustituirse por u+\/§2—x’, asi como y?, ¥ por el
cuadrado o cubo de esta misma expresion, y asi sucesi-
vamente. El resultado que llegaremos a obtener seria el
de una ecuacion con una sola cantidad desconocida,
bien x o bien y.

G P

Por ejemplo, si CE es una elipse, M A ¢l segmento de
su eje, correspondiéndole CM, r su lado recto y g su eje
transversal, entonces mediante el teorema 13 del libro 1
de Apolonio tenemos que:

¥
P
q
Eliminahdo x? obtendriamos que:
- "
=P 420y =y =ry — 3,
q
o bien que:

A4 qry —2quy 4 qu* —gs? L

0,
q-—-r

Pues en este caso es preferible considerar conjuntamen-
te la expresion que cstablecer una igualdad entre sus
partes.

De igual medo, si CE es una curva generada por el
movimiento de una parabola, tal como anteriormente
expuse®, y si a GA la llamamos b, a KL ¢, y el lado
recto del ¢je KL de la pardbola le llamamos d, entonces
la ecuacién que expresaria la relacion entre x e y seria:

¥ —by* —edy+bed +dxy=0.
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CF sobrepasa a FA sea a la que GA sobrepasa a GC
como d es a ¢; de modo que si la cantidad indetermina-
da la llamamos z, entonces tendremos que FC es igual a

e ,
c+z,y GC losera a b— dz Seguidamente estableciendo

MA=y, GM=b-y, FM=c+ y, puesto que CMG es un
triangulo rectangulo, restando el cuadrado de GM del
cuadrado de GC, obtenemos ¢l cuadrado de CM que es:
e? 2be
7 e ¢ + 2by -yt
Seguidamente, restando ¢l cuadrado de FM dei cuadra-
do de FC, obtenemos de nuevo el cuadrado de CM,
pero expresado de modo distinto, es decir:

224+ 2cz—2cy—y*.

Siendo iguales estas dos expresiones, nos permitiran
conocer ¢l valor de y o MA, que es

d*2* 4 2ed?z & 2* 4 2bdez
2bd* + 2ed? !

sustituyendo este valor por y en la expresion equivalen-
te al cuadrado de CM, tenemos que:
Eift bd*z* y ce®2® + 2bed*z —2bedez _af
bd? + ed?

A continuacion, si suponemos que la linea PC al-
canza la curva formando angulos rectos en C, y estable-
ciendo PC=s y PA=p como anleriormente, entonces
PM =v—y; puesto que PCM es un triangulo rectin-
gulo, lenemos s —v?+2vy—y? para el cuadrado de
CM. Sustituyendo y por su valor, tenemos Ta ecua-
cion buscada:

2y 2bedd*z — 2bedes — 2ed’vz - Wbdevz — bil's® + bl o’ — od’s* +ed’ o
* ) bd2+e"!+l’,ll'—l'lll’ F ke

Hallada 1al ecuacion no debe utilizarse para determi-
nar x, y o z, que son dadas, puesto que el punto C ha
sido dado, sino que debe utilizarse para hallar v o s,
que determinan el punto exigido, P. A tal efecto, es pre-
ciso considerar gue si este punto. P.cumple las condicio-
nes exigidas, el circulo con centro en P y que pasa por
C, tocara pero no cortara la curva CE; pero si el punto P
se encuenira a mayor o menor distancia de 4 de Jo que
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Si ¢liminamos x, lenemos:

32 — by —cdy+bed+dy Js* — v + 20y — ).
Ordenando tales términos, tenemos:

¥® —2byS 4 (b* —2cd + d¥)y* +(4bed — 2d%0)y* +
+(2d? — ds? + dv* —2b%cd)y* —2b*dPy +
+brerdr =0,

Tal procedimiento es valido para otros casos.

Pero atn cuando los puntos de la linea curva no se AT, Vi 4i6
relacionen en la forma indicada con los de una recta,
sino con cualquiera ofra imaginable, podriamos estable-
cer una ecuacion similar. Asi, si CE es una linea
relacionada con los puntos F, G y A de modo tal que las

lineas rectas trazadas desde cada uno de sus puntos, tal

como C, hasta el punto F, excedan el segmento FA por )
una cantidad que guarda una cierta proporciéon dada
con otra cantidad por la que GA sobrepasa a las lineas
trazadas desde los mismos puntos a G. En tal caso,
estableciendo GA =b, AF =c¢ y, tomando a discrecion el
punto C en la curva, supongo que la cantidad en que
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debe estar, este circulo cortard la curva no sélo en C,
sino también y necesariamente en algin otro punto®’,
Asimismo, ¢s preciso considerar que si este circulo corta
la linea curva CE, la ecuacion por la que se halla el
valor de x ¢ y o cualquiera otra, suponiendo que
conozcamos PA y PC, debe tener necesariamente dos
raices diferentes. Supdngase, por ejemplo, que el circulo AT, vi aig

T oM QA

corta la curva en los puntos C y E; tricese EQ paralela
a CM; por otra parte vemos gue x € y convienen por
igual a EQ y a QA del mismo modo que a CM y M A, ya
que PE ¢s igual a PC, pues son dos radios. Si buscamos
EQ y QA, suponiendo dadas PE y PA, tendremos la
misma ecuacion que si hubiésemos buscado CM y M 4,
suponiendo que PC y PA sean dados. Se deduce de ello
que el valor de x, de y o de cualquier otra cantidad
supuesta debe ser doble, es decir, la ecuacion tendra dos
raices distintas entre si; si deseamos conocer el valor de
x, una de estas raices serda CM y la otra EQ; si se desea
conocer y, una raiz serd MA y la otra QA. Es verdad
que si £ no se encuentra en ¢l mismo lado de la curva
que C, entonces solamente una de ellas serd la raiz
verdadera y la otra deberd ser opuesta o menor que
cero; asimismo, cuanto mds proximos se encuentren
estos dos puntos, C y E, menor sera la diferencia entre
estas dos raices; cuando ambos puntos coincidan seran
iguales. Este seria el caso en que el circulo trazado por
C toca la curva CE sin llegar a cortarla®,

Ademas debe considerarse que cuando una ecuacion
tiene dos raices iguales, nccesariamente ticne la misma
forma que si se multiplica, por si misma, la cantidad
que se supone desconocida menos fa cantidad conocida
igual a ella; si la expresion o suma resultante no es de
grado semejante a la ecuacion original, multiplicando
ésta por otra expresiébn con tantas dimensiones como A-T, vi. 419
las que le faltan, se lograra que sea det mismo grado. De

e e L
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este modo cada uno de los términos de las dos expresio-
nes se corresponderan término a término.
Asi, por ¢jemplo, establezeo que la primera ecuacién
hallada en este andlisis, a saber:
PO, o i
q—r
debe tener la misma forma que la expresién obtenida
estableciendo e=y, y multiplicando y—e¢ por si misma.
De este modo obtenemos y* —2ey+¢?. Podemos com-
parar las dos expresiones término a término y afirmar
que el primer término, y?, es ¢l mismo en cada una; el
segundo término de la primera

)

qry —2quy
q-—r
es igual a —2ey, el segundo de la otra; a partir de esto,
buscando la cantidad v, que es P4, tenemos:

s

2

r 1
p=e——e€+=r;
q

o bien, puesto que hemos supuesto que e=y, tenemos:

i
=—p =y =F.
=) q_\ 2

Del mismo modo, podemos hallar s a partir del tercer
término,
O i
qg-r '
pero puesto que v determina completamente P, ¢l inico
punto que tratamos de hallar, no es necesario proseguir.
Del mismo modo, la segunda ecuacién hallada, a
saber,
Yo —2by® +(b* —2ed +d?)y* + (dbed — 2d211_)y3 +
+(2d? =2b%cd 4 d*0? — d*s?)y? — 2b2 APy + bP P,
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P G M A
Asi mismo, la tercera ecuacian, es decir,

, . 2bcd*z —2bedez — 2ed?vz — 2bdevz — bd?s* 4 bid*v* — cd*s* ¥ cd*y?
=t 73 % Srape i
bd® +-ce’ ¥ etv—d'y

AT, vL422 es de la misma forma que 22 +2/z + /2, suponiendo que
f=2, de modo que —2[ o —2z deba ser igual a
2bed® — 2bede —2cd®v —2bdev
bd® 4 ce? + e*v—d*u !
a parli-r de esto podemos conocer que:
- bed? — (Iﬂ+bd}z+cezz
cd* +bde -z 4Pz
Si establecemos la linea AP igual a v, cuyas cantida-

des son todas conocidas, y unimos el punto P con el
punio C, esta linea cortara a la curva CE formando

angulos rectos, siendo esto lo que era preciso. No veo
que exista razon alguna para que esta solucién no sea
aplicada a cualquier curva a la que sea aplicable algiin
céleulo geométrico.
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debe tener la misma forma que la expresidon obtenida
cuando se multiplica y* —2ep+e® por 34y +gh7+
+ Ity +k*, que es:

Yo 2e)y° +(g* —2ef + )y + (0 —2eg® +e7f )y +
) ¥
4 (k* —2eh® + 22 @)y - (e? I — 2ekt)y - 2K

A partir de estas dos ecuaciones pueden obtenerse otras
seis que permiten determinar f, g, h, k, v, 5. A partir de
esto es facil entender que cualguiera que sea la clase a la
que la linea pertenezca, este procedimiento permite ¢
establecer siempre tantas ecuaciones como cantidades
desconocidas supuestas. Pero para desarrollar por or-
den eslas ecuaciones y, finalmente, hailar v, que real-
mente es lo que es necesario caleular, ya que las otras
pueden ser halladas mediante », primeramente por el
segundo 1érmino debe determinarse f, que es la primera
-de las cantidades desconocidas en la {ltima expresién;
asi hallamos que f=2e-—2b. Seguidamente debemos
hallar k, la Gltima de las cantidades desconocidas de la
misma expresion; asi tenemos

Werd?

e!

a partir del tercer término es preciso hallar g, la segunda a1, vi, a2
cantidad, obteniendo g*=3¢?—dbe —2ed+b*+d%; a
partir del pendltimo término es preciso hallar h, la
penultima cantidad, que es:
3 Wetd? 2btd?
= ————
e e

Mediante el mismo procedimiento podemos continuar
siguiendo este mismo orden hasta que hayamos calcula-
do la Gltima cantidad.

Asi, a partir del término correspondiente, que en este
caso es el cuarto, podemos hallar v, y tenemos que: 3
2¢*  3be*  ble e - 2be ; bt bR

ra d* i3 o? d " d e & '

pero si introducimos v en lugar de ¢, puesto que y=e,
tenemos que:

2y 3byr by ey 2be | bt B

P A A B
para la linea AP.
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Asi mismo, debe observarse al considerar la expresion
tomada a discrecién para elevar'el resultado inicial al
grado necesario, como antes hemos tomado:

PG I R,

que los signos «+» y «—» pueden introducirse como se
desee sin que la linea v 0 AP tenga diferentes valores, tal
como facilmente se puede comprabar, pues si fuera
preciso que me detuviese realizando la demostracién de
todos los teoremas a los que aludo me veria obligado a
redactar un volumen cuya amplitud seria mucho mayor
de lo que deseo. Mis bien deseo advertiros que la
invencion que consiste en suponer dos ecuaciones de la
misma forma con el fin de comparar todos los términos
de una con los de la otra, obteniéndose de este modo
una sola, segiin se mostro en el ejemplo anterior, puede
servir para una infinidad de problemas y no es de las
menos’ importantes que forman parte del método que
utilizo.

No facilitaré las construcciones en virtud de las que
pueden describirse las tangentes o las perpendiculares
buscadas, siguiendo el calculo que acabo de exponer,
puesto que son ficilmente calculables, aungue frecuente-
menle sea necesaria una destreza significada para que se
realice de modo simple y breve.

Ejemplo de la construccion de este problema en la
concoide

Asi, por ejemplo, si DC es la primera concoide de
los antiguos, 4 es su polo y BH la regla, de tal modo
que los segmentos de todas las lineas rectas, como CE y

F

AT VI 423
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DB, que convergen en A y estan comprendidas entre la
curva CD y la linea recta B, son iguales; pensemos que
sea requerido hallar }a linea CG que la corla en el punto
C, formando angulos rectos; se podria, calculando el
punto por donde esta linea CD debe pasar en BH, segiin
el método explicado, aventurarse en un cilculo tanto o
maés extenso que ninguno de los precedentes. Sin embar-
go, la construccion que debe ser deducida es muy
simple. S6lo es preciso tomar CF en la recta C A, siendo
igual a CH, que cae perpendicular sobre HB; seguida-
mente, desde el punto F debe trazarse FG paralela a BA
e igual a EA. Por este medio se halla ¢l punto G, por et
que debe pasar CG, la linea pedida.

Explicacién de cuatro nuevos géneros de dvalos de
utilidad en la Optica

Finalmente, con el fin de que conozciis que la
consideracion de las lineas curvas propuestas no carece
de uso y que tienen diversas propiedades cuya impor-
tancia no es menor que las de las secciones cénicas,
deséo ahn realizar la explicacion de algunos dvalos que,
como se comprobara, son de gran utilidad tanto en la
teoria de la Catoptrica como de la Dioptrica. Pueden

describirse del siguiente modo.

Primeramente, habiendo trazado las lineas rectas F A
y AR que se cortan en el punto 4, siendo indiferente los
angulos formados, tomo a discrecion en una el punto F,
mis 0 menos alejado del punto A, segn desee construir
ovalos de mayores o menores dimensiones. Tomando el
punto F como centro describo un circulo que pasa un
poco més alld del punto A, como por el punto gue
llamamos 5. En segundo lugar, desde este punto S trazo
la linea recta 56 que corta a la anterior en el punto 6, de
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Para la construccion del tercero y cuarto en vez de
tomar la linea AG es preciso tomar AH del otro lado
del punto A, a saber, del mismo en el que estd el punto
F. Debemos observar, ademas, en relacion con AH que
debe ser mayor que AF, cuya dimension puede ser
equivalente a cero, de modo que los puntos F y A
coincidan en la construccion de estos ovalos. Seguida-
mente, siendo iguales las lincas AR y AS a AH, para
describir el tercer oval, A3Y, con centro en H trazo un
circulo cuyo radio sea igual a 6 que corte en el punto 3
al trazado con centro en F que pasa por ¢l punto 5; el

segundo, cuyo radio serd igual a S8 que corta al que
pasa por el punto 7 en el punto 3, y asi sucesivamente
para otros puntos. Finalmente, y en relacién con el
altimo dvalo, trazo dos circulos con centro en H, cuyos
radios han de ser iguales a las lineas R6, R y semejan-
tes que cortan los otros circulos en los puntos que
lamamos 4.

Aflin podriamos referirnos a una infinidad de procedi-
mientos existentes para describir estos mismos Ovalos
como, por ejemplo, ‘puede trazarse AY cuando se
supone que las lineas F A4 y AG son iguales si se divide la
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modo que A6 sea menor que A5 segiin una proporcion
dada, a saber, seglin la que mide las refracciones, si es
que deseamos tepga alguna aplicacién para la Diéptri-
.ca. En tercer lugar se toma a discrecion el punto G en la
linea FA y del mismo lado que se encuentra el punto 5;
es decir, haciendo que entre las lineas AF y GA sc
guarde la proporcién deseada. A continuacion, en la
linea A6 establezco RA igual a GA y desde el punto G,
describiendo un circulo cuyo radio sea igual a R6 corto
el otro circulo de una a otra parle, punto que sera uno
de aquéllos por donde debe pasar uno de los dvalos
deseados. Por Gltimo, desde F describo un circulo que
corta a F4 un poco mas alla del punto 5, por ejemplo,
hacia el punto 7 y, trazando la linea 78 paralela a 56,
desde el punto G trazo otro circulo cuyo radio sea igual
a la linea R8. Este circulo cortarda al que pasa por el
punto 7 en el punto 1 que es otro de los del mismo
ovalo. De este modo pueden hallarse cuantos se deseen,
trazando otras lineas paralelas a 78 y otros circulos
desde los centros F y G.

La tnica diferencia existente en la construccion del
segundo Ovalo reside en que en vez de AR deberemos
tomar A4S en el otro lado de A, igual a AG, y,"en
segundo lugar, en que el radio del circulo descrito desde
el punto G, corlando el circulo que se describe con
centro en F y que pasa por el punto 5, sea igual a la
linea $6, o bien que sea igual a la linea S8 -si ha de
cortar el que pasa por ¢l punto 7 y asi sucesivamente.
De este modo, tales circulos sc cortan entre si en los
puntos 2, 2, que son los del segundo dvalo, A2X."

A-T. VI, 426
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FG en el punto L, de modo que FL sea a LG como A5
es a AG(FL:LG=AS5: A6), ¢s decir, segin la razén que
correspende al indice de refraccion. A continuacion
dividiendo AL en dos partes iguales, siendo K el punto
equidistante, se procede a hacer girar una regla, presio-
nando con el dedo C la cuerda EC, que estando unida
al extremo de esta regla E, se repliega desde C hacia K
y, seguidamente, desde K hacia C y desde C hacia G,
punte en el que se une al otro extremo. De modo que la
longitud de esta cuerda es igual a G4+ AL+ FE—AF.
Sera, pues, el movimiento del punto C el que describira
este dvalo de modo semejante al expuesto en la Diéptri-
ca para la elipse y la hipérbola. Pero no deseo detener-
me mds en este tema.

Aunque todos estos dvalos parezcan ser de la misma
naturaleza, sin embargo, perlenecen a cuatro clases
diferentes conteniendo cada una de ellas una infinidad
de subclases, cada una de las cuales a su vez comprende
tantas especies diferentes como la clase de las elipses o

las hipérbolas; las subclases dependen del valor de la
razon de A5 respecto de A6, ya que segln sea semejante
o diferente, sera diferente el género subalterno de estos
ovalos. Asi misme, segin que la proporcion que exista
enire las lineas AF y AG o AH, haya variado, los dvalos
de cada subclase cambian de especie; sepin que la
longitud de AG o AH sea mayor o menor, también
variaran sus diversos tamafos. Si las lineas A5 y A6 son
iguales, en vez de los 6valos del primer género o del
tercero no se describirdn sino Jineas rectas; pero entre
los de la segunda clase tenemos todas las posibles
hipérbolas; y entre los de la cuarta, todas las posibles
elipses.

A-T, VL 428
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Propiedades de estos évalos en relacién con las reflexio-
nes y refracciones

Ademds, en cada uno de estos Gvalos es preciso
considerar dos partes que tienen diferentes propiedades.
En e} ovalo primero la parte que se encuentra hacia A
da lugar a que los rayos procedentes del punto F a
través del aire converjan hacia G después de haber
alcanzado la superficie convexa 141 de una lente cuyo
indice de refraccion, de acuerdo con lo expuesto en la
Dibptrica, sca tal que todas Ias refracciones puedan ser
medidas considerando la proporcion que existe entre las
lineas A5 y A6 o semejantes, mediante las que ha sido
descrito este ovalo.

Pero la parte que se encuentra hacia ¥ da lugar a que
todos los rayos procedentes de G converjan hacia F en
caso de alcanzar una superficie concava de un espejo de
la forma 1V1, cuyo material fuese tal que disminuyese la
fuerza de los rayos segin la proporcion que existe entre
las lincas A5 respecto de A6. Pues, a partir de lo que ha
sido demostrado en la Didptrica es evidente que en tales
circuntancias tanto los angulos de reflexiéon como de
refraccidon no seran iguales, pudiendo ser medidos de
igual forma.

Considérese el segundo oval. También en este caso la
parte 242 sirve para las reflexiones de las que se supone
que les angulos son desiguales. Alirmo tal, pues, siendo
la superficie del espejo del mismo material que lo era la
del évalo precedente, los rayos procedentes del punto G
se reflejarian de tal modo que pareceria que proceden
del punto F. Obsérvese asimismo que habiendo trazado
la linea AG de dimensiones mucho mayores que Ja linea
AF, este espejo seria convexo en el centro, hacia A, pero
concavo en sus extremidades, pues tal es la figura de
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tomese el punto € a discrecion en la parte primera del
primer ovalo y tracese la linea recta CP de modo que
corte a la curva en el punto C formando 4ngulos rectos.
Esto puede construirse siguiendo el procedimiento ex-
puesto anteriormente del modo siguiente:

Sea AG=b, AF=c¢, FC=c+z y supongo que la
proporcion existente entre d y ¢, que tomo como aquelia
que mide el poder refractor de la lente en consideracion,
designa la que existe también entre las lineas A5 y A6 0
semejantes que han servido para trazar este ovalo. En
tal caso tenemos que:

GC=b~§z.

De donde hallamos que la linea:
e bed? —bede + bd*z 4 ce’z
" bdetcd* v dPz—e?z
Seguidamente y desde P se traza la linea PQ perpendi-
cular a FC, y PN perpendicular a GC. Consideramos
que si PO es a PN como d ¢s a e, es decir, como son

entre si las lineas que miden las refracciones del vidrio
convexo AC, entonces el rayo que procediendo del

_ punto F llega a C debe curvarse de tal modo en este

punto al penetrar en el vidrio que llegue a alcanzar el
punto G, tal como es evidente si consideramos lo
expuesto en La Didptrica. Pero expongamos ahora
mediante el cilculo si es verdadero que P sea a PN
como d es a ¢ (PQ: PN =d:e). Los tridngulos rectingu-

los POQF y CMF son semejantes; de ello deducimos que
CF es a CM como FP es a PQ. En consecuencia, si
multiplicamos FP por CM y dividimos por CF, esto es
igual & PQ.Asi mismo, puesto—que los tridngulos
rectangulos PNG y CMG son semejantes, se sigue que
G P multiplicado por CM y dividido por CG es igual a
PN. Pero puesto que las multiplicaciones y divisiones
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esla linea que mis bien representa la forma del corazon
que de un évalo.

Pero la otra parte, 2X2, es uhl para las refracciones,
sirviendo para que los rayos que atraviesan el aire y
tienden a F, se desvien bhacia G al atravesar la superficie
de un vidrio que tuviera tal figura.

El tercer 6valo solamente es usado para la refraccién
y causa el que.los rayos desplazdndose a través del aire
hacia F se dirijan a través del cristal hacia H después de
haber atravesado la superficie cuya forma seria la de
A3Y3, que en todas sus partes es convexa con excepcion
de A donde es un poco concava, teniendo al igual que
en el caso precedente la forma de un corazén. La
diferencia existente entre las dos parles de este ovalo
reside en que una de ellas estd mas proxima a F y mis
alejada de H, mientras que en la otra estd mas proxima
a H y mas alejada de F.

De igual forma el ultimo de los 6&valos es uatil
solamente en el caso de las refllexiones. Su efecto
consiste en dar lugar a que todos los rayos procedentes
de H y que encuentran la superficie concava de un
espejo cuyo material sea el mismo que en los casos
precedentes, y que tenga la forma A4Z4, converjan
hacia F después de producirse la reflexion.

Por ello, los puntos F y G pueden ser llamados focos
de estos dvalos siguiendo en esto lo expuesto sobre las
elipses y las hipérbolas que han sido llamados de igual
modo en la Didptrica.

Demostracion de las propiedades en relacién con las
reflexiones y refracciones

No menciono otras diversas clases de reflexion y
refracciéon que pueden ser producidas por estos dvalos
puesto que siendo nuevos u opuestos los efectos, pueden
ser facilmente conocidos. Sin embargo, no debo silenciar
la demostracion de lo que he expuesto. Con tal fin,

AT, V1,431




332 RENE DESCARTES

de dos cantidades por una misma no modifica la
proporcion existente entre ellas, si
FP-CM GP-CM boe
e e =
CF cG ’
entonces, dividiendo cada término de la primera por
CM y multiplicando cada uno por CF y CG, lenemos
que FP-CG:GP-CF=d:e. En virtud de Ia
construccion:
bed® — bede +bd*z + ce’z
FP=¢t —————
cd? + bde — ez + d*z

0 que
bed® +e*d? +bd?z 4 ed*z

FP= cd +bde— Pz +dx

e
y que CG=b— EZ'
Entonces tenemos que:

FP-CG=

cd®+bde—e’z +d*7
Tenemos también que:
—bed?bede — bd? 2 — ce?2®2b

GP=b—
ed? +bde — ez + d*z ’

o bien

_bPde + bede - be*z - ce*z
cd® + bde — e*z +d*z
y CF=c+z. De modo que

GP

brede+ bo'de + bdez + bedez —b

2z — bzt — et st
GP-CF=- 4 ey - il
cd” + hde — ¢*

Puesto que el primero de estos productos (FP-CG)
dividide por d es igual al segundo GP - CF dividido por
e, 5¢ sigue que:

PQ:PN=FP:CG:GP-CF=d:e,

que era lo que se debia demostrar.

AT, V1,433
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Tal demostracion es extensiva a cuanto se ha dicho
de las otras refracciones o rellexiones que se daban en
los 6valos propuestos sin otra modificacién que las
convenientes alleraciones de los signos «+» y «—». Por
cllo cada uno puede examinarlos por si mismo sin que
sea necesario que me detenga en ello.

Pero si que es necesario en este lugar que considere
una cuestion silenciada en La Didptrica cuando después
de haber notado que pueden darse vidrios de diversas
figuras que, lanto unos como otros, diesen lugar a que
los rayos procedentes de un mismo punio del objeto se
refinan en otros puntos después de haberlos atravesado;
que, entre éstos, los que son convexos por uno de los
lados y concavos por el otro tienen un mayor poder
para quemar que aquéllos cuya convexidad es la misma
por ambas caras o lados; por el contrario, estos 0ltimos
son los mias adecuados para la condtruccion de las
lentes. Por ello he creido suficiente explicar aquellos que
he estimado eran los mds adecuados en razon de la
prictica, puesto que supongo la dificultad que los
artesanos deberdn encontrar en la taila de los mismos.
Considerando todo esto y con el fin de que no omita-
mos punto alguno que pueda estimarse necesario en
relacion con la teoria de esta ciencia, debo atin explicar
la figura de vidrios que teniendo una de sus superficies
tan convexa o concava como se desee, no por ello dejan
de dar lugar a que todos los rayos que se dirigen hacia
ellos procedentes de un mismo punto o bien paralelos se
refinan posteriormente en un mismo punto; asi mismo,
expondré la cxplicacion relacionada con aquellos que
dan lugar a un fenémeno semejante siendo convexos
por ambos lados o bien .guardando proporcion la
convexidad de uno de sus lados con la del otro.

Cémo se puede construir una lente, tan ¢dncava o convexa

en una de sus caras como se deseee y que sea capaz de

rewniv en un punto dado los rayos procedentes de un
punto dado

En primer lugar secan G, Y, C y F puntos dados tales
que los rayos procedentes de G o paralelos a GA
converjan en F después de haber atravesado una lente
concava que sea tal que ¥ sea el centro de su superficie
interior y su extremidad se encuentre en el punto C de
modo que tanto la cuerda CM C como la altura YM del
arco CYC sean dadas. Previamente debemos determinar
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la diferencia existente entre las bases, CH, y el lado
pedido, MH, que sera facilmente calculable a partir de
estos datos del modo siguiente: sea k=CH—MH y n
=CM; en consecuencia,
2
L
2k 2

determinandose de este modo el punto H. Asi calculado,
si HY es mayor que HF, la curva CY¥ debe ser la primera
parte de un évalo de la tercera clase, anteriormente
llamada 343, Pero supongamos que /Y es menor que
FY, entonces pueden darse dos—posibilidades; en la
primera, Y excede a HF de modo tal que la razén de
la misma respecto de la linea FYes mayor que la razon
de e, la menor de las dos lineas que miden las refraccio-
nes, respecto de la linea d, la mayor de ellas; esto es, si
HF =¢, HY=c+h, entonces dh es mayor que 2ce+eh,
En este caso CY debe ser la segunda parte de 3¥3 del
mismo dvalo perteneciente a la tercera clase y al que
anteriormente nos hemos referido. En la segunda posi-
bilidad dk es igual o menor que 2ce+teh, CY serd la
segunda parte, 2X2, del évalo de la segunda clase.
Finalmente, si los puntos H y F coinciden, lo cual se da
cuando FYy FC son iguales, entonces la finea YC es un
circulo.

Finalmente, es preciso determinar CAC, la otra
superficie. Si suponemos que los rayos que inciden son
paralelos, serd una elipse que tiene H como uno de sus
focos, siendo facilmente determinable su forma. Pero si
suponemos que eslos rayos proceden del punto G, la
lente debe tener la forma correspondiente a la primera
parte de un ovalo de la primera clase, debiendo ser los
focos los puntos G y H, y pasando por el punto C; a
partir de aqui se concluye-que-el-punto-4-es su vertex,
puesto que GC debe ser mayor que GA en una cantidad
tal que sea a la que HA sobrepasa a HC como dloes a
e. Es tal, pues, si k' representa la diferencia entre CH y
HM, y x representa AM, entonces x —k representara la
diferencia entre AH y CH; si g representa la diferencia
entre GC y GM, que son dadas, g+x representard la
diferencia entre CG y G4; puesto que g+x:x —k=d:e,
tenemos que ge 4 ex =dx —dk, o que

ge +dk
d—e’
siendo posible determinar el punto A.

AM =x =
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i
AQ\F:

cual de los dos dvalos explicados debe tener la figura de
la superficie YC para que todos los rayos que al
atravesarlo tienden hacia un punto como H, que atin no
es conocido, sin embargo, finalicen reuniéndose en otro,
hacia F, después de haberlo atravesado. Debe ser asi,
pues no se produce cambio alguno de direccion de los
rayos por medio de fa reflexion o refraccion que no sea
clectuado por uno de estos dvalos; facilmente, pues, se
ve que éste puede ser producido por la parte del tercer
ovalo, que conocemos como 343 o por la del mismo
dvalo conocide como 3Y3 o, finalmente, por la parte del
segundo dvalo llamado 2X2. Puesto que todos ellos son
sometibles a un mismo célculo, debemos tanto para uno
como para otro tomar Y como su vertex, C como un
punto de su curva y F como uno de sus focos; por tanto,
solo deberemos hallar H que debe ser otro de los focos.
Puede ser hallado al considerar que la diferencia que
cxiste entre las lineas FY y FC debe ser a la que existe
enlre las lineas HY y HC como d es a ¢, es decir, como
la mayor de las lineas que mide las refracciones del
vidrio propuesto es a la menor, tal como claramente
puede verse a partir de la descripcion de estos Gvalos.
Pero puesto que las lineas I'Y y FC son dadas, también
lo es su diferencia y, en consecuencia, la que existe entre

HY y HC, puesto que es conocida la proporcion que AT, viaw

existe entre eslas dos diferencias. Asi mismo, puesto que
¥ M es dada, Lambién lo es la diferencia que existe entre

C

e Awkim H

<

MH y HC; finalmente, puesto que CM es dada, sola-
mente deberemos calcular MH, el lado del tridngulo
CMH, cuyo otro lado CM es conocido al igual que lo es
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Como se puede elaborar una lente gue produzea el mismo
efecto que la precedente guardando la convexidad de una
de sus caras una proporcion dada con la de la otra

En relacion con el otro caso, supongamos que sola-
mente son dados los puntos G, C y F, junto con la
razon de AM respecto de Y M, siendo preciso hallar la
figura de la lente ACY, que dara lugar a que todos fos
rayos procedentes del punto G se relinan en ¢l punto F.

En este case podemos utilizar dos ovalos, AC y CY,
cuyos focos sean G y H, o F y H, respectivamente. Para
determinarlos supongamos en primer hugar que H, foco
comin a ambos sea conocido; determino AM por los
tres puntos G, C y H del modo anteriormenle explicado:

Si k representa la diferencia entre CH y HM, vy g la
diferencia entre GC y GM, siendo a su vez AC la
primera parte del ovalo de la primera clase, entonces
tendremos que:

ge+dk
d—e ~

Sepuidamente debe hallarse MY por medio de los tres
puntos F, Cy H. Si CY es la primera parte de un évalo
de tercera clase y tomamos y por M Y, asi como J por la
diferencia entre CF y FM, tendremos que la diferencia
entre CF y FY es igual a f+); asi mismo, si la
diferencia entre CH y HM es igual a k, tenemos que la
dilerencia entic CH y HY es igual a k+ y. De donde se
deduce que k+y:f+y=e¢:d, y. por tanto, que el ovalo
es de la tercera clase y que

AM =

e —dk
pmS ek
d-—-e
Por esto,
AM+MY =AY = ggt-:”.

de donde se sigue que en cualquier lado que sea situado

AT VI 43
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el punto H, la razén de la linea AY al exceso de GC
+ CF sobre GF es siempre igual a la razén de e respecto
de d —e¢, la diferencia que existe entre estas dos lineas, lo
cual es un interesante leorema. Hallada la linea A Y serd
preciso dividirla segiin la proporciéon que sus partes
deben guardar, AM y MY, puesto que el punto M e¢s
conocido, los puntos A ¢ ¥ asi como, a continuacidn, el
punto H serdn hallados en virtud del problema prece-
dente. Pero previamente es preciso considerar si la linea

e
AM, hallada de este modo, es mayor que d—g—, o bien si
-8

es igual o menor. Pues si es mayor. se deduce de ello
que la curva AC debe ser la primera parte de un ovalo
de ta primera clase, ¥ CY la primera de un dvalo de la
tercera, tal como se han considerado; pero si es menor,
cy debe ser la primera parte de uno de la primera clase
y AC la primera de uno de Ja tercera. Finalmente, si

AM es igual a -g— las curvas AC y CY deben ser

hipérbolas,

Estos problemas podrian hacerse extensivos a una
infinidad de casos que no deseo explicar, puesto que
carecen de uso en Didptrica.

A1n se podria avanzar y mostrar como en el caso de
que una superficie de una lente fuera dada y no fuera
totalmente plana o compuesta de secciones conicas o
circulos, como deberia trazarse la otra superficie con
el fin de que todos los rayos procedentes de un punto
dado incidiesen en otro que también fuera dado. Lo
mas dificil acabo de explicario; abierto el camino todo
resultard més facil. Prefiero, sin embargo, que tal tarea
sea cumplida por otros con el fin de que si aun
encueniran dificultades, esto les suscile eslima por
cuanto se ha demostrado.

Sobre la aplicacion de lo expuesto sobre las lineas curvas
trazadas sobre una superficie plana, a las que se deseriben
en un espacio con tres dimeisiones

En toda esta exposicion no me be referido sino a las
lineas curvas que pueden ser descritas sobre una superfi-
cie plana, pero facilmente podria ser relacionada con
cuantas pudiéramos imaginar y que han sido formadas
por el movimiento regular de los puntos de algin
cuerpo en un espacio con tres dimensiones. Podria
realizarse trazando dos perpendiculares desde cada uno
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por las mas simples no solo deben entenderse aquellas
que mas facilmente pueden ser descritas, ni aquellas que
permiten una construccion o demostracién con mas
lacilidad del problema, sino que debemnos entender
aquellas que son de la clase mas simple que puede
utilizarse para determinar la cantidad exigida.

Ejemplo relacionado con la determinacién de diversas
medias proporcionales

Asi, por gjemplo, no creo que exista modo mas facsl
para hallar cuantas medias proporcionales se deseen y
cuya demostracién sea mas evidente, que el empleo de
las lineas curvas que se describen mediante la utilizacion
del instrumento X YZ, anteriormente descrito. Puces si se
desea hallar dos medias proporcionales entre YA e YE
no es preciso sino describir un circulo cuyo didmetro
sea YE; puesto que este circulo corta la curva AD en el
punto D, ¥D serd una de las medias proporcionales
a

buscadas. La demostracion aparece como evidente tan
pronte como este instrumento es aplicado sobre la linea
YD, pues como YA=YBesa YC,asi YCesa YD, e YD
esa YE,

De igual modo para hallar cuatro medias proporcio-
nales entre Y4 ¢ YG, o para hallar seis entre Y4 ¢ ¥N,
no sera preciso sino trazar el circulo YFG que, cortando
en el punto F a AF, determina la linea recta YF que es
una de las cuatro; igualmente si se traza YHN de modo
que el punto H corta a AH, se determina YH, una de las
seis y asi para otros casos.
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de los puntos de la linea curva que se desea considerar
sobre dos planos que se corten formando angulos
recios. Afirmo tal, pues, los extremos de estas perpendi-

_culares describen otras dos lineas curvas, una sobre

cada uno de estos planos a partir de los cuales y segin
la forma explicada podriamos delerminar todos los
puntos y relacionarlos con los de la linea recta que es
comun a estos dos planos, por este medio los de la
curva gue tienen tres dimensiones son enteramente
determinados. Igualmente, si se desea trazar una linea
recta que corte esta curva en el punto dado formando
angulos rectos, solamente es preciso trazar otras dos
lineas rectas en los dos planos, una sobre cada uno, de
modo gue formen angulos rectos las dos lincas corvas
en los dos puntos en que caen las dos perpendiculares
trazadas desde el punto dado. Pues, habicndo trazado
otros dos planos, uno sobre cada una de las rectas
dadas, cortando en angulo recto el plano en que esta,
tendremos la interseccion de estos dos planos como la
recta buscada. De este modo espero no haber omitido
elemento alguno decisivo para alcanezar el conocimiento
de las lineas curvas.

LIBRO TERCERO

SOBRE 1A CONSTRUCCION DE PROBLEMAS SOLIDOS Y
SUPERSOLIDOSS?

Sobre las lineas curvas de las que podemos servirnos en la
construccion de cada problema

Aunque todas las lineas curvas que pueden ser
descritas en virtud de algin movimiento regular deben
considerarse como objeto de estudio en la Geometria,
esto no quiere decir que deba utilizarse indiferentemente
cualquiera de ellas para la construccion de cada uno de
los problemas; por el contrario debe seleccionarse
siempre la més simple, siempre y cuando haga posible la
solucion del problema. De igual modo debe notarse que

AT, V1, 441

AT, VI 442
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Pero puesto que la curva AD es de la segunda clase,
es posible hallar dos medias proporcionales mediante
las secciones conicas, que pertenecen a la primera clase;
puesto que lambién pueden hallarse cualro o seis
medias proporcionales mediante lineas curvas de clase
mids simplé de lo que son AF y AH, seria un error en
Geometria utilizarlas en este caso. Por otra parte seria
igualmente un error el trabajar indtilmente para cons-
truir un problema por medio de una clase de lineas mas
simples de lo que permite su naturaleza.

Sobre la naturaleza de las ecuaciones

Asi pues, con el fin de facilitar algunas reglas que
permitan evitar tanto el primero como el segundo de
estos erroies, es preciso realizar algunas observaciones
generales sobre la naturaleza de las ecuaciones. Una
ecuacion estd integrada por varios términos, alguno de
ellos conocido y alguno de ellos desconocido, siendo
unos iguales a los otros o, mis bien, considerados todos
conjuntamente son iguales a cero; digo tal, pues lo mas
conveniente serd considerarlos de este modo.

Sobre el ndmero de raices en cada ecuacion

Cada ecuacion, pues, puede tener tantas raices (valo-

_res de la cantidad desconocida), cuantas dimensiones

tiene la cantidad desconocida: asi, por ejemplo, supon-
gamos que x es igual a 2(x =2}, o bien que x — 2 es igual
a cero (x —2=0) y, a su vez, que x es igual a 3(x=3) o
que x—3 es igual a cero (x —3=0); multiplicando estas
dos ccuaciones, x —2=0y x —3=0, tenemos x? —~5x +6
=0, 0 bien que x*=5x—6. Es ésta una ccuacion en la
que x tiene el valor 2 y, a la vez, el valor 3. Six—4=0y
multiplicamos por x* —5x+6=0, tenemos olra ecua-
c1on: x* —9x% + 265 — 24 =0; cn csta ecuacion x, lenien-
do tres dimensiones, licne también tres valores, que son
2.3y4d

Sobre las raices falsas

-Pero frecuentemente se da el caso de que alguna de
estas raices es falsa® o menor que cero. Asi, si supone-
mos que x representa la carencia de una cantidad {x=

AT, VA, 444
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—5) que fuese 5, lenemos gque x+5=0; cuando se
multiplica por x* —9x® 4 26x —24 =0, resulta:

x* —4x® - 19x2 4 106x — 120=0.

Estamos ante una ecuacién que tiene cuatro raices, a
saber, tres que son verdaderas 2, 3 y 4, y una que es
falsa, 5.

Sobre la reduccidn del mimere de dimensiones de una
ecuacion cuando se conoce alguna de sus raices

Es evidente a partir de lo expuesto que la ecunacion
que tiene varias raices es siempre divisible por un
binomio formado por la cantidad desconocida menos el
valor de una de las raices verdaderas, o mds el valor de
una de las raices falsas. De este modo pueden ser
reducidas las dimensiones (el grado) de una ecuacion.

Cémo puede examinarse si una cantidad dada es el valor
de una raiz

De modo reciproco si la ecuacién no puede ser
dividida por un binomio compuesto de la cantidad
desconocida mas («+») o menos (¢«—») alguna otra
cantidad, esto muestra que esta tltima cantidad no es
valor de alguna de sus raices. Asi, esta ultima ecuacion,
X% —d4x*— 19x? 4+ 106x — 120 =0; puede ser dividida por
x—2, x—3, x—4, x+5, pero no por x mas («+») 0 me-
nos {«-») alguna otra cantidad, lo cual muestra que so-
lamente tiene cuatro raices, 2, 3, 4, 5.

Cudntas rafces verdaderas pueden darse en cada ecuacion

Igualmente podemos determinar el nimero de raices
verdaderas y falsas que pueda (ener alguna ecuacion del
modo siguiente; pueden darse tantas verdaderas como
cambios de signos de, «+» (mas) a «—» (menos) y de
«—» (menosy a «+» (mas); igualmente, pueden darse
tantas falsas como veces se encuentren dos signos «+»,
o dos signos « —» que se encuentren en sucesion. Asi, en
la tltima ecuacion, puesto que +x* es seguido de —dx?,
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¥ —12y% 4 54 — 108y + Bi
+ 4p* S36y% 108y — 108
— 19y 4 114y —171
— 106y + 318
—120

+ 8y =0

¥ -8y 34 8=0,
cuya verdadera raiz no es ahora 5 sino 8, puesto que ha
sufrido un incremento de 3.
ar.viae  Por el contrario, si lo que deseamos es disminuir en 3
la raiz de esta misma ecuacion, serda preciso gue y+3
=x, y que ' +6y+9=x? y asi para otros casos. De
modo que en lugar de;

X% 4433 — 19x% - 106x —120=0,
tendremos: .

¥ 127 +54y% 4 108y + 81
+ 4y 436y% + 108y + 108
—19y2 —114y—171

—106y 318

—120

T P16 4T = 4p—420=0

Aumentando las rafces verdaderas disminuyen las falsas, v
a la inversa

Debe tenerse en cuenta que al incrementar Jas raices
verdaderas de una ecuacion, las falsas disminuyen cn la
misma cantidad y, por el contrario, si se disminuyen las
verdaderas, aumentan las falsas; pero, sean unas u otras,
si disminuyen en una cantidad igual a ellas, entonces la
raiz serd cero y si disminuimos en una cantidad mayor
que la raiz, entonces la raiz verdadera pasa a ser falsa o
la falsa pasa a ser verdadera. Asi, en nuestro caso,
incrementando en 3 la raiz verdadera, 5, disminuyen en
3 cada una de las falsas de modo que {a que era 4 no
serd sino 1, la que era 3 serd O, y la raiz 2 es ahora una
raiz verdadera, pues ~2+43=+1. Por ello en esta
ecuacion:

y -8yt —yp4+8=0,
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existiendo un cambio de signo de «+» a «—», y puesto
que —19x? es seguido de + 106x, y +106x de -- 120, se
deduce que hay tres raices verdaderas y una falsa puesto
que —4x> es seguido de —19x%,

Cémo en una ecuacion pueden convertirse las raices falsas
en verdaderas y a la inversa

Asi mismo, es ficil lograr en una misma ecuacion que
todas las raices falsas pasen a ser verdaderas y, por el
mismo medio, que todas las verdaderas pasen a ser
falsas. Esto se logra modilicando los signos del segundo,
cuarto, sexto y de todos los términos pares sin modificar
los del primero, tercero, quinto y érminos que ocupsn
un puesto impar. Asi si en vez de

Hxt—4x* — 19x%2 4+ 106x — 120=0,
ponemos
+x* H4x* - 19x* —106— 120=0,

obtendremos una ecuacion en la que no hay sino una
raiz verdadera, que es 5, y tres falsas, que son 2, 3 y 4.

Cémio pueden mumentarse o disminuirse las raices de una
ecuacion-sin conocerlas

Pero si los valores de las raices de una ecuacion son

desconocidos y deseamos aumentar o disminuir cada
una de las raices en una cantidad conocida, solamente
es necesario-que en el lugar del término desconocido se
suponga oiro gue sea mayor 0 menor gue esta misma
cantidad, sustituyéndolo en toda la ecuacion. Asi, si
deseamos aumentar en 3 la raiz de esta ecuacion,

XY 4x3 < 1957 — 106x — 120=0,

debemos introducir y en lugar de x, y suponer que y es
mayor que x en 3, de modo gue y— 3 =x; asi mismo, en
vez de x? debemos introducir el cuadrado de y— 3, que

AT, VI, 447

es y*—6yF9; en vez de x*, debe introducirse y* —97

+27y—27; y en lugar de x* debemos introducir y*
—12y° +54y* — 108y + 81. De este modo, sustituyendo
todos estos valores en la anterior ecuacion, tenemos:
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solamente 'hay tres raices, de las cuales solamente dos
son verdaderas, | y 8, y una falsa, que también es 1.
Pero en esta olra ecuaciom

Y 16)7 + 713 —d4y—420=0,

solamente tenemos una raiz verdadera, 2, puesto que
+5—3=+2,y tres raices [alsas, 5, 6 y 7.

Como se puede sacar el sequndo términe de una ecuacién

Este procedimiento para transformar las raices de
una ecuacién sin determinar sus valores permite realizar
dos observaciones cuya utilidad posteriormente com-
probaremos. En primer lugar, siempre podemos supri-
mir el segundo término de la ecuacién que examinamos
restando sus raices verdaderas de la cantidad conocida
de este segundo término, dividida por el nimero de
dimensiones del primero si uno de estos términos es
positive y el otro negativo (si lienen signos opuestos); st
tienen signos iguales, incrementando las raices con la
misma cantidad. Asi para suprimir el segundo término
de Ia ecuacion:

W16y 4+ Tyt —dy— 4200,

dividido 16 por 4 (el exponente de y en y*), siendo el
cociente 4. Seguidamente establezco z —4=y. Entonces

162>+ 962° —236z2+ 256
+162* —1922% + 7682 — 1.024
T4 71225682+ 1.136

4z+ 106
~ 420
7% — 2522~ 60z— 36=0

La verdadera raiz de esta ecuacion que era 2, ha pasado
a ser 6, puesto gue ha sido incrementada en 4; las falsas
que eran 5, 6 ¥ 7 son en cl caso presente 1, 2 y 3, pues
cada una de cllas ha sido reducida en 4.

De modo similar, si deseamos suprimir el segundo
término de:

x*—2ax® +{2a® — ) x? - 20*x +a* =0.

AT,V dqan
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1
puesto que 2a dividido por 4 = Ea, debemos introducir

1
z+ FO=E Y tenemos que:

3 1 1
2 r2e?+ '+ Satzh —at
Z 2(12 2[!Z 16!]'

72_523—3n222~;asz—-

1
+2a' 2 4 2z + Ea“’

1
- %22 etz — Zazc‘l

—2a*z —a*

+ a*

1 } 5
ta +(5n2 —c*) 22 —{a* +act)z + En‘ - %azc’ =0.

Y si posteriormente hallamos el valor de z, sumando-

1
le 54 obtendremos el valor de x.

Sobre el procedimiento para lograr que las raices falsas
pasen a ser verdaderas, sin que suceda lo inverso

En segundo lugar sera igualmente de utilidad para el
desarrollo de este tratado el considerar que siempre que
incrementemos las raices verdaderas en una cantidad
mayor de lo que es cualquiera de las raices falsas, todas
ellas pasardn a ser verdaderas, de modo que no se
registraran dos signos, «+4» 0 «—», consecutivamente;
ademas de esto, que la cantidad conocida del tercer
términe sea mayor que el cuadrado de la mitad del
segundo. Pues, aunque esto pueda realizarse cuando las

A-T.vLasi rajees falsas son desconocidas es facil estimar aproxima-
damenle sus valores y adoptar una cantidad que sea lal
como se requiere o mayor aun para lograr lal efecto.
Asi, si tenemos:

X8 b — 62 xt - 360X — 2160* X2
+1.296"x — 7.776n° =0,
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Sobre Ia muitiplicacion o division de raices desconocidas

Asi mismo, sin conocer el valor de las raices de una
ecuacion podemos multiplicarlas o dividirlas por cual-
quier cantidad conocida que deseemos. Esto se hace
suponijende que la cantidad desconocida, siendo multi-
plicada o dividida por la cantidad que debe multiplicar
o dividir las raices, es igual a otra cantidad; seguida-
mente, multiplicando o dividiendo la cantidad conocida
del segundo término por la cantidad dada, y la cantidad
conocida del tercer término por el cuadrado de la
cantidad dada, y la del cuarto por el cubo, y asi
sucesivamente hasta cl dltimo.

Sobre la reduccion de los quebrados en una ecuacion

Esto puede ser ntjl para reducir a niimeros enteros y
racionales tanto las fracciones como frecuentemente los
numeros irracionales gue se encuentran en los términos
de las ecuaciones, Asi, si tenemos

- 26 8
¥ I o — =0,
Vileg 21./3
y deseamos establecer otra en la que todos sus términos

A-T.vL 451 sean expresados mediante nimeros racionales, es preci-
- SO suponer: '

y=x./3,

y multiplicar por \/5 la cantidad conocida del segundo
término, que es también, \ﬁ; y por su cuadrado, que es

; 26
3, la del tercer rmino, que es E;,pos' su cubo, quees 3

- 8
\fS, fa del ultimo. que es ———.

7./3
Obtendremos como ecuacion resultante:
N 26 8

o3 Sox = =0,
i) _1+9\90

Posteriormente si se desea reemplazar esta ecuacion
por otra cuyas cantidades conocidas sean solamente
expresadas en nimeros enteros, debemos suponer que

o 26 8
z=13y, y multiplicando 3 por 3, g por 9y 580t



346 RENE DESCARTES

estableciendo v—6n=x, lendremos:
30— 36ny" + 5400%)" —4.320n%y> - 19.440n% y* — 46.656n°y + 46.6561°
+ o omyt— 307yt 360n7y' - 2.1600%)7 + 6.4800°y— 7.776n°
eyt 1y - 12960yt 4 5.084n°y— 17760
4 36— 648a'y’ + 3.888n°y— 7.776n°
—  2i6n'y + 2592y~ 1.7760°
4+ 1L.296n°y— 1.776n°
— 7.776n°

84350y 4 50407 y* — 37800y +15.1200% 7 — 27.2160°y =0,
Es claro en este caso gue 504n?, la cantidad conocida

g 35 Y
del tercer término, es mayor que ?n , el cuadrado de

la mitad de la del segundo; no hay caso en ¢l que la
cantidad, en que se incrementen las verdaderas raices,
deba ser necesariamente mayor, en proporcion a las que
son dadas, de lo que ha sido para éste,

Procedimiento para completar los diversos lugares de una
ecuacion

Pero si no se desea que el Gltimo término sea nulo
(cero), como en esle caso, debe ser necesariamente
incrementado el valor de las raices aunque solo sea en
una pequefia cantidad, no debiendo ser tan reducida
que no sea suliciente a tal efecto; no mas que si se desea
aumentar ¢l nimero de dimensiones (¢l grado) de una
ecuacion y también asegurar que todos los lugares de
sus términos estén completos, comao si en vez de

x*—b=0
deseamos una ecuacién de sexto grade y en la que
ninguno de sus términos fuere nulo; en este caso,
debemos primeramente para
x® — b =0, escribir

X% —bx=0;
en segundo lugar, habiendo establecido y—a=x, ten-
dremos:

18 —6ay® + 15a%y* —20a%y* +
+15aty? = (6a°+ )y +a® +ab=0.

Es evidente que por muy pequeiia que se haya supuesto
fa cantidad @, cada término de esta ecuacién ha sido
completado.
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27, hallamos que z®—92% + 26z — 24=0. Las raices son

2,3 y 4. A partir de esto deducimos que las raices de la
2 4

ecuacion precedente eran 3 1y ¥ siendo las de la

primera

2 21 - 4
gﬁv '3'\/3 ¥ §v@-

Procedimiento para establecer wna igualdad entre la
cantidad conocida de uno de los términos de la ecuacion y
otra cantidad dada

Esta operacion también puede utilizarse para hacer
que la cantidad conocida de algin término de la
ecuacion sea igual a alguna otra dada. Asi, si teniendo
la ecuacion:

X —bx+e2

deseamos establecer otra ecuacion en la que Ja cantidad
conocida del término que ocupa el tercer lugar, esto es
b?, sea 3a’, es preciso suponer que:

3a

Y=

y tenemos

TP
¥ 3aly + 7 \/izf().

Las raices, verdaderas o falsas, pueden ser reales o
imaginarias

Nétese, finalmente, que tanto las raices verdaderas
como las falsas no siempre son reales; es decir, podemos
imaginar cuanto he dicho en cada ecuacidn, pero
algunas veces no hay cantidad alguna que corresponda
a las raices imaginadas. Asi, aunque pudiésemos imagi-
nar lres rajces en esta ecuacion:

X —6x? +13x —10=0,

no hay sino una real, 2; en relacion con las otras dos,
aunque se las incremente, disminuya o multiplique de
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acuerdo con las reglas cuya exposicion he realizado,
siempre seran imaginarias.

La reduccion de ecuaciones etibicas cuando el problema es
plane

Cuando la construccion de algin problema implica la
solucién de una ecuacion en la que la cantidad descono-
cida tiene tres dimensiones, deben adoptarse los siguien-
tes pasos: en primer lugar si la ecuacién incluye algunas
fracciones, debemos reducir a nimeros enteros, siguien-
do el procedimiento indicado; si contiene algin namero
irracional, en cuanto sea posible mediante multiplica-
cidén o por otros faciles procedimientos, debemos redu-
cirlos a racionales; en segundo lugar examinando por
orden todas las cantidades que pueden dividir el Gltimo
término sin dar lugar a fraccién, es preciso comprobar
si alguna de ellas es divisible por un binomio integrado
por la cantidad desconocida més o menos alguna de
ellas®®. Si tal es el caso, entonces ¢l problema es plano,
esto es, puede ser construido por medio de la regla y el
compas; pues, o bien la cantidad conocida de este
binomio es la raiz exigida, o bien dividida la ecuacién
por el binomio, el cociente es de segundo grado (se
reduce a dos dimensiones), de modo que podamos a
partir de esle cociente hallar la raiz, como se explico en
el primer libro de este tratado.

Por ejemplo, si tenemos:
¥°— 8yt — 124)% — 64 =0,
el ultimo término, que es 64, cs divisible por 1, 2, 4, 8,
16, 32 y 64; por tanto, debemos comprobar si fa
ecuacion es divisible por y>— 1, y*+1, y2—2, y*+2,

¥>—4 y asi sucesivamente, Hallaremos que es divisible
or y7 — 16 del modo siguiente:
por ) g

-8y - 124y —64=0
~1%=8t s 4716

— 16y* — 128y2

—16 - 16

T FEFEA=0
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Esto muestra que la raiz buscada es a* 4 ¢2, siendo facil
de establecer la prueba mediante una multiplicacion.

Qué problemas son sélidos cuando la ecuacidn es citbica

Pero cuando no se c¢ncuentra algin binomio que
pueda dividir la ecuacién propuesta, es cierto que el
problema que de ella depende es sélido. En tal caso no
es un error menor intentar su construccién utilizando
solamente circulos y lineas rectas de lo que seria
emplear secciones conicas en la construccion de aque-
Hos que no exigen sino circulos, ya que todo aquello
que testimonia una cierta ignorancia suele ser Hamado
error.

Sobre la reduccion de las ecuaciones con cuatro dimensio-
nes cuando el problema es plano y sobre los que son
solidos

De ignal modo, si tenemos una ecuacion cuya canti-
dad desconocida tiene cuatro dimensiones, es preciso
después de haber suprimido los niimeros irracionales y
fracciones, caso de haberlos, comprobar si es posible
establecer algin binomio que divida la suma, estando
integrado por una de las cantidades que dividiesen sin
fraccién el Gltimo término. Si se halla tal binomio, o
bien la cantidad conocida de este binomio es la raiz
buscada o al menos después de realizada tal divisidn,
la ecuacion resultante solamente es de tres dimensio-
nes, debe ser examinada de igual modo. Pero cuando tal
binomio no se halla, es preciso, aumentando o disminu-
yendo el valor de la raiz, suprimir el segundo término
del modo explicado; posteriormente, debe reducirse a
otra que no tenga sino tres dimensiones. Esto se hace
del modo siguiente: en vez de

X px? gy kr=0,
es preciso afirmar
V2 2pyt (P £ ANy — g7 =0.

En relaciéon con los signos «+» o «—» (que he
omitido®®), si en la primera ecuacién tenemos +p, es
preciso que en la segunda introduzcamos +2p, o si en
la primera se da —p, en la segunda debemos introducir
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Modo de dividir una ecuacién por un binomio que
contiene su raiz

Comienzo por el dltimo término, divido —64 por
— 16, que da +4, que anoto en el cociente; segnidamen-
te se multiplica +4 por y%, cuyo resultado es +4y” y
consigno en el dividendo —4y?, pues debemos introdu-
cir ¢l signo «-+» o «—» de modo opuesto al del
resultado de la multiplicacion. Sumando —124y? con
—4y?, obtenemos — 128)2. Dividiendo esto por — 16, se
obtiene 48y’ en el cociente, y multiplicando por y? se
obtiene —8y* que debe sumarse al término que corres-
ponde, —8)", en el dividendo. El resultado es — 16y*
que dividido por —16 da como resulitado y* para el
cociente; por otra parte, —y° unido con +3°, serd cero
el resullado, mostrindose que la division ha sido
concluida. Si ain resta alguna cantidad o bien si alguno
de los términos no fuese divisible sin obtenerse fraccion,
entonces estaria claro que no podria realizarse.

De modo semejante, si tenemos:

Wra 1y —a*]yt —a®
—2c2 +ct —2a*c* | =0,
—a’ct

el Gltimo término es divisible sin fraccion por a, a?,
a’+ ¢t a'+ac® y semejantes. Pero solamente deben ser
considerados dos, esto es, a® y a’ ¢, Es tal, pues los
otros darian un término en el cociente de mayor o
menor grado que la cantidad conocida del peniltimo
término, baciendo esto imposible la division. Notese que
estoy considerando y° como de tercer grado, puesto que
no hay términos tales como y*, ni ¥, ni y. Asi,
examinando el binomio y? —a? —¢? =0, hallamos que la
division puede establecerse como sigue:

+3°+ @] ,—a o= P
\ N
-3 =2 " ¢t |7 —2a'¢ =0

AT VL 436
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—2p; por el contrario, si tenemos +r, debe introducirse

—4r, y +4r si tenemos —r; pero si tenemos +q 0 —q

siempre deberemos introducir —g* y +p* en la segun-

da, al menos si se supone que x* e ) tienen signo

positivo (+); en caso contrario deberia ser +q7 y —p?
Por ejemplo, si tenemos:

x* —4x? - 8x +35=0,
debemos introducir en su lugar
¥® — Byt —124y* —64 =0,
pues la cantidad Hamada p siendo igual a_—4, debemos
reemplazar 2py* por —8y*; puesto que r es igual a 35,
deberemos  sustituir  (p? —4r)y? por (16 -140)y* o
—124y?; y puesto que g —8, deberemos reemplazar —g*
por —64,
De modo semejante, en vez de
x*—17x?—-20x—-6=0,
debemos afirmar
¥© — 34y* 4-313y* —400=0,
pues 34 es el doble de 17, 313 es el cuadrado de 17
sumado al cuadruplo de 6, y 400 es el cuadrado de 20.
Del mismo modo, en vez de

42t 3 (%“z 7(-2)22 —(a*+-ac?)z — %a‘ - %nzcl =]

debemos escribir
YO 4 (a® —2¢2) 3t H{c* —a) y? —a® —2a*c? —a’ct =0
pues,

1 1 5
p=—d®—c, PP =—at=a" 4, dr=—-a* +a*cl.
2 4 4
Finalmente, tlenemos:
—q* = —a®-2a*c* - a’ct.

Cuando ya hemos reducido la ecuacién a tres dimen-
siones, es preciso calcular el valor de y?, utilizando el
método que ya hemos explicado®s; si no pudiera ser
hallado, no existe necesidad alguna de proseguir, pues
de ello se deduce necesariamente que el problema es
solido. Pero si es hallado el valor de y?, ello hara
posible que podamos dividir la ecuacién precedente en
otras dos, no teniendo la cantidad desconocida en cada
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una de ellas, sino dos dimensiones, y siendo sus raices
las mismas que las de la ecuacion original. Asi en vez de
£xtkpx? L qxtr=0,

deberemos establecer estas otras dos ecuaciones

1 1 q
4xP—yx+ -yt opt— =
e +2"' “21'2y
y
k 1 q
-2 o 2
My oy topt—=0.
+ ¥ 23 _ZPiQy

En relacion con los signos + y — que he omitido®®, si
tenemos -+ p en la ecuacion precedente, entonces debe-

1 '
mos anotar + 3P en cada una de las otras dos ecuacio-

. Pero

1

nes; caso de que tengamos —p, entonces — 5

serd necesario anotar - iq cuando tenemos —yx, y
by 5 ¥

- Eq- cuando tenemos + px, siempre que g vaya prece-
dida de signo positivo. Pero, por el conlrario, si tuviéra-

mos —q deberiamos poner — 2 enla que se diera — yx;
2y

deberia anotarse + 21 si encontramos + yx. De este
)

modo es facil conocer todas las rafces de la ccuacion
propuesta y, en consecuencia, construir el problema
cuya solucidén expresa, no siendo necesario utilizar sino
circulos y lineas rectas.

Por ejemplo, tomando

+3° =34yt + 3137 —400=0

en vez de

= 1787 —20x—6=0,
h_éi’llan]ns que y* = 16; entonces, en el lugar de la ecua-
cién

+x*—17x? —20x —-6=0,
deberemos anotar '

x4y -3=0
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puesto que y* =¢* +¢*, tendremos que

I
z’-—\/gz +ctz+ Za‘ =51 @ +cr=0,

i 1 _
22+\/EZ+C22+2(IZ +5a/a +ct=0

puesto que

=Ja+e,
y que
‘ £l 8 H
S S TR,
+2) g Py
y, finalmente, que
o T2,
2y a\/a I

por tanto, llegamos a establecer que el valor de

1 L
-—,/ e +J——a +4c +5a.m2+c’
o bien que
z:lﬁq}—i~ -—1az+lr2+ia a’ +et
2 2 4 g~

1
Como se habia establecido que z+ FA=X, tenemos que

la cantidad x, para cuyo conocimiento hemos realizado
estas operaciones, es igual a

i L oagon b ] o B ok 5y
+za+\/§a Bt et +—ia\/5 +ci.

Ejemplo del uso de estas reducciones

Con el {in de que pueda ser mas facilmente reconoci-
da la utilidad de esta regla, es preciso que la aplique a
algin probiema®’

Si el cuadrado-AD y la linea BN son dados, debemos
prolongar el lado AC hasta E, de modo que EF, trazada
desde E hacia B sea igual a NB. Conocemos por Pappus
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¥
+x2H4x+2=0;

pues y=4, %3,1:31 p=17 y ¢=20, tenemos que

La q
b L . N
+23 5P 2
Y
1, 1 q
Ve opt == +2.
+2y ZP}-Z_\'

Obteniendo las raices de estas ecuaciones, llegaremos al
mismo resultado que en el caso de que s obtuvieran en
la que contiene x*; es decir, tendriamos una verdadera

V142, y tres falsas: 2+ﬁ, \/'TTZ y ?.w\ﬁ. Asi,

teniendo
x*—4x? ~8x+35=0,
pueslo que la raiz de
P8y — 1247 —64=0
es 16, debemos anotar
xt—dx+5=0

X HAx+7=0,

En este caso tenemos que

1 1 [
+ﬁ_|,r2._..p.,..§ =5

2 2 2y
Y
i 1 q
oy —pp—=T
7Y Tafty;

Como no se encuentra ninguna raiz, verdadera o falsa, s7.vi a6
en estas dos ultimas, deducimos que las cuatro raices de
a ecuacion original son imaginarias; asimismo que el
problema al cual corresponde es plano, pero que no
podra ser construido puesto que las cantidades dadas
no pueden ser unidas.

De igual modo, si tenemos

1 5 1
o T emilen s 2 e S
+(2a c)z {a +nc)z+16a 4(2:' Q,
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que si BD se prolonga hasta G de modo que DG sea
igual a DN y se describe.un circulo cuyo didgmetro sea
BG, entonees si prolongamos la recta AC, encontrara a
la circunferencia de este circulo en el punto E que era el
buscado. Pero supondria una gran dificultad para
quienes no estdn familiarizados con tal construcciéon su
hallazgo; sin embargo, si aplican el método aqui pro-
puesto, nunca tomarian DG como la cantidad descono-
cida, sino mas bien CF o FD puesto que conducen con
mayor facilidad al establecimiento de una ecuacién. En
tal caso accederiamos a una ecuacion cuya solucion no

B

seria Tacil si se prescinde de la regla que acabo de

explicar. Pues si establecemos a por BD o CD, ¢ por EF

y x por DF, tenemos que CF=a—x, y puesto que CF es

a FE como FD es a BF, tenemos que .
a—x:ec=x:BF,

de donde obtenemos que

BF ="

a—x"

Seguidamente, puesto que el tridngulo BDF es rectédngu-
lo, sus lados son x y a; sus cuadrados, @ + x?, son igual
al cuadrado de la hipotenusa que es

2

Si, pues, muitiplicamos el todo por x?—2ax+a’, obte-
nemos la ccuacion

X —2ax¥ 120" —2a°x + at =P
o bien AT, VI, 463

x2ax*+ (20 — A x* —2aPx + a* =0;
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mediante el procedimiento expuesto conocemos que su
raiz, que es la longitud de DF, es

! ! 2 ! 2 1 2 ! 2 ! T 2

zaf\/;! +4c 4:: 2ﬂ an\/ﬂ F=e-,
Si considerasemos BF o CE o BE como la cantidad
desconocida obtendriamos una ecuacién con cuatro
dimensiones pero cuyo desarrollo seria mas facil y, a la
vez, se accederia a la misma con gran facilidad. Por el
contrario, si tomésemos DG se obtendria con mucha
mayor dificultad la ecuacion, aungue también seria muy
simple. Comunico esto para advertir que cuando se
propone un problema que no es sélido si al intentarlo
resolver por un método accedemos a una ecuacion muy
compleja, podemos acceder a otra mas simpie tratando
de hallarla por otro camino.

Aun podria comunicar otras reglas para resolver
ecuaciones clibicas o bicuadriticas, pero estimo que son
innecesarias, pues si los problemas son planos puede
accederse a su solucién mediante los procedimientos
que hemos propuesto. -

Regla general para reducir las ecuaciones que pasan el
cuadrado de cuadrado

Asi mismo, podria agregar otras reglas relacionadas
con las ecuaciones de quinto, sexto y superior grado.
Sin embargo, prefiero reducirlas todas a una sola regla,
afirmando en general que cuando hemos intentado
reducir las ecuaciones dadas a la misma forma de
aquellas que con otras tantas dimensiones, provienen
de la muitiplicacion de otras dos con menos dimensio-
nes, y que si habiendo enumerado todos los medios por
los cunales esta mulliplicacidon es posible, no ha sido
posible obtenerse, entonces podemos asegurar que las
ecuaciones dadas no pueden ser reducidas a olras mas
simples. De modo que si la cantidad desconocida
tuviese lres o cuatro dimensiones, el problema corres-
pondiente es solido; si tiene cinco o seis dimensiones,
entonces poseec un grado mayor de complejidad, y asi
sucesivamente.

-Finalmente, he omitido las demostraciones de la
mayor parte de cuanto he expuesto porque me han
parecido tan faciles que si se toma la molestia de
examinar metodicamente si me he equivocado, llegaran
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(en el caso de que p sea igual a 0 desde el punto C) se
traza la perpendicular DE sobre CD de modo que DE

1
A-T. V1466 sea igual a 5';' Finalmente, desde el punto E y con el

radio AE se traza el circulo FG en el caso de que la
ecuacion dada sea cibica, esto es, de modo que r sea
igual a cero. Pero cuando nos encontramos con que en
la ecuacion se halla +r, debemos tomar sobre la
prolongacion de AE, por un lado, AR =ry, por otro, AS
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a hacerse presentes. Es mucho mas Gtil conocerlas de
este modo que mediante una simple lectura.

Forma general de reducir todos los problemas sélidos en
una ecnacién de tercer o cuarto grade

;

Asegurados de que el problema propuesip es solido,
sea que la ecuacion de la cual depende su solucion sea
de cuarto grado o bien porque solamente sea de tercer
grado, siempre podremos hallar su raiz por medio de
una cualquiera de las tres secciones conicas o incluso
por alguna de Sus partes, por pequefia que fuese,
empleando simplemente lineas rectas y circulares. Me
sentiré satisfecho en este lugar con facilitar solamente
una regla para encontrarlas todas por medio de una
parabola puesto que, én cierto modo, es la mas simple
de estas curvas.

En primer lugar, debe eliminarse el segundo término
de la ecnacién, caso de que ya no sea nulo y reduicir la
ecnacion a.la formula

3

23 = taqz +a’q,

si la cantidad desconocida no tienc mas que tres
dimensiones, en el caso de que tuviera cuatro deberia-
mos reducirla a la formula
2t = tapt +dfqz t air.
Si tomamos a como la unidad, entonces la reduccton
para el primer caso seria
2 =4pztq
y para el segundo
*=dpt+gztr.

A continuacion, suponiendo que la parabola FAG ha
sido trazada y que su cje es ACDKL, que su lado recto
es a=1, y que AC es su mitad (}); suponiendo que el
punto C es inferior a esta parabola y que A es el vertex.

Debemos establecer que CD:EP y tomarla de modo

que los puntos D y A caigan sobre el mismo lado que C
en el caso de que la ecuacion contenga +p; en el caso
de que en la ecuacién tengamos —p, es preciso que
caiga del lado opuesto. Seguidamente desde el punto D

AT, V1, 465
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que debe ser igual al lado recto de la parabola, esto es, a
1. Cuando hayamos descrito un circulo cuyo diametro
sea RS, debemos trazar una perpendicular, AH, sobre
AE, encontrando tal perpendicular al circulo RHS en el
punto H, por el que debe pasar también el otro circulo
FHG. En el caso de gque tengamos —r, es preciso

después de haber hallado de este modo la linea AH,
inscribir A7, siendo igual a AH en otro circulo, siendo
AE el diametro. En tal caso pasara por I el primer
circulo buscado FIG. Este circulo, FG, puede cortar o
ser tangenie a la parabola en 1 6 2 6 3 6 4 puntos; si
desde ellos trazamos perpendiculares sobre el eje, ten-
dremos todas las raices de la ecuacion, tanto las
verdaderas como las falsas. Si la cantidad g estd
precedida del signo + las raices verdaderas serin
aquéllas, como FL que se encuentran del mismo lado de
la pardbola que E, centro del circulo; las otras, tal como
es ¢l caso de GK, serdn las raices falsas. Pero, si por el

H .o g
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contrario, ¢ estd precedida del signo «—», entonces las
raices verdaderas se encontrardn al otro lado y las falsas
0 menores que cero seran las que se encuentran en el
lado en que esta E, el centro del circulo. Finalmente, si
el circulo no cortara ni fuera tangente a la parabola en
ningin punto, esto seria indicativo de que la ecuacién
no tiene ninguna raiz verdadera o falsa, sino que todas
son imaginarias. De modo que esta regla es la mas
general y perfecta que se puede desear.

Por otra parte, su demostracion es muy facil. Pues si
la linea GK, hallada mediante esta construccion, la
llamamos z, entonces AK serd z%, en virtud de Ia
naturaleza de esta pardbola: CK debe ser la media
proporcional entre AK y el lado recto cuyo valor es 1.

Si, pues, de 4K resto AC o %, y CD o %p, entonces

tendremos que DK o EM, que cs igual a

1 i
2 =
Foghe
cuyo cuadrado seria
1 1 1
r—prt—2 4 p? +§p+

E;

4
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Sobre la determinacién de dos medias proporcionales

Asi mismo, si fo deseamos, siguiendo esta regla
poedemos hallar dos medias proporcionales entre las
lineas a y q. Es claro que si a una llamamos z, entonces
tendremos que

3
" z
De este modo tenemos una ecuacion entre g y —, esto
a
es que z* =a’q.
La parabola FAG siendo trazada con la parte de su

: p 1 2
eje AC, siendo que AC es igual a ia, la mitad del lado

. 1
recto, debe trazarse por C una perpendicular CE = Eq’

describiendo el circulo AF de modo que el centro del
mismo sea E y que pase por A. De esie modo tendremos
que FL y L A4 seran las medias proporcionales buscadas.

Modo de dividir un dngulo en tres partes

De igual modo si deseamos dividirel angulo N0P;o
bien ¢l arco o porcion del circulo NQTP en tres partes
iguales, tomando NO =1 como el radio del circulo, NP
=q como la cuerda del arco dado y NQ =z para la
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1
pero puesto que DE = KM = Eq’ tendremos que la linea

1
GM =z + ir], y el cuadrado de GM serd igual a

1 sty
22 4gz+ Zqz' La adicidén de estos dos cuadrados nos da

que

1 1 11
il S S (T i3
2 —pz gzt gt P +2p+v4

es el valor para el cuadrade de la linea GE, puesto que
es la hipotenusa del tridngulo EMG.

Pero puesto que esta misma linea GE es el radio del
circulo FG, puede ser expresada en otros términos; esto
es, si

El)—l
=3

entonces tendremos que

71, 11

7 O o T 2

E \/4q tagritgrtg,

puesto que ADE es un dngulo recto. Luego, siendo AH

media proporcional entre AS=1 y AR o r, tendremos

que AH es igual a \ﬁ; y puesto que EAH es un dngulo
recto, ¢l cuadrado de HE o de EG es

lq1 + flrp? + A +1+ r
T ght T ghg

De este modo tenemos una ecuacidon a partir de esta
suma y de la anteriormente obtenida,

Tal ccuacion sera de la forma z*=pz’ —gz+r y, en
consecuencia, tendremos que la linea GK, llamada z, es
la rajz de esta ecuacion. Tal era el objeto de esta
demostracién, Si se aplica el mismo célculo a todos los
otros casos de esta regla, adoptando los oportunos
cambijos de los signos (4+ y —), podrin lograrse
resultados semejantes, no siendo necesario que yo me
detenga en tal tipo de consideraciones®®.

AT, VI, 468
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cuerda que corresponde al tercio del arco dado, tene-
mos que la ecuacidn es

2=3z—~q.

Es tal, pues trazando las lineas NQ, 0Q y OT, y
trazando a su vez QS paralela a T0O, se ve que NO es a
NQ como NQ es a QR y como QR es a RS. De modo
que siendo NO=1, y NQ=z, entonces QR=z* y RS

=23, Puesto que es preciso solamente RS o 2* para que
NP=g sea triple de NQ=z, tenemos que g=3z—2" o
bien que z*=3z—q.

Si posteriormente describimos la parabola FAG, y si

3
CA es la mitad de su lado recto, y si CD:E y la

1
perpendicular DE = iq, y, finalmente, si desde el centro

E describimos el circulo FAgG por A, tendremos que
corlard a esta pardbola en los tres puntos F, g y G sin
contar el punto A que es el vértice. Esto muestra que
hay- tres raices en esta ecuacion, a saber: GK y gk que
son verdaderas, y la tercera que es falsa, FL. De las dos
raices verdaderas, la menor de ellas gk es la que
debemos tomar para la linca buscada N(; la otra, GK,
es igual a NV la cuerda correspondiene a la lercera
parte del arco NVP que junto con el otro arco NQP
constituye el circulo. La falsa, FL, es igual a la suma de
las otras dos, QN y NV, como facilmente puede com-
probarse mediante el calculo®®.

A-T. V1, 471
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Sobre la reduccion de los problemas solidos a estas dos
construcciones

Seria superfluec que me detuviese explicando otros
ejemplos ya que todos los problemas solidos admiten
reducciones tales que no necesitamos aplicar esta regla
para construirlos con excepcion de aquellos casos en
que es necesario hallar dos medias proporcionales o
dividir un dngulo en tres partes iguales. Esto es evidente
si se considera que las dificullades propias de estos
problemas pueden estar siempre comprendidas en ecua-
ciones no superiores a las de tercer o cuarto grado; que
todas Ias ecuaciones de cuarto grado pueden reducirse a
las de segundo por medio de otras no superiores a las
de tercer grado vy, finalmente, que puede eliminarse el
segundo término de estas ecuaciones. En consecuencia,
no hay ninguna que no pueda reducirse a alguna de
estas tres formas

2= —pztq
2=+pztq
= +pz—q.

Asi, si tenemos 2z*= —pz+gq, la regla que atribuye

Cardan a Escipidn Ferreus, nos ensefia que ta raiz es

\/q+/q+ }2q+ ft+

De modo semejante cuando tenemos z° =+ pz+4, y el
cuadrado de la mitad del dltimo término es mayor que
el cubo del tercio de la cantidad conocida del peniltimo
término, una regla semejante nos muestra que la raiz es

oy T o

Por ello parece que pueden construirse todos los
problemas cuyas ecuaciones pueden reducirse a una de
eslas dos formas sin lener necesidad de las secciones
conicas sino pard extraer las raices cibicas de ciertas
cantidades conocidas, es decir, para calcular medias
proporcionales entre estas cantidades y la unidad.
~De nuevo, si lenemos z¥= + pz +¢ cuando el cuadra-
do de la mitad del iltimo término no’es mayor que el
cubo del tercio de la cantidad conocida del pentltimo
término, describiendo el circulo NQPV con radio NO
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Forma de expresar el valor de todas las raices de las
ecuaciones cibicas y de todas las bicuadrdticas

Por otra parte, debe sehalarse que la forma de
expresar el valor de las raices en base a la relacién que
guardan con los lados de ciertos cubos de los que no se
conocen sine sus areas, no es ni mas inteligible ni mas
simple que la de expresarlas en virtud de su relacién con
las cuerdas de ciertos arcos 0 porciones de circulos
cuyos triplos son dados. Por ello todas las ecuaciones
clibicas que no pueden ser expresadas mediante las
reglas de Cardan, pueden serlo con tanta claridad o atn
mayor del modo indicado.

Pues si, por ejemplo, se piensa conocer la raiz de la
ecuacion

Z’=+pz+q,

puesio que se sabe que estd compuesia de dos lincas,
una de las cuales es el lado de un cubo cuyo contenido

1
es + éq, agregado al lado de un cuadrado cuya area es

by
iy

y la otra es ¢l lado de otro cubo cuyo volumen es la

P,

i ; 1
_diferencia entre 547 el lado del cuadrado cuyo drea es

1 1

2= =i
2’ Ty

.

Todo esto es Jo que podemos conocer mediante la regla
de Cardan. No cabe duda de que podemos conocer el
valor de la raiz de

P=pz—q
considerindola inscrita en un circulo cuyo radio es

1 | p
3P Y sabiendo que es la cucrda de un arco cuyo (ri-

; 3 L s
ple tiene por cuerda el valor ? Estos mismos términos
P

son menos engorrosos que los olros y, ademas, mas
breves si se desea usar algin signo particular para
expresar estas cuerdas, tal como se hace con \/_ para
expresar el lado de lcs cubos.
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igual a \/%: es decir, la media proporcional entre el
tercio de la cantidad conocida, Py la unidad; seguida-
menle tomese NP = 3_1;’ inscrita en este circulo, de
modo que NP sea a q,pla otra cantidad conocida, como
lesa %p. Dividase cada uno de los arcos NQP y NVP

en tres partes iguales, y la raiz buscada serd la suma de
NQ y NV, cuerdas correspondientes a los tercios de los
respectivos arcos, que unidas nos dan la raiz buscada.

Finalmente, si tenemos z°=pz—q, suponiendo-de

1
nuevo el circulo NPV cuyo radio NO= 3P ¥ que

. 3 B ¥ ? .
NP, igual a j, esté inscrito en este circulo; entonces
P

NQ la cuerda del lercio del arco NQP, serd la primera
de las raices buscadas y NV, la cuerda correspondiente
al tercio del otro arco, sera la segunda. Esto sera asi si el
cuadrado de la mitad del Gitimo término no es mayor
que el cubo del tercio de la cantidad conocida del
peniltimo. En el caso de que fuera mayor, la linea NP
no estaria inscrita en el circulo, puesto que su dimension
seria superior a la del didmetro. En tal caso, las dos
raices que cran verdaderas deberian ser imaginarias y Ia
unica raiz verdadera seria la que previamente cra falsa
que, segin la regla de Cardan, seria:

3 3

fi t 1 1 1 1

jid AP, Bt Aty PSRyt B LERN SR
2«+\/4@ P ;‘24 \/4‘7 L

AT V1L 473
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Asi mismo, es posible expresar las raices de todas las
ecuaciones bicuadraticas mediante las reglas expresa-
das. De modo que no conozco nada més que sea
deseable ¢n esta cuestion. La naturaleza de estas raices
.no nos permite que las expresemos en términos mdés
sitnples ni que se las determine por alguna construccion
que sea no so6lo mas general, sino también mas ficil.

Razones por las que los problemas sélidos no pueden ser
construidos sin las secciones cénicas y aquéllos cuya
complejidad es mayor sin otras de complejidad creciente

Verdad es que ain no he dicho nada sobre las
razones por las que me atrevo a afirmar que algo es o
no posible. Pero, si nos percatamos de como mediante
el método que utilizo todo cuanto es considerado por
los gedmetras se reduce a un mismo género de proble-
mas, que consiste en buscar el valor de las raices de
alguna ecuacion, se podra juzgar correctamente que no
es equivocado realizar una enumeracion de todos los
medios por los que pueden ser halladas de modo que
sea suficiente para mostrar que se ha escogido el mas
general y el mas simple. En particular y en relacion con
los problemas sélidos que be indicado que no pueden
ser construidos sin que se emplee alguna linea mas
compleja que la circular, es algo que también puede ser
facilmente cognoscible a partir de que éstos se reducen a
dos tipos de construcciones: uno de ellos supone tener
los dos puntos gue determinan dos medias proporciona-
les entre dos lineas dadas; el otro, los dos puntos que
dividen en tres partes iguales un arco dado. Pues, en
tanto que la curvatura del circulo no depende sino de
una simple relacion de todas sus partes con ¢l punto
que ocupa ¢l centro, no puede sernos. de utilidad sino
para determinar un solo punto entre dos extremos, o
bien para hallar upa media proporcional entre dos
lineas rectas dadas, o para dividir en dos un arco dado.
Por el contrario la curvatura de las secciones conicas,
dependiendo de dos factores diferentes, puede servir
para determinar dos puntos diferentes.

Pero por esta misma razon es imposible que cualquie-
ra de los problemas que son de grado superior a los
solidos y que presuponen-la- determinaeién-de cuatro
medias proporcionales o la division de un dngulo en
cinco partes iguales, puedan ser construidos por medio
de alguna de las secciones cdnicas. Por ello creo realizar

AT, VL, 476
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lo mejor si facilito una regla general para construirlos,
empieando la linea curva que se describe por la intersec-
cion de una pariabola y una linea recta de la forma ya
explicada. Me atrevo a alicmar que no hay otra mas
simple en la naturaleza que pueda contribuir a tal efecto
y se ha visto como sigue a las secciones conicas en esta
cuestion tan estudiada por los antiguos y cuya solucion
muestra por orden todas las lineas curvas que deben ser
recibidas en Geometria.

Procediniiento general para construir todos los problemas
reducidos a una ecuacién no superior al grado sexto

Ya se conoce como cuando se buscan las cantidades
que son requeridas para la construccion de estos proble-
mas pueden siempre reducifse a alguna ecuacion que
no sea superior z las de quinto o sexto grado. También
es conocido como aumentando el valor de las raices en
esta ecuacion puede lograrse que todas lleguen a ser
verdaderas; de este modo, qgue la cantidad conocida del
tercer término sea mayor que el cuadrado de Ja mitad
de la del segundo. Finalmente, si no es superior al
quinto grado, puede ser modificada de modo que
alcance el sexto grado, logrando que cada uno de sus
términos estén consignados. Asi, con el fin de que todas
las dificultades de las que pueden surgir en esto, puedan
ser resueltas recurriendo a una misma regla, deseo que
todo esto sea realizado y que, por tal medio, se les
reduzea siempre a una ecuacion del tipo

¥o=py® b gyt =y sy’ —ty 4 u=0
en la que g es mayor que ¢l cuadrado de la mitad de la
designada p.

Seguidamente proldnguese indefinidamente por am-
bos extremos la linea BK y tricese AB por B perpendi-

1 !
cular a BK, siendo igual a :Z-p; en un plano separado

tracese la parabola CDF cuyo lado recto principal es

T v it
[—=tg—ZP,
a4

que serd representado por i por razones de comodidad.
Finalmente, es preciso situar el plano en que se encuen-
tra la parabola sobre el que se han trazado las lineas AB
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LH=
2n./u
a continuaciéon desde el punto H, asi hallado, se traza
formando dngulos rectos la linea H1 del mismo lado en
que se encuentra la curva ACN. Tomando

. I
Hl= 5+ Y5 + — 5
2n " 4,11\/;

S m e
que, para abreviar, podemos Hamar ;2‘; uniendo los

puntos L e I y describiendo el circulo LPI se tiene que
L1 es su diametro e inscribiéndose la linea LP en este
circulo, tenemos que es igual a

Finalmente, describase el circulo PCN con centroen [ y
pasando por el punto P. Este circulo debera cortar o ser
tangente @ la curva ACN en tantos puntos como raices
tenga la ecuacion. De modo que las perpendiculares
trazadas desde estos puntos sobre la linea BK tal como
CG, NR, QO y semejantes, seran las raices buscadas sin
que exista excepcion o fallo alguno dada la aplicacion
de esta regla. Pues si la cantidad s fuera tan grande, en
proporcion con las otras, p, g, r, t ¥ 1, que la linea LP
fuera mayor que el didmetro del circulo /L, de modo
que no pudiera inscribirse, en tal caso no habria
ninguna raiz en esta ecuacion que no fuese imaginaria;
de igual modo sucederia si el circulo IP fuese tan
pequefio que no cortase a ACN en punto alguno. Pero
puede cortarla en seis puntos diferentes, pudiendo, en
consecuencia, existir seis raices diferentes en la ecuacion.
Cuando la corta en un nimero menor, esto testimonia
que alguna de estas raices son iguales entre si o bien que
no son sino imaginarias,

En el caso de que el procedimiento utilizado para
trazar la linea ACN, mediante ¢l movimiento de una
pardbola, pudiera parecer incomodo, es facil hallar
otros diversos medios para describirla. Asj, teniendo las
mismas cantidades que antes para AB y BL y también
para- BK, que habia sido establecida como el lado recto
de la’ parabola, debe describirse el semicirculo KST
tomando el centro del mismo a discrecion en la linea
BK, de modo que corte en alguna parte la linea AB, tal
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y BK, de modo que su eje, DE, se encuentre sobre la a7, v1, 478
recta BK. Tomando la parte de este gje que estd entre

2. /u g
los puntos E y D= —"—, es preciso situar sobre E una
p

regla de modo tal que conecte el punto E y el punto A
del plano inferior. Tal regla debe permanecer conectando
ambos puntos mientras asciende o desciende la parabo-
la sobre la linea BK, sobre la que se ha aplicado el gje.
Por este medio, la interseccion de la parabola y de esta
regla, que se dara en el punto C, describira una linea
curva como ACN que es de la que hemos de servirnos
para la construccion del probiema propuesto. Descrita
de este modo, si se toma el punto L en la linea BK hacia
el lado en que se encuentra el vértice de la parabola, y si

5.8

BL=DE = \/;’ :
j2u

seguidamente, si desde el punto L y hacia B s¢ toma en

la misma linea BK, la linea
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3T

4 ¥

N

ac

i

2T

A 3 25 ‘l.s/J

-;V<w-l

W

como en el punto ; si desde el punto T en que termina,
se toma_hacia K la linea TV=BL y, seguidamente,
habiendo trazado la linea SV, se traza otra que sea
paralela por el punto A, como AC; y si se traza otra por
el punto § que sea paralela a BK, tal como la linea SC;
en tal caso, el punto C, en el que se produce la
interseccion de AC y SC, tendremos uno de los puntos
de la linea buscada. Podemos,—siguiendo el mismo
procedimiento, hallar cuantos deseemos.

La demostracion de todo esto cs bastante facil. Pues
aplicando la regla AE y la pardbola FD de tal modo que
pasen por ¢l punto C, lo cual puede ser ya que el punto
C se encuenira en la linea curva ACN que es descrita
por la interseccion de la parabola y la regla. Si CG =y,
entonces tendremos que

»

E]
n

GD

puesto que el lado recto, esto es n, es a CG como CG es
a GD. Por tanto,
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pn
y restando DE de GD tendremos que

Y 2/
n pn

Seguidamente y puesto que 4B es a BE como CG es a

GE, y puesto que AB = EP' tenemos que

pE=? _

T —;3:

De igual modo, suponiendo gque el punto C de la
curva ha sido hallado mediante la interseccién de las
lineas rectas SC, paralela a BK, y AC, paralela a SV,
sea, por otra parte, que SB=CG=y, y BK =n, el lado
recto de la parabola. Entonces tendremos que
2

BT="
n
puesto que KB es a BS como BS es a BT; pero puesto
que

TVxBL:Z—\/",

pn
tenemos que
BV = E — %ﬁ
n pi

Y como SB es a BV, asi AB es a BE que, en consecuen-

cia, es igual a
py  Ju

2n ny’
En consecuericia, oblenemos el mismo resullado que en
el caso anterior, lo cual nos muestra que se trata de una
misma curva la que es descrita de estas dos formas.
Después de esto, puesto que BL y DE son iguales,
podemos concluir que también lo son DL y BE. En
consecuencia, puesto que

t

2n ﬁ

LH=
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1 ty
—y 4 —py + ==t
2™ 2. /u Y

ny

GH =

En consecuencia, ¢l cuadrado de GH es igual a

I 1 pr I
¥t +(—p’ - —:))" + (2 i+ 4g),|’ + (— -p a))‘ —trdu
S NI V] e

4u

Wiyt

Si imaginamos que el punto C se encuentra en
cualquier otro lugar de esta linea curva, tal como hacia
N o hacia Q, tendremos siempre que el cuadrado de la
linea recta situada entre el punto H y aquél en que
indica la perpendicular trazada por C sobre BH, puede
ser expresada en estos mismos términos ¥y con los
mismos Signos «+» y «—m»,

Asi, siendo

m t
IH=— y LH=—F1,
n 2,,\/;
tendremos que
IL= E + £

= wrm _N Rt e

puesto que el angulo THL es reclo; por olra parte,
puesto que

pucde establecerse

i, oy ol PN
T Tate 0t P

puesto gue IPL es un angulo recto.

Trazando CM perpendicular a JTH. tendremos que
IM es ipual a HI—HM y. por tanto. IM =1 —-CG.
Aplicando los valores establecidos tendriamos que

m
IM =5 — 3.
n A
Por ello el cuadrado de M seria igual a

. n?

nt

2my

n?

+17.
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y puesto gue

pf.=2 _ ﬁ,
2n ny

y como tenemos que DH =1LH+ DL, tendremos gue

DH = -'_g)}'fﬁ

E\/ﬂ o omy’

o
=)

=I® L

:',,

Asi mismo, puesto que

tendremos gque GH =DH —GD y sustituyendo valores

GutY e, t ¥

+

T2 wy 2,,\/; n’

AT.vi482 por jo cual podemos establecer que
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Si sustraemos tal cantidad del cuadrado de IC, tendre-
mos ¢l cuadrado de CM; o
* 5 u - 2m
2 gy By

R 2
4t n* "

el cual es igual al cuadrado de GH, previamente
hallado.
O bien, dividiendo esta expresion, como en €l otro
caso, por n*y?, tenemos
t

2
—ntyt +211|}9—pﬁy2—sy2 + 4—}'2
U

nty?
Seguidamente, estableciendo que

7 1
—= et — oyt

Ju
para n*yt, y
3 a3, P s
ry +2ﬂ) i sy
2./u

para 2my?, y multiplicando ambos miembros por n?y?,
tenemos que

L f t
¥—py +(—p2 = A)y“ + (Zﬂ + p—-)y’ +
4" . ﬂ 2\/u

rZ
+(4——p u)yz—ry+n
& 1

es igual a

" ’ )4 ( v ) ]
—p—g——= {2 Ju+—= +
(4p Jue e 2 /u
'2
< ! 2
t(4u s pﬂ)) ;

es decir, lenemos que

Y—py gyt = sy —ty hu=0.

. De lo que resulta que las lineas CG, NR, QO y otras

semejantes son las raices de esta ecuacion, lo cual
constituia el objeto e interés de nuestra demostracion.
Asi, pues, si se desean calcular cuatro medias propor-

A-T, V1,483
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cionales entre las lineas a y b, habiendo establecido x
para la primera, la ecuacion es

X —a*b=0
a: 7
xS —athx =0,
Siendo y —a=x, tendriamos
¥& —6ay® +15a% y* —20a* y* + 15a*y? —
—(6a® +a*byy+a® +a*b=0.

Por esto debemos tomar AB=3a, y BK, ¢l lado recto
de la parabola debe ser

6a* T b
Javab
al cual he lamado »n. Asi mismo, DE o BL seré:
28
— ab.
3n "/a haps

i n 1Y
Describiendo la curva ACN de acuerdo con estos tres
valores, tendremos.que

+6a*

6a* +a*b
2n./a®+ab

18a* +3ah
m? \/a’ tab

LH =

3
e L

—— + —5Ja’ +ab +
n n“/

y finalmente que
15a* +6a%/a* +ab
LP= (= A

Asi el circulo que con centro en [ pase por el punto P,
hallado de esta forma, cortara a la curva en los puntos
C y N. Trazando perpendiculares desde estos puntos,
NR y CG, tendremos que si restamos la menor, NR, de
la mayor CG, obtendremos x, que seré la primera de las
cuatro medias proporcionales buscadas.

De igual modo y con facilidad puede dividirse un
angulo en cinco partes iguales, ¢ inscribir una figura
dentro de un circulo que posea 116 13 lados iguales, o
bien tratar otra infinidad de problemas.

Sin embargo, debe hacerse notar que en diversos
casos, puede suceder que el circulo corte tan oblicua-
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mente a la pardboia de segundo género que ¢l punto de
interseccion sea dificilmente determinable; en conse-
cuencia, tal construccion no serin comoda desde el
punto de vista practico. La dificultad puede ser facil-
mente superable estableciendo otras reglas semejantes a
ésta, lo cual puede realizarse de mil modos diferentes.

Pero no es mi proposito confeccionar un gran trata-
do, sino el analizar muchas cuestiones en pocas pala-
bras. Asi espero que seré juzgado si se piensa que he
reducido todos los problemas de un mismo género a un
mismo tipo de construccion y, a la vez, he faciliado el
procedimiento pura reducirios a una infinidad de otras;
de este imodo cada uno de ellos puede solucionarse de
infinidad de formas; ademas, habiendo construido todos
los que son planos, cortando una recta con un circulo, y
todos los que son solidos, cortando con un circulo una
parabola, y, en [in, todos aquellos que son de un grado
superior cortando un circulo por una curva de un grado
superior a la paribola. De esta forma no es preciso sino
seguir el mismo procedimiento para construir todos
aquéllos cuya complejidad sea creciente. Pues en mate-
ria de progresiones mateméticas cuando se tienen los
dos o tres primeros términos no es dificil hallar los
otros. Espero que nuestros descendientes sabran reco-
nocerme no solo las cuestiones que he explicado, sino
también aguellas que he omitido voluntariamente con
el fin de permitirles disfrutar del placer que produce su
descubrimiento,

FIN

AT, VI, 485
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Procedimiento para establecer una igualdad entre la cantidad
conocida de uno de los términos de la ecuacién y otra
cantidad dada (453).

Las rafces, verdaderas o falsas, pueden ser reales o imaginarias
(453-454).

La reduccion de las ecuaciones eibicas cuando el problema es
plano (454).

Sobre el modo de dividir una ecuacién por un binomio que
contiene su raiz (455).

Qué problemas son sélidos cuando la ecuacion es cubica (456-
457).

Sobre la reduccién de las ecuaciones con cuatro dimensiones-

cuando el problema es plano y cuiles son aquellos que son
solidos (457).

Ejemplo del uso de estas reduaciones (461-462).

Regla general para reducir las ecuaciones que pasan el cuadra-
do del cuadrado (463-464).

Forma general de reducir todos los problemas sblidos en una
ecuacion de lercer o cuarto grado {464).

Sobre la determinacién de las medias proporcionales (469).

Modo de dividir un dngulo en tres parles (470).

Sobre la reduccion de los problemas solidos a estas dos
consirucciones (471).

Forma de expresar el valor de todas las ecuaciones cibicas y
de todas las bicuadréaticas (474).

Razones por las que los problemas solidos no pueden ser
construidos sin las secciones conicas y aquellos cuya comple-
jidad es mayor sin otras de complejidad creciente (475).

Procedimiento genecral para construir todos los problemas
reducidos a una ecuacién ne superior al grado sexto (476).

Sobre la invencién de las cuatro medias proporcionales (483}
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los de las rectas, y la forma de trazar otras lineas formando
4ngulos rectos (412).

Procedimiento general para hai!ar lineas rectas que corten las
curvas dadas o sus confingentes formando angulos rectos
(@13).

Ejemplo de esta operacién en una elipse o en una pacibola de
segundo género (414-415),

Ejemplos respecto de un ovalo de segundo género (415-416).

Ejemplo de la construcciéon de este problema en la concoide
(423).

Explicacion de cuatro nuevos géneros dé valos de utilidad en
la optica (424).

Sus propiedades en relacion con las reflexiones y refracciones
{429).

Su demostracion (431).

Coamo se puede construir una lente 1an concava o convexa en
una de sus caras como se desee, y que sea capaz de reunir en
un punto dado los rayos procedentes de un punto dado
(435).

Cémo se puede elaborar una lente que produzca el mismo
efecto, que la precedente, guardando la convexidad de una
de sus caras una proporcion dada con la otra (437).

Aplicacién de lo expuesto sobre las lineas curvas trazadas
sobre una superficie plana a las que se describen en un
espacio que tiene {res dimensiones o bien sobre una superfi-
cie curva (440).

Libro Tercero

SOBRE LA CONSTRUCCION DE PROBLEMAS SOLIDOS O MAS QUE
SOLIDOS

Cudles son las lineas curvas de que podemos servirnos en la
construccion de cada problema (441-442).

Ejemplo relacionado con la determinacion de diversas medias
proporcionales (442-443).

Sobre la naturaleza de las ecuaciones {444).

Sobre el nmero de taicesen cada ecuacion (444-445).

Cuales son las raices falsas (445). %

Sobre la reduccion del némero de dimensiones de una ecuacion
cuando se conoce alguna de sus raices (445).

Como puede examinarse si una cantidad dada cs el valor de
una raiz {445).

Cuantas raices verdaderas pueden darse en cada ecuacion
(d46).

Como en una ecuacion pueden converlirse las raices falsas en
verdaderas y a la inversa (446).

Como pueden aumentarse o disminuirse las raices de una
ecuacioén sin conocerlas (447).

Aumentando las raices verdaderas disminuyen las falsas, y a la
inversa {448).
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2 NOTAS A LA GEOMETRIA

’

! Psta observaciéon no aparece generalmente recogida en
ediciones actuales, v.gr. en las de Olscamp o la de Smith. No
obstante, estimamos que es importante, pues, evidencia que
Descartes era consciente de las dilicultades que podia plantear
su lectura. Tales dificultades se veian aumentadas al no facilitar -
los pasos intermedios de sus demostraciones bien por evitar
«pérdida de tiempo», bien por evitar critlicas (A-T, II, 30,
18/22). Ciertamente la labor de reproducir las razones de todes
y cada uno de los pasos de este tratado supondria multiplicar
por cuatro su volumen. Tal fue, por ejemplo, la tarca realizada
por Schooten. En su edicion de la Geomeiria reproduce al
myrgen diversas letras que vienen a ser otras lantas nolas. En
los correspondientes lugares realiza el comentario al texto de
-Descartes y a la vez introduce una serie de problemas con sus
resoluciones y planteamicntos. Tales comentarios se realizan
desde la pagina-107-hasta la pagina 520. Ejemplares de esta
edicion se encuentran en la Biblioteca Nacional de Madrid y
en la Biblioteca Universitaria de Valencia, si bien el cstado de
conservacion de este Gltimo ejemplar es lastimoso por cuanto
no existe servicio de restauracion en la referida biblioteca. La
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® Las magnitudes a, a+b, a-b, elc, pucden representarse
mediante una longitud. De igual modo acontece con expresio-
nes del tipo a?, %, a”. Para Descartes, al generalizar la nocion
de dimension, al prescindir del obsticulo que para los dntiguos
representaba («nada hay que no esté comprendido bajo mas de
tres dimensiones...»), es posible superar su tralamiento.

® Descartes no utiliza el signo «=». Por razones de adapta-
cion a la asignatura actual no respetaremos tal signo «oo».

1% Entiéndase «incognitasy».

' Las dos condiciones fundamentales del método analitico,
considerar efectuada la solucion y considerar las relaciones
entre las lineas, han sido dadas. La segunda hace posible el
establecimiento de ecuaciones. El estadio analitico del métode
se complementa con la sintesis algebraica. La construccion
sintética se funda en la analitica. .

El analisis y el dlgebra estan ordenados al conocimicnto de
figuras. En la geometria analitica, pues, deben traducirse los
datos geométricos de modo que sean tratables por medio del
clculo algebraico; asimismo debe concluirse el problema de
dlgebra y, finalmente; los resultados obtenidos mediante el
célculo algebraico deben ser traducidos al lenguaje geométrico.

12 Como se deduce del libro 11 de La Geonietria, existe
relacion entre los problemas de construccién y los de clasifica-
cion. En el presente lugar relaciona claramente un tipo
determinado de expresiones algebraicas con los instrumentos
que permiten trazar determinadas construcciones: linea (regla)
¥ circulo {compis).

“ 13 Va 5 iniciar el estudio de los diferentes tipos de ecuacio-
nes de segundo grado. Estudia tres casos:

1.° Aquél en el que los coeficientes tienen valor pomuvo
(son magnitudes posilivas).

2°. Aquel en el que uno de los coeficientes tiene valor
negativo y el segundo positivo.

3° Aquél en el que el segundo de los coeficientes tiene

* valor negativo y el primero positivo.

14 De acuerdo con la figura trazada se establece inicialmente
gue OWN = NL (ambos son radios del circulo con centro en N).

Indica Descartes que el valor de Z=0M; en virtud del
teorema de Pitdgoras, ienemos que

1 1
OM=_a+ \/— a -+ b,
3 4

Por tanlo, OM? serd igual a

] 1
at A+ ta +b%.
4 i

Simplificando ¢l valor de az serd igual a:

1 1.
Eﬂhr"\ﬁi a+b.
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propia estructura de la edicion Schoolen hace inviable su
inclusion dentro del presente volumen.

Para el lector de nuestros dias que se haya formado dentro
del tradicional olvido de la Geometria siguen siendo validas
estas apreciaciones y las que Descartes comunicod en carta a
Pemplius: sus lectores deben ser «valde laboriosos, ingeniosos
el attentosy (A-T, I, 411, 12/20). Siempre y cuando no sea
necesario un gran desarrollo algebraico, trataremos de facilitar
en notas el proceso deductivo que sigue Descartes.

2 El lector de La Geometria puede recordar algunas reglas
(R, XVIII) en las que se reficre a alguna de estas cuestiones. Sin
embargo, es claro que no ¢staba en posesion del tratamiento de
la geomelria analitica, pues, por ¢jemplo, en la mencionada R,
XVIIl ain figura mediante la superficie de un tridngulo el
producto de dos factores. Sobre la progresion de La Geometria
en relacion con algunas partes de Las Reglas para la direccion
de la mente, véase el estudio de P. Bourtroux (L'imagination et
les mathématigues selon Descartes. Paris, 1900, pp. 43 y ss.).

* En éste como en la generalidad de los casos se razona a
partir de la semejanza de tridngulos, estableciendo las propor-
ciones correspondicnies. Asi, trazada tal paralela, cabe afirmar:

BA BD

BC T BE’
Considerando que BA es la unidad, tenemos que BE=BC - BD.
4 De igual modo tendriamos:
BC BA  BC BE
BE BD' BA BD’
Por tanto,
BC= BE.
BD

* El tridngulo GIH es semejante a FGI. Por tanto,
Gl GF

GG

Dado que GI-GI=GF-GH, y que GF=1, lenemos quc
Gi-Gl=GH. En consecuencia, Gl = ./GH.

% Las anotaciones y simbolos [ueron objcto de una impor-
tante simplificacion por parte de Descartes. Como se deducird
de la lectura de la geometria adopta x, y, z, para las cantidades
desconocidas; a, b, ¢, para las cantidades conocidas.

7 Se trata de raiz ciibica. El equivalente en notacion de
nuestros dias seria Ja® — b +ab’.

Al igual que Descartes en Ja traduccion respetaremos expre-
siones del tipo aa, bb; en otros casos @*, b*. Optamos por esta
iltima forma cuando son mas complejas las expresiones.
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i L,
nz+b2-—=in1+ﬂ Enz+b‘_

** Es decir, hipotenusa.
16 Fj desarrollo total seria ¢l siguiente:

2 —az--b*.

2 —az+ b =0,

( 1LY Lo
z2—=—qa) =2"+——az,
2 4

enlonces podemos obtener que

Por tanlo,

Si, pues,

a? .
Cuando b* > T entonces carece de solucién, En consecuen-

cia, puede estableserse que

DRI
Gl o R

por tanlo:

Por lo que se refiere a la construccion trazada en el corres-
" 1 R
pondiente grafico, es claro que NL= ia’, tal como se indica.

Por 1anto, para hallar el valor de z= M(, sélo tendriamos que
trazar por N una perpendicular sobre MR que, seria paraleta a
LM y aleanzaria a MR en el punto 0. En consecuencia,
tendriamos que z= MO — Q0.

Por otra parle, si unimos los puntos ¢ y N formamos ¢
trianguio rectangulo @NO. Tendriamos que como NQ es igual
z 1
a NL, pues ambos son radios, enlonces NQ:ia. Por el
teorema de Pitdgoras, tendriamos que

1 \2-
(2 ) =b? +m?.
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Por ello, podemos establecer que
1 2 2 2
—at—b*=m?.
4

Y, por tanio, puede eslablecerse que

1
I4 b =m.

Como MQ=z=(M0O—-Q0), y tenemos que MO = —aq, enlon-

ces, sustituyendo valores, tenemos que

g —
F=glas f4— a* b,

Conocido esto tenemos que OR, en virtud del teorema de
Pitagoras, es igual a
=
LI
J4 {r .

Como MR=MQ+ Q0 +0OR, con s6lo sustituir los valores
tendriamos que

fi N 1 fi e
MR = P by a4 a— [ at =)
R 411 bl: 411 +2a i

Por tanto,

7 Pappus vivio hacia ¢l 300 d.C,, destacando por la gran
compilacion que realizé y que fue dada a conocer por Com-
mandinus a los escoldsticos. En carta a Golius (Amsterdam,
enero de 1632) Descartes ya se refiere al problema de Pappus y,
a’su vez, facilita Ja razén por la que excluye de la geometria
alguhas lineas. Esta cuestion la analizaria en el libro 11 (A-T, 1,
232).

'S Se inicia la exposicion de los datos del problema.

' Elipse, pardbola e hipérbola.

20 Se refiere a que nada estd comprendido bajo mas de tres
dimensiones.

2! Sepmentos de lineas rectas.

?? Esto es, ¢l producto de estos dos segmentos.

2 Esto es, el producto de los tres segmentos.

' La geometria antigua solamente permitia explicar el caso
en que el problema se referia a tres- o cuatro lineas. La
geometria cartesiana al adoptar ¢l método analitico de las
proporciones hace posible la generalizacion de tal problema.

Tal método es al que se referia cuando indicaba a Mersenne
que en su Geometria «...estimaba dar una demostracion de que
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A partir de que

CR =z
€p e
tenemos que
CR:¢ ¢ bx c be
CRSEsrmSe b k=i 2l
# z z z z

3 Es claro que si EA=k y A es un punto de la linea EB,
enlonces BE =k +x.
3 Puesto que Jos angulos del tridngulo ESB son dados,

puede establecerse que

BE =
BS 4
o también que

k+x z

) BS  d
En consecucncia, operando oblenemos que

ps .
z

y puesto que CS=BS + BC, sustituyendo tenemos que

k+x)d
CS= (k4 53d +y
z
De aqui tenemos que
g Dbk s
z

) - o 2
CF e

3 A partir de la proporcién anterior tenemos que

C8e

CF=—.
z

. Por ello, tenemos que
i L (_;.'J' + rfk;r 'h>.
z "

A partir de aqui se obticne que

e de  dek
CF==y+— X —.
z x z
" Bl - BT&BG-f.
B Fici z
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mi métedo es mejor que el ordinarion (A-T, 1, 340, 10/11).
Segiin hemos indicado en la introduccidén a esta edicion tal
métoda equivale a un procedimiento de analisis cuya claridad,
simplicidad y alcance explicativo-resolutivo le hacen sobresalic
sobre el procedimiento seguido desde ta antigiedad (estable-
cer ecuaciones que relacionen las dreas dadas con las buscadas
o deseadas),

2% Evitar la confusidn y favorecer la claridad es una de las
cualidades que Descartes destaca como propias de su método.
Desde la comprension de tal procedimiento debe valorarse la
critica que Descartes dirige a la geometria de los antiguos, cuya
confusion y oscuridad le llevaron a pensar en la necesidad de
buscar «...otro método que cstuviese libre de tales defectos» (A-
T, VI, 18, 1/8). El método cuya practica ilustrard a partir de
este momento supone que las cantidades geomeétricas conslitu-
yen ilustraciones de las algebraicas que forman las ccuaciones.

2% Se trala de los cjes.

27 Para comprender el razopnamiento cuyo inicio st estéd
dando debe considerarse que:

ARB, dado por suposicion;
CBA, dado por suposicién;
RBA, conocido por ser suplementaric;
RAB=180—(ABR + ARB).

Por otra parte, tenemos que

AB 2z
BR b’
y de acuerdo con e} supuesto establecido que
X z
BR b

Aplicando que el producto de medios es igual al producto de
extremos, lenemos que xb=BR:z. En consecuencia, se podra
establecer que

BR:“E_
: b,
28 X T X
L BRe
BR b 4 z

% Considerando que CR = BR + BC, tenemos que
bx
CR=y+ —.
z

* Fsto es: los dngulos del tridngulo DRC son dos, y por
tanto,

OO

I8
]

nin



484 NOTAS Y VARIANTES

Considerando el valor de BG, tenemos que

BT = £ {1 —x).
z j
Como CT= BC + BT, tendremos que
ll -
P L.
z z

Perc como los &ngulos del tridngulo TCH son dados,
también es posible establecer que

crT _z
CH ¢
En consecuencia,
CT:
CH = - it 5
z

sustituyendo €l valor de CT, tenemos que
1
CH = g(HL - i{),
z z z

de donde tenemos que

g Jfg_ Jgl
CH«ZJ T’x'"zz

Segundo grado.

No superior al cuarto grado,

No superior al sexto grado.

Por contraposicion con éstas, Descartes habla de las
lineas complejas o compuestas en la medida en que su trazado
mecénico se aparfa de la regla y ¢l compas. Mas adelante
explicard el instrumento que facilita el trazado de algunas
curvas.

*! Tal es la condicién para que sean introducidas en la
geomeltria las curvas,

4% Véase su tratamiento en 1. Vuillemin, ob. cit,, pp. 146 y ss.
Para Descartes, aunque los antiguos hubiesen estudiado estas
lineas, no deberin incluirse por cuanto su descripeion requicre
dos movimientos que carecen de relacion mensurable y, en
consecuencia, no serian representables mediante funciones
algebraicas. Bourbaki reconoce a Descarles haber establecido
Ja distincion entre funciones algebraicas y funcioncs trascen-
dentes, paralela a la establecida enire curvas wgeométricas» y
las «mecdnicasy (Elementos de historia de las matemdticas.
Madrid, 1976, p. 106).

*3 Las construcciones que permite este instrumento-facilitan
la obtencién de las ecuaciones de diversas curvas. En el caso de
la primera (AD) su ecuacion seria x* =a?(x* + ). Para obtener
tal ecuacion basta con considerar las lineas que describe el
punto B(AB} y el punto D(AD) al abrirse el dngulo XYZ.
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Entonces tomamos que YA=YB=a; que YC=x, que
CD=y y que YD=z Es claro que los tridngulos YBC y el
YCD son semejanles y que, por lanto, puede establecerse que

YFE ¥C
YC vB
es decir, que
z X
X a

El teorema de Pitagoras permite afirmar que YD?=Y(?
+ CD2. Sustituyendo, de acuerdo con las igualdades estableci-
das iniciaimente, tenemos que 22 =x? 4 y%. Dado el valor dc z,

tenemos que
2N\2
x
2 2
— | =x"+p%
(ﬂ) *

La ecuacién, pues, serd x*=a*(x> +y?).

En scgundo lugar puede determinarse analiticamente la
curva AF. Para ¢llo YA=¥B=q, YE=x, EF=y, YF=z. De
nucvo la semejanza de tridngulos permite establecer que

YE YE
YE YD’
o segim las igualdades iniciales que

z X

. x YD
El valor de YD tendremos que es igual a

x?

z

A su vez los triingulos YDE e YCD son semejantes y, por
tanto, tenemos que

YE YD
Yo ye’
asi pues,
Y i
gl L, S
YE i

También podemos establecer que
Yp yc
YC A
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Estas simples operaciones han de suponerse en la mayor parte
de los casos. Asi
by
BL=BK-KL; BL=-——bh.

En el caso de

b

AL=x+ 2 b,
4

Descartes afirma, finalmente, que GA-BL=AL-CB; efectuan-
do la oportuna sustitucién se obtiene que
aby by?
Ay ba=yx 4+ —— —by.
¢ ¢

Tal igualdad puede establecerse del modo siguiente:
by* b
_y.._ + yx_b)r, H +ba=0;
¢ ¢

en consecuencia, pucde establecerse que
by? 4 yex—bey —aby + bac =0 ;

expresion que permite establecer que
5 X
yr+ e —cy—ay¥ea=0;
por ¢llo, puede alirmarse que
cx
Y=oy ybay—ac.

_* Equivale a afirmar que aquéllas cuyas ecuaciones son de
sexto grado en el mismo género que aguéllas cuya ecuacion
son de quinto. De modo semejante en otros casos. Como
indica Descartes la raz6n reside en que existe una regla en
virtud de la cual es posible efectuar tal reduccion. Es, en virtud
de la mayor o menor potencia de la ecuacion como se
~clasifican fas curvas.

s n estudio de la Concorde, atribuida a Nicomedes. en
Vuillemin, ob. cit., p. 148 ss.

3¢ Esto es, en lengunje de Descarles no alcanza sino al
cuadrado.

s Ver en la ede. de Schooten, p. 2006,

*I Obtenido algebraicamente el valor de BC. su longitud
serd establecida geométricamente.

32 Esto es, m* +ox.

33 Esto es, +m® —ox.

34 Esto es, —ni® 4 ox,

5% El procedimiento de construccion no permile determinar
la naturaleza de una curva, pero no debe ser rechazado. El
lector de La Didprrica (D.X) ha podido comprobar la utitidad
de tal tipo de construcciones.
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ue
¥q - (xa\z e
=|—> =—4qa.
z’) z

Obtenemos de este mode que

¥. €n consecuencia, que

De nuevo en el tridgngulo YFE tenemos que es rectingulo y
en base al teorema de Pilagoras, lenemos que z2 =y +x’. La
ecuacion de la curva AF serd, pues,

&
o
—3 = XX +y‘,
a

lo cual nos lleva a x® =a(x? + y*P.

De igual modo podria calcularse la ecuacion de AH. Se veria
que su complejidad es creciente respecto de la segunda, como
ésta lo era respeclo de la primera. La mayor composicion o
complejidad no es razén para excluirlas de la Geometria como
tampoco lo es el medio que se ha utilizado para su construc-
cion.

* En consecuencia, no admite la oposicién trazada por los
griegos, reteniendo como valida y legitima la construccion
mecanica, cuya utilidad tratara de mostrar.

43 De este modo hace explicito el criterio con el que
complementa la conclusion del parrafo anterior, 5

45 Eslo es, al producto.

*7 En la traduccién alternamos la expresion del texto con
las utilizadas por Descartes. En este caso podria decirse
«cuando las dos magnitudes o una de ellas alcanza la tercera o
cuarla dimensiony. .

% Al igual que cn la nota anterior podriames indicar
siguiendo Ia terminologia de Descartes, que «contiene fa quinta
o sexta dimension».

86 Sepiin Descaries, que se funda para establecer relaciones
en el teorema relacionado con la semejanza de tridngulos.
tendriamos que

NL CB

KL KB’
de acuerdo con la signatura adoptada por Descartes, tendria-
mos que

£ ¥y .
b KB'

de aqui tendriamos que ¢ KB=b"y; de donde
b

KB =2
c
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*¢ En el caso anterior se trala dc as normales y en éste de
las tangentes.
57 PM=PA--MA; PM=v-v.
32 Por ser PMC un trigngulo rectangulo, tenemos que
=MC? + MP?. De acuerdo con las |gmldades csmblccldns
=x? +{v—y). Operando tenemos que 5° =% +uv? 2:.»y-|-y2
+ 2y f.

, oblenemos que y=v+

De igual modo tendriamos que x =

2 2

3 Pero como {p—y) =s*—x
—x%. En consecuencia, sustituyendo estos valores de x e yen Ja
ccuacidn podré obtenerse la normal. Una vez que se ha
determinado ¢l punto € y que son conocidos x ¢ y puede
obtenerse v y 5.

% Véase en A-T, V1, 393 ss.

#1 La ecuacién de la normal, determinado €, permitird que
mediante x e y se pueda calcular ¢l valor tanto de V¥ como de s.
Si P no se encuenira en ¢l lugar requerido para la ecuacién de
la pormal, entonces ¢l circulo con centro en P y radio PC
cortard necesariamente a la linea CE en otro punto.

%2 Sobre las diferencias con Fermal a esle respecto, véase en
Vuillemin, ob. cit., pp. 59 ss.

@A ducimos esta expresion equivalente a la dada por
Descartes:
s — bed? + bede —bd*z —ce®z
bde +od® +d'2—etz

® El libro posec un esquema claro y progresivo: en la
primera parte se refiere a una seric de consideraciones genera-
les sobre las ecuaciones; {lama la atencion el orden y claridad
de su exposicion lograda en base a la gradual respucsta que va
facilitando de cuestiones diversas, v.gr. ofrecida la definicidn de
ecuacion procede a facilitar «algunas reglasn que integran y
conforman el alcance operative de su método; aplicando tales
reglas podemos conocer el nimero de raices de una ecuacion,
distinguir las raices verdaderas de las falsas, discernir si una
cantidad dada constituye ¢l valor de una rajz, determinar
cudntas raices verdaderas pueden darse en una ecuacion, ete.
La concrecién de esias reglas se contrapone a la vapa generali-
dad de los preceptos formulados en la segunda parte de Ef
Discurso del Método. Por cllo su comprension es mis proble-
mética. como advierte al intcio de Lo Geomelria, pero es la que
permitird decidir sobre su métedo a la ver que dirigird
adecuadamente uvesira razén al operar en este campo de
evitando los errores y alcanzando la mayor simpli-
cidad posible: en Ia sepunda parte trata la correspondencia de
las ecuaciones y problemas planos; en la tercera, ya anahza las
cucstiones referentes a los sélidos.

°* La peometria analitica tiene para las rajces negativas,
situdndolas a la izquierda de la interseccién de las coordena-
das, una ilustracion de la que carecian los antiguos estudiosos
del algebra. Tal aportacién del dlgebra a la geometria trajo
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enire ofras esta aportacion, adecuadamente valorada en su
época. (Véase en Vuillemin, ob. cit, p. 129, n. 6.)

% Vuyillemin (ob. cit.) comenta en la nota VIT (pp. 154-159)
la resolucion de la ecuacién de tercer grado en base a los
ejemplos, literal y numérico, que Descartes aduce y desarrolla-
rd en estas paginas (A-T, 455-456). El desarrollo de estas
cuestiones justifica afirmaciones vertidas por Descartes en el
libro 1T al tratar la clasificacion de las curvas en géneros. Por
otra parte, como indica Vuillemin, «el procedimiento de la
division por un binomio no es sino un artificio secundario,
cuya razon de ser estd fundada en el método de las indetermi-
nadas» (ob. cit., p. 157).

% La ecnacién la hemos presentado con los signos corres-
pondientes, aunque hemos recogido la traduccién del texto. El
lector comprenderi que la ecuacién era presentada del modo
siguiente:

X pxxgx - r=0,

tbis yéase en A-T, VI, 449.
%7 Descartes inicia la exposicién de la construccién que
cumple

1 1 1 1 i 1
x=gat "-2a1+2<"— 4—c’—502+ia,p’ﬂ“-ﬂ.'l,

a la vez que son dados el cuadrado de lado BD y BN. Seria
preciso sobre la prolongacion del lado opuesto a BD, esto es
AC, hallar un punto E tal que uniéndolo con B diera lugar a
un segmento al ser cortado por CD que fuese igual a BN, esto
es, que FE=BN. Utilizando solamente la regla y ¢! compis,
podriamos unir N y B; trazando con tal radio (ND) y con
centro en I a NG, tendriamos que ND = DG. Si trazamos una
circunferencia con ¢l didmelro BG, veriamos que cortaria la
prolongacién del lado AC en el punto E, que seria el punto
buscado.

Considérese que el dngulo BEG, es reclo y que DN =DG; en
consecuencia, puesto gue DN es la hifolennsa del triangulo
DBN, tendriamos que DN? = DG? = NB? 4+ BD?. Por otra parte,
dado que ECF y EHG son semejantes podemos establecer que

CF CE
HG ~ EH
¥, en consecuencia, que CF-EH = HG - CE; por tanto,

CF-EH
CE

3=

De igual modo, basindese en la semejanza de los tridngulos
ECF y BDF tenemos que

CF _CE
FD  BD
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y como BD=CD=EH, se cslab[ece en base al desarrollo de
ambas igualdades que
< CF-8D CF-BD

o e HG=FD.
c o g YA

Por ello, pueden establecer las siguientes equivalencias:
G? =(DH + HGY* =(CE + HG)* = CE* + HG® +2CE-HG =
‘E
CE'+ HG? 4 2CE %ﬂ = CE*+FD* +.2CF-CO=
CE* +(CD—CFY 4 2CF - CD =(CE* 4+ CF)+ CD*= FE* + CD?,

En base al desarrollo y comparacién de estas igualdades se
ha obtenido que FE=BN. Para establecer la correspondencia
analitica de tal construccion si DF=x y BD:=aq, tendriamos:

CF=a—x;
como
CF FD a-x x
FE BF’ ¢ BF
Por tanto,
X
BF =&
a—x

x? 5
A su vez como BF?=x*ta’ y x*4al=-—— ———; sisc
T X —2ax—d
mulliplican ambos miembros por
x* —2ax+a*
se obtendria

—2ax? +(2a* —cH)x? —2a’xa* =0,

Por 1ante tendriamos que

(S U P I
D.F:x:-ia+ Ia3+:!c7—\/zczfza’+ia @+t

Descarles varia de incognita. El analisis lo continia y comenta
Vuillemin, ob. cit., p. 167 ss.
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LA GEOMETRIE"

LIVRE PREMIER

DES PROBLEMES QU’ON PEUT CONSTRUIRE SANS Y EMPLOYER
QUE DES CERCLES ET DES LIGNES DROITES.

Tous les problemes de géométrie se peuvent facilement réduire a tels termes,
qu’il n’est besoin par apres que de connoitre la longueur de quelques lignes
droites pour les construire.

Et comme toute 'arithmétique n’est composée que de quatre ou cing opér-
ations, qui sont, ’addition, la soustraction, la multiplication, la division, et
I'extraction des racines, qu’on peut prendre pour une espece de division, ainsi
n’a~t-on autre chose a faire en géométrie touchant les lignes qu’on cherche pour
les préparer a étre connues, que leur en ajouter d’autres, ou en oter; ou bien
en ayant une, que je nommerai I'unité pour la rapporter d’autant mieux aux
nombres, et qui peut ordinairement étre prise a discrétion, puis en ayant encore
deux autres, en trouver une quatrieme qui soit a I’'une de ces deux comme 'autre
est a 'unité, ce qui est le méme que la multiplication ; ou bien en trouver une
quatrieme qui soit a I'une de ces deux comme 'unité est a 'autre, ce qui est
le méme que la division ; ou enfin trouver une ou deux, ou plusieurs moyennes
proportionnelles entre 'unité et quelque autre ligne, ce qui est le méme que tirer
la racine carrée ou cubique, etc. Et je ne craindrai pas d’introduire ces termes
d’arithmétique en la géométrie, afin de me rendre plus intelligible.

Soit, par exemple, A B (fig. 1) I'unité, et qu'il faille multiplier B D par BC,
je n’ai qu’a joindre les points A et C, puis tirer D F parallele a C' A, et B E est

Fig. 1.

H

le produit de cette multiplication.

(1)Pour en faciliter la lecture, nous avons substitué & quelques signes employés par Descartes
d’autres signes universellement adoptés, toutes les fois que ces changements n’en apportoient
pas dans le principe de la notation. Le lecteur en sera prévenu.

Comment le calcul
d’arithmétique se
rapporte aux
opérations de
géométrie.

La multiplication.



Ou bien, §’il faut diviser B E par B D, ayant joint les points E et D, je tire
A C parallele a D E, et B C est le produit de cette division.
Ou ¢'il faut tirer la racine carrée de G H (fig. 2), je lui ajoute en ligne droite

Fig. 2.
L

F @G, qui est I'unité, et divisant F'H en deux parties égales au point K, du centre
K je tire le cercle F' I H, puis élevant du point G une ligne droite jusques a I a
angles droits sur F' H, c’est G I la racine cherchée. Je ne dis rien ici de la racine
cubique, ni des autres, a cause que j’en parlerai plus commodément ci-apres.
Mais souvent on n’a pas besoin de tracer ainsi ces lignes sur le papier, et il
suffit de les désigner par quelques lettres, chacune par une seule. Comme pour
ajouter la ligne B D a G H, je nomme l'une a et 'autre b, et écris a + b; et

a
a — b pour soustraire b de a; et ab pour les multiplier I'une par 'autre; et —

pour diviser a par b; et aa ou a? pour multiplier a par soi-méme(2); et a® pour
le multiplier encore une fois par a, et ainsi & I'infini; et va2 + b2, pour tirer la
racine carrée de a® + b?; et v/C . a3 — b3 + ab?, pour tirer la racine cubique de
a3 — b3 + ab?, et ainsi des autres.

O il est & remarquer que par a2, ou b, ou semblables, je ne concois ordi-
nairement que des lignes toutes simples, encore que pour me servir des noms
usités en 'algebre je les nomme des carrés ou des cubes, etc.

Il est aussi a remarquer que toutes les parties d’une méme ligne se doivent
ordinairement exprimer par autant de dimensions I'une que 'autre, lorsque I'u-
nité n’est point déterminée en la question, comme ici a® en contient autant que
ab? or b dont se compose la ligne que j’ai nommée

VC.a3 — b3+ ab?;

mais que ce n’est pas de méme lorsque 'unité est déterminée, & cause qu’elle
peut étre sous-entendue partout ou il y a trop ou trop peu de dimensions :
comme s'il faut tirer la racine cubique de a2b? — b, il faut penser que la quantité
a?b? est divisée une fois par I'unité, et que 'autre quantité b est multipliée deux
fois par la méme.

Au reste, afin de ne pas manquer & se souvenir des noms de ces lignes, il
en faut toujours faire un registre séparé a mesure qu’on les pose ou qu’on les
change, écrivant par exemple(3) :

A B =1, cest-a-dire A B égal a 1.

2

(2)Cependant Descartes répete presque toujours les facteurs égaux lorsqu’ils ne sont qu’au

nombre de deux. Nous avons ici constamment adopté la notation a2.

(3)Nous substituons partout le signe = au signe oo dont se servoit Descartes.

La division.

L’extraction de la
racine carrée.

Comment on peut
user de chiffres en
géométrie.



G H =a.

B D =0, etc.

Ainsi, voulant résoudre quelque probléeme, on doit d’abord le considérer
comme déja fait, et donner des noms a toutes les lignes qui semblent nécessaires
pour le construire, aussi bien a celles qui sont inconnues qu’aux autres. Puis,
sans considérer aucune différence entre ces lignes connues et inconnues, on doit
parcourir la difficulté selon l'ordre qui montre le plus naturellement de tous
en quelle sorte elles dépendent mutuellement les unes des autres, jusques a ce
qu’on ait trouvé moyen d’exprimer une méme quantité en deux facons, ce qui
se nomme une équation ; car les termes de I'une de ces deux facons sont égaux
a ceux de 'autre. Et on doit trouver autant de telles équations qu’on a supposé
de lignes qui étoient inconnues. Ou bien, s’il ne s’en trouve pas tant, et que
nonobstant on n’omette rien de ce qui est désiré en la question, cela témoigne
qu’elle n’est pas entierement déterminée. Et lors on peut prendre a discrétion
des lignes connues pour toutes les inconnues auxquelles ne correspond aucune
équation. Apres cela, s’il en reste encore plusieurs, il se faut servir par ordre de
chacune des équations qui restent aussi, soit en la considérant toute seule, soit
en la comparant avec les autres, pour expliquer chacune de ces lignes inconnues,
et faire ainsi, en les démélant, qu’il n’en demeure qu’'une seule égale a quelque
autre qui soit connue, ou bien dont le carré, ou le cube, ou le carré de carré, ou
le sursolide, ou le carré de cube, etc., soit égal a ce qui se produit par I’addition
ou soustraction de deux ou plusieurs autres quantités, dont I'une soit connue, et
les autres soient composées de quelques moyennes proportionnelles entre 'unité
et ce carré, ou cube, ou carré de carré, etc., multipliées par d’autres connues.
Ce que j’écris en cette sorte :

z=0b,
ou 2% = —az + b,
ou 23 = +az? + %z — &,

ou 2t = a2 — Az + d*, ete.;
c’est-a-dire z, que je prends pour la quantité inconnue, est égale a b; ou le carré
de z est égal au carré de b moins a multiplié par z; ou le cube de z est égal a a
multiplié par le carré de z plus le carré de b multiplié par z moins le cube de c;
et ainsi des autres.

Et on peut toujours réduire ainsi toutes les quantités inconnues a une seule,
lorsque le probleme se peut construire par des cercles et des lignes droites, ou
aussi par des sections coniques, ou méme par quelque autre ligne qui ne soit
que d’'un ou deux degrés plus composée. Mais je ne m’arréte point a expliquer
ceci plus en détail, a cause que je vous Oterois le plaisir de ’apprendre de vous-
méme, et 'utilité de cultiver votre esprit en vous y exergant, qui est & mon avis
la principale qu’on puisse tirer de cette science. Aussi que je n'y remarque rien
de si difficile que ceux qui seront un peu versés en la géométrie commune et
en l'algebre, et qui prendront garde a tout ce qui est en ce traité, ne puissent
trouver.

Comment il faut
venir aux
équations qui
servent a résoudre
les problemes.



C’est pourquoi je me contenterai ici de vous avertir que, pourvu qu’en
démeélant ces équations, on ne manque point a se servir de toutes les divisions
qui seront possibles, on aura infailliblement les plus simples termes auxquels la
question puisse étre réduite.

Et que si elle peut étre résolue par la géométrie ordinaire, c’est-a~-dire en ne  Quels sont les
se servant que de lignes droites et circulaires tracées sur une superficie plate, problemes plans.
lorsque la derniere équation aura été entierement démélée, il n’y restera tout au
plus qu’un carré inconnu, égal a ce qui se produit de ’addition ou soustraction
de sa racine multipliée par quelque quantité connue, et de quelque autre quantité
aussi connue.

Et lors cette racine, ou ligne inconnue, se trouve aisément; car si j’ai par  Comment ils se
exemple résolvent.

22 =az+b?,

je fais le triangle rectangle N L M (fig. 8), dont le coté L M est égal a b,

racine carrée de la quantité connue b2, et I'autre L N est §a, la moitié de 'autre

Fig. 3.

@
L M

quantité connue qui étoit multipliée par z, que je suppose étre la ligne inconnue ;
puis prolongeant M N, la base de ce triangle, jusques a O, en sorte que N O
soit égale a N L, la toute O M est z, la ligne cherchée ; et elle s’exprime en cette

sorte :
1 /1
= — —a? + 02,
z 2a+ 4a +

Que si j’ai y2 = —ay + b2, et que y soit la quantité qu’il faut trouver, je fais
le méme triangle rectangle N L M, et de sa base M N j'ote N P égale a N L,
et le reste P M est y, la racine cherchée. De facon que j’ai




et ainsi des autres.

Enfin, si j’ai

22 =az —b?,

je fais N M (fig. 4) égale a %a, et L M égale a b, comme devant ; puis, au lieu

Fig. 4.

Rl

L

L M

de joindre les points L N, je tire L () R parallele & M N, et du centre N, par
L, ayant décrit un cercle qui la coupe aux points @ et R, la ligne cherchée z est
L @, ou bien L R; car en ce cas elle s’exprime en deux fagons, & savoir

1 1
z:§a+\11a27b2,

1 1
z:§a—\/za2—b2.

Et si le cercle, qui ayant son centre au point N passe par le point M, ne coupe
ni ne touche la ligne droite L @ R, il n’y a aucune racine en ’équation, de facon
qu’on peut assurer que la construction du probleme proposé est impossible.

Au reste, ces mémes racines se peuvent trouver par une infinité d’autres
moyens, et j’ai seulement voulu mettre ceux-ci, comme fort simples, afin de
faire voir qu'on peut construire tous les problemes de la géométrie ordinaire
sans faire autre chose que le peu qui est compris dans les quatre figures que j’ai
expliquées. Ce que je ne crois pas que les anciens aient remarqué ; car autrement
ils n’eussent pas pris la peine d’en écrire tant de gros livres ou le seul ordre de
leurs propositions nous fait connoitre qu’ils n’ont point eu la vraie méthode pour
les trouver toutes, mais qu’ils ont seulement ramassé celles qu’ils ont rencontrées.

Et on peut le voir aussi fort clairement de ce que Pappus a mis au commence-
ment de son septieme livre, ou apres s’étre arrété quelque temps a dénombrer
tout ce qui avoit été écrit en géométrie par ceux qui ’avoient précédé, il parle
enfin d’'une question qu’il dit que ni Euclide, ni Apollonius, ni aucun autre,
n’avoient su entiérement résoudre ; et voici ses mots (4) :

Quem autem dicit (Apollonius) in tertio libro locum ad tres et quatuor lineas
ab FEuclide perfectum non esse, neque ipse perficere poterat, neque aliquis alius ;

et

4)Je cite plutot la version latine que le texte grec, afin que chacun ’entende plus aisément.
g

Exemple tiré de
Pappus.



sed neque paululum quid addere iis, que Fuclides scripsit, per ea tantum conica,
que usque ad Fuclidis tempora premonstrata sunt, etc.

Et un peu apres il explique ainsi quelle est cette question :

At locus ad tres et quatuor lineas, in quo (Apollonius) magnifice se jactat, et
ostentat, nulla habita gratia ei, qui prius scripserat, est hujusmodi. Si positione
datis tribus rectis lineis ab uno et eodem puncto, ad tres lineas in datis angulis
recte linee ducantur, et data sit proportio rectanguli contenti duabus ductis
ad quadratum relique : punctum contingit positione datum solidum locum, hoc
est unam ex tribus conicis sectionibus. Et si ad quatuor rectas lineas positione
datas in datis angulis linee ducantur; et rectanguli duabus ductis contenti ad
contentum duabus reliquis proportio data sit : similiter punctum datam coni
sectionem positione continget. Si quidem igitur ad duas tantum locus planus
ostensus est. Quod si ad plures quam quatuor, punctum continget locos non
adhuc cognitos, sed lineas tantum dictas; quales autem sint, vel quam habeant
proprietatem, non constat : earum unam, neque primam, et que manifestissima
videtur, composuerunt ostendentes utilem esse. Propositiones autem ipsarum he
sunt.

Si ab aliquo puncto ad positione datas rectas lineas quinque ducantur recte
linee in datis angulis, et data sit proportio solidi parallelepipedi rectanguli, quod
tribus ductis lineis continetur ad solidum parallelepipedum rectangulum, quod
continetur reliquis duabus, et data quapiam linea, punctum positione datam lin-
eam continget. Si autem ad sex, et data sit proportio solidi tribus lineis contenti
ad solidum, quod tribus reliquis continetur; rursus punctum continget positione
datam lineam. Quod si ad plures quam sex, non adhuc habent dicere, an data
sit proportio cujuspiam contenti quatuor lineis ad id quod reliquis continetur,
quoniam non est aliquid contentum pluribus quam tribus dimensionibus.

Ou je vous prie de remarquer en passant que le scrupule que faisoient les
anciens d’user des termes de l'arithmétique en la géométrie, qui ne pouvoit
procéder que de ce qu’ils ne voyoient pas assez clairement leur rapport, cau-
soit beaucoup d’obscurité et d’embarras en la facon dont ils s’expliquoient ; car
Pappus poursuit en cette sorte :

Acquiescunt autem his, qui paulo ante talia interpretati sunt; neque unum
aliquo pacto comprehensibile significantes quod his continetur. Licebit autem per
conjunctas proportiones haec, et dicere, et demonstrare universe in dictis propor-
tionibus, atque his in hunc modum. Si ab aliquo puncto ad positione datas rectas
lineas ducantur recte linee in datis angulis, et data sit proportio conjuncta ex
ea, quam habet una ductarum ad unam, et altera ad alteram, et alia ad aliam,
et reliqua ad datam lineam, si sint septem ; si vero octo, et reliqua ad reliquam :
punctum continget positione datas lineas. Et similiter quotcumque sint impares
vel pares multitudine, cum heec, ut dizi, loco ad quatuor lineas respondeant,
nullum igitur posuerunt ita ut linea nota sit, etc.

La question donc qui avoit été commencée a résoudre par Euclide et pour-
suivie par Apollonius, sans avoir été achevée par personne, étoit telle : Ayant
trois ou quatre, ou plus grand nombre de lignes droites données par position ;
premierement on demande un point duquel on puisse tirer autant d’autres lignes
droites, une sur chacune des données, qui fassent avec elles des angles donnés,

6



et que le rectangle contenu en deux de celles qui seront ainsi tirées d’'un méme
point, ait la proportion donnée avec le carré de la troisieme, s’il n’y en a que
trois; ou bien avec le rectangle des deux autres, s’il y en a quatre ; ou bien, s’il y
en a cing, que le parallélipipede composé de trois ait la proportion donnée avec
le parallélipipede composé des deux qui restent, et d’une autre ligne donnée ; ou
s'll y en a six, que le parallélipipede composé de trois ait la proportion donnée
avec le parallélipipede des trois autres; ou s’il y en a sept, que ce qui se produit
lorsqu’on en multiplie quatre I'une par I’autre, ait la raison donnée avec ce qui
se produit par la multiplication des trois autres, et encore d’une autre ligne
donnée; ou s’il y en a huit, que le produit de la multiplication de quatre ait
la proportion donnée avec le produit des quatre autres; et ainsi cette question
se peut étendre a tout autre nombre de lignes. Puis a cause qu’il y a toujours
une infinité de divers points qui peuvent satisfaire & ce qui est ici demandé, il
est aussi requis de connoitre et de tracer la ligne dans laquelle ils doivent tous
se trouver. Et Pappus dit que lorsqu’il n’y a que trois ou quatre lignes droites
données, c’est en une des trois sections coniques ; mais il n’entreprend point de
la déterminer ni de la décrire, non plus que d’expliquer celles ou tous ces points
se doivent trouver, lorsque la question est proposée en un plus grand nombre
de lignes. Seulement il ajoute que les anciens en avoient imaginé une qu’ils
montroient y étre utile, mais qui sembloit la plus manifeste, et qui n’étoit pas
toutefois la premiere. Ce qui m’a donné occasion d’essayer si, par la méthode
dont je me sers, on peut aller aussi loin qu’ils ont été.

Et premierement j’ai connu que cette question n’étant proposée qu’en trois,
ou quatre, ou cing lignes, on peut toujours trouver les points cherchés par la
géométrie simple, c’est-a-dire en ne se servant que de la regle et du compas, ni ne
faisant autre chose que ce qui a déja été dit ; excepté seulement lorsqu’il y a cingq
lignes données, si elles sont toutes paralleles : auquel cas, comme aussi lorsque
la question est proposée en 6, ou 7, ou 8, ou 9 lignes, on peut toujours trouver
les points cherchés par la géométrie des solides, c’est-a-dire en y employant
quelqu’une des trois sections coniques; excepté seulement lorsqu’il y a neuf
lignes données, si elles sont toutes paralleles : auquel cas, derechef, et encore
en 10, 11, 12 ou 13 lignes, on peut trouver les points cherchés par le moyen
d’une ligne courbe qui soit d’un degré plus composée que les sections coniques;
excepté en treize, si elles sont toutes paralleles : auquel cas, et en 14, 15, 16 et
17, il y faudra employer une ligne courbe encore d’un degré plus composée que
la précédente, et ainsi a l’infini.

Puis j’ai trouvé aussi que lorsqu’il n’y a que trois ou quatre lignes données,
les points cherchés se rencontrent tous, non seulement en 'une des trois sections
coniques, mais quelquefois aussi en la circonférence d’un cercle ou en une ligne
droite; et que lorsqu’il y en a cing, ou six, ou sept, ou huit, tous ces points se
rencontrent en quelqu’une des lignes qui sont d’un degré plus composées que
les sections coniques, et il est impossible d’en imaginer aucune qui ne soit utile
a cette question; mais ils peuvent aussi derechef se rencontrer en une section
conique, ou en un cercle, ou en une ligne droite. Et s’il y en a 9, ou 10, ou 11,
ou 12, ces points se rencontrent en une ligne qui ne peut étre que d’un degré
plus composée que les précédentes ; mais toutes celles qui sont d'un degré plus
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composées y peuvent servir, et ainsi a I’infini.

Au reste, la premiere et la plus simple de toutes, apres les sections coniques,
est celle qu’on peut décrire par I'intersection d’une parabole et d’une ligne droite,
en la fagon qui sera tantot expliquée. En sorte que je pense avoir entierement
satisfait a ce que Pappus nous dit avoir été cherché en ceci par les anciens; et
je tacherai d’en mettre la démonstration en peu de mots, car il m’ennuie déja
d’en tant écrire.

Soient (fig. 5) AB, AD, EF, GH, etc., plusieurs lignes données par position,
et qu'il faille trouver un point, comme C, duquel ayant tiré d’autres lignes droites
sur les données, comme C' B, C' D, C' F et C H, en sorte que les angles C' B A,
CDA, CFE,CH G, etc., soient donnés, et que ce qui est produit par la
multiplication d’une partie de ces lignes soit égal a ce qui est produit par la
multiplication des autres, ou bien qu’ils aient quelque autre proportion donnée,
car cela ne rend point la question plus difficile.

Premierement, je suppose la chose comme déja faite, et pour me démeéler de

Fig. 5.

la confusion de toutes ces lignes je considere 'une des données, et I'une de celles
qu’il faut trouver, par exemple A B et C' B, comme les principales et auxquelles
je tache de rapporter ainsi toutes les autres. Que le segment de la ligne A B, qui
est entre les points A et B, soit nommé z; et que B C soit nommé y; et que
toutes les autres lignes données soient prolongées jusques a ce qu’elles coupent
ces deux aussi prolongées, s’il est besoin, et si elles ne leur sont point paralleles ;
comme vous voyez ici qu’elles coupent la ligne A B aux points A, E, G, et BC
aux points R, S, T. Puis a cause que tous les angles du triangle A R B sont
donnés, la proportion qui est entre les cotés A B et B R est aussi donnée, et je

b
la pose comme de z a b, de fagon que A B (fig. 6) étant x, B R sera j, et la
z
b
toute C' R sera y +—I, a cause que le point B tombe entre C' et R; car si R
z
b
tomboit entre C et B, C' R seroit y - ; et si C tomboit entre B et R, C R
z

bx
seroit —y +— . Tout de méme les trois angles du triangle D R C sont donnés, et
z

par conséquent aussi la proportion qui est entre les cotés C' R et C' D, que je pose

Comment on doit
poser les termes
pour venir a
I’équation de cet
exemple.



bx c bex
comme de z a ¢, de fagon que C' R étant y+ —, C' D sera Y + —-. Apres cela,

pourceque les lignes A B, AD et E F sont do?mées par position, la distance qui
est entre les points A et F est aussi donnée, et si on la nomme k, on aura £ B
égal & k + x ; mais ce seroit k — x si le point B tomboit entre E et A; et —k +x
si E tomboit entre A et B. Et pourceque les angles du triangle E S B sont tous
donnés, la proportion de B E & B S est aussi donnée, et je la pose comme de z a

Fig. 6.

-
i

dk +d dk +d
d, si bien que B S est ﬁ, et la toute C' S est zy ok +dw ; mais ce seroit
z

zy — dk — dx —zy +dk + dx

, si le point S tomboit entre B et C'; et ce seroit si

z z
C tomboit entre B et S. De plus les trois angles du triangle F'S C' sont donnés,

et ensuite la proportion de C' S a C'F, qui soit comme de z a e, et la toute C F’

ezy + dek + dex
& —— 5
est | — x, et a cause du triangle B G T, la proportion de B G a BT est aussi

fl— fx etCT:zerflffa:
z '

Puis derechef la proportion de CT a C' H est donnée a cause du triangleZTC H,
gzy + fgl — fgx
22 '

Et ainsi vous voyez qu’en tel nombre de lignes données par position qu’on
puisse avoir, toutes les lignes tirées dessus du point C' & angles donnés, suivant
la teneur de la question, se peuvent toujours exprimer chacune par trois ter-
mes, dont 'un est composé de la quantité inconnue y, multipliée ou divisée par
quelque autre connue ; et 'autre de la quantité inconnue z, aussi multipliée ou
divisée par quelque autre connue; et le troisieme d'une quantité toute connue;
excepté seulement si elles sont paralleles, ou bien a la ligne A B, auquel cas le
terme composé de la quantité x sera nul; ou bien a la ligne C' B, auquel cas
celui qui est composé de la quantité y sera nul, ainsi qu’il est trop manifeste
pour que je m’arréte a 'expliquer. Et pour les signes + et — qui se joignent a
ces termes, ils peuvent étre changés en toutes les facons imaginables.

Puis vous voyez aussi que, multipliant plusieurs de ces lignes I'une par ’autre,
les quantités x et y qui se trouvent dans le produit n’y peuvent avoir que chacune
autant de dimensions qu’il y a eu de lignes a ’explication desquelles elles servent,

ser . En méme fagon A G que je nomme [ est donnée, et B G

donnée, qui soit comme de z a f, et BT sera

et la posant comme de z a g, on aura C H =



qui ont été ainsi multipliées; en sorte qu’elles n’auront jamais plus de deux
dimensions en ce qui ne sera produit que par la multiplication de deux lignes;
ni plus de trois, en ce qui ne sera produit que par la multiplication de trois, et
ainsi a Uinfini.

De plus, a cause que pour déterminer le point C, il n’y a qu’une seule con-
dition qui soit requise, a savoir que ce qui est produit par la multiplication d’un
certain nombre de ces lignes soit égal, ou, ce qui n’est de rien plus malaisé, ait
la proportion donnée a ce qui est produit par la multiplication des autres; on
peut prendre a discrétion I'une des deux quantités inconnues x ou y, et chercher
I’autre par cette équation, en laquelle il est évident que, lorsque la question
n’est point posée en plus de cing lignes, la quantité x, qui ne sert point a ’ex-
pression de la premiere, peut toujours n’y avoir que deux dimensions; de fagcon
que, prenant une quantité connue pour y, il ne restera que 22 =+ ou —ax +
ou — b?; et ainsi on pourra trouver la quantité x avec la regle et le compas,
en la fagon tantot expliquée. Méme, prenant successivement infinies diverses
grandeurs pour la ligne y, on en trouvera aussi infinies pour la ligne z, et ainsi
on aura une infinité de divers points, tels que celui qui est marqué C, par le
moyen desquels on décrira la ligne courbe demandée.

Il se peut faire aussi, la question étant proposée en six ou plus grand nombre
de lignes, s’il y en a entre les données qui soient paralleles & A B ou B C, que
I'une des deux quantités x ou y n’ait que deux dimensions en 1’équation, et ainsi
qu’on puisse trouver le point C avec la regle et le compas. Mais au contraire si
elles sont toutes paralleles, encore que la question ne soit proposée qu’en cing
lignes, ce point C' ne pourra ainsi étre trouvé, a cause que la quantité x ne
se trouvant point en toute I’équation, il ne sera plus permis de prendre une
quantité connue pour celle qui est nommée y, mais ce sera celle qu’il faudra
chercher. Et pourcequ’elle aura trois dimensions, on ne le pourra trouver qu’en
tirant la racine d’'une équation cubique, ce qui ne se peut généralement faire
sans qu’on y emploie pour le moins une section conique. Et encore qu’il y ait
jusques a neuf lignes données, pourvu qu’elles ne soient point toutes paralleles,
on peut toujours faire que ’équation ne monte que jusques au carré de carré;
au moyen de quoi on la peut aussi toujours résoudre par les sections coniques,
en la fagon que j’expliquerai ci-apres. Et encore qu’il y en ait jusques a treize,
on peut toujours faire qu’elle ne monte que jusques au carré de cube ; ensuite de
quoi on la peut résoudre par le moyen d’une ligne, qui n’est que d’un degré plus
composée que les sections coniques, en la fagon que j’expliquerai aussi ci-apres.
Et ceci est la premiere partie de ce que j’avois ici & démontrer ; mais avant que
je passe a la seconde, il est besoin que je dise quelque chose en général de la
nature des lignes courbes.
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LIVRE SECOND

DE LA NATURE DES LIGNES COURBES.

Les anciens ont fort bien remarqué qu’entre les problemes de géométrie, les
uns sont plans, les autres solides et les autres linéaires, c¢’est-a-dire que les uns
peuvent étre construits en ne tragant que des lignes droites et des cercles; au
lieu que les autres ne le peuvent étre, qu’on n’y emploie pour le moins quelque
section conique; ni enfin les autres, qu’on n’y emploie quelque autre ligne plus
composée. Mais je m’étonne de ce qu’ils n’ont point outre cela distingué divers
degrés entre ces lignes plus composées, et je ne saurois comprendre pourquoi
ils les ont nommées mécaniques plutét que géométriques. Car de dire que c’ait
été a cause qu’il est besoin de se servir de quelque machine pour les décrire, il
faudroit rejeter par méme raison les cercles et les lignes droites, vu qu’on ne les
décrit sur le papier qu’avec un compas et une regle, qu'on peut aussi nommer
des machines. Ce n’est pas non plus & cause que les instruments qui servent
a les tracer, étant plus composés que la regle et le compas, ne peuvent étre si
justes; car il faudroit pour cette raison les rejeter des mécaniques, ou la justesse
des ouvrages qui sortent de la main est désirée, plutot que de la géométrie, ou
c’est seulement la justesse du raisonnement qu’on recherche, et qui peut sans
doute étre aussi parfaite touchant ces lignes que touchant les autres. Je ne dirai
pas aussi que ce soit a cause qu’ils n’ont pas voulu augmenter le nombre de
leurs demandes, et qu’ils se sont contentés qu’on leur accordat qu’ils pussent
joindre deux points donnés par une ligne droite, et décrire un cercle d’un centre
donné qui passat par un point donné; car ils n’ont point fait de scrupule de
supposer outre cela, pour traiter des sections coniques, qu’on put couper tout
cone donné par un plan donné. Et il n’est besoin de rien supposer pour tracer
toutes les lignes courbes que je prétends ici d’introduire, sinon que deux ou
plusieurs lignes puissent étre mues I'une par l'autre, et que leurs intersections
en marquent d’autres; ce qui ne me paroit en rien plus difficile. Il est vrai
qu’ils n’ont pas aussi entierement recu les sections coniques en leur géométrie,
et je ne veux pas entreprendre de changer les noms qui ont été approuvés par
I'usage ; mais il est, ce me semble, tres clair que, prenant comme on fait pour
géométrique ce qui est précis et exact, et pour mécanique ce qui ne ’est pas,
et considérant la géométrie comme une science qui enseigne généralement a
connoitre les mesures de tous les corps, on n’en doit pas plutét exclure les
lignes les plus composées que les plus simples, pourvu qu’on les puisse imaginer
étre décrites par un mouvement continu, ou par plusieurs qui s’entre-suivent,
et dont les derniers soient entierement réglés par ceux qui les précedent; car
par ce moyen on peut toujours avoir une connoissance exacte de leur mesure.
Mais peut-étre que ce qui a empéché les anciens géometres de recevoir celles qui
étoient plus composées que les sections coniques, c’est que les premieres qu’ils
ont considérées, ayant par hasard été la spirale, la quadratrice et semblables, qui
n’appartiennent véritablement qu’aux mécaniques, et ne sont point du nombre
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de celles que je pense devoir ici étre regues, a cause qu’on les imagine décrites
par deux mouvements séparés, et qui n’ont entre eux aucun rapport qu’on puisse
mesurer exactement ; bien qu’ils aient apres examiné la conchoide, la cissoide,
et quelque peu d’autres qui en sont, toutefois a cause qu’ils n’ont peut-étre
pas assez remarqué leurs propriétés, ils n’en ont pas fait plus d’état que des
premieres ; ou bien c’est que, voyant qu’ils ne connoissoient encore que peu de
choses touchant les sections coniques, et qu’il leur en restait méme beaucoup,
touchant ce qui se peut faire avec la regle et le compas, qu’ils ignoroient, ils ont
cru ne devoir point entamer de matiere plus difficile. Mais pourceque j’espere
que dorénavant ceux qui auront ’adresse de se servir du calcul géométrique ici
proposé, ne trouveront pas assez de quoi s’arréter touchant les problemes plans
ou solides, je crois qu’il est a propos que je les invite & d’autres recherches, ou
ils ne manqueront jamais d’exercice.

Voyez les lignes A B, A D, A F et semblables (fig. 7), que je suppose avoir
été décrites par 'aide de I'instrument Y Z, qui est composé de plusieurs regles

Fig. 7.

tellement jointes que celle qui est marquée Y Z étant arrétée sur la ligne A N,
on peut ouvrir et fermer 'angle XY Z, et que lorsqu’il est tout fermé, les points
B,C, D, E, F,G, H sont tous assemblés au point A ; mais qu’a mesure qu’on
louvre, la regle B C, qui est jointe a angles droits avec X Y au point B, pousse
vers Z la régle C' D, qui coule sur Y Z en faisant toujours des angles droits avec
elle; et C'D pousse D E, qui coule tout de méme sur Y X en demeurant parallele
aBC; DEFEpousse FF, EF pousse F' G, celle-ci pousse G H, et on en peut
concevoir une infinité d’autres qui se poussent consécutivement en méme facon,
et dont les unes fassent toujours les mémes angles avec Y X et les autres avec
Y Z. Or, pendant qu’on ouvre ainsi I'angle X Y Z, le point B décrit la ligne A B,
qui est un cercle; et les autres points D, F', H, ou se font les intersections des
autres regles, décrivent d’autres lignes courbes AD, AF, AH, dont les derniéres
sont par ordre plus composées que la premiere, et celle-ci plus que le cercle ; mais
je ne vois pas ce qui peut empécher qu’on ne congoive aussi nettement et aussi
distinctement la description de cette premiere que du cercle, ou du moins que
des sections coniques ; ni ce qui peut empécher qu’on ne congoive la seconde, et
la troisieme, et toutes les autres qu’on peut décrire, aussi bien que la premiere ;
ni par conséquent qu’on ne les regoive toutes en méme fagon pour servir aux
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spéculations de géométrie.

Je pourrois mettre ici plusieurs autres moyens pour tracer et concevoir des
lignes courbes qui seroient de plus en plus composées par degrés a l'infini ; mais
pour comprendre ensemble toutes celles qui sont en la nature, et les distinguer
par ordre en certains genres, je ne sache rien de meilleur que de dire que tous les
points de celles qu’on peut nommer géométriques, c’est-a-dire qui tombent sous
quelque mesure précise et exacte, ont nécessairement quelque rapport a tous les
points d’une ligne droite, qui peut étre exprimée par quelque équation, en tous
par une méme; et que, lorsque cette équation ne monte que jusqu’au rectangle
de deux quantités indéterminées, ou bien au carré d’une méme, la ligne courbe
est du premier et plus simple genre, dans lequel il n’y a que le cercle, la parabole,
I’hyperbole et 'ellipse qui soient comprises ; mais que lorsque I’équation monte
jusqu’a la troisieme ou quatrieme dimension des deux, ou de l'une des deux
quantités indéterminées (car il en faut deux pour expliquer ici le rapport d’un
point & un autre), elle est du second; et que lorsque I’équation monte jusqu’a
la cinquieme ou sixieéme dimension, elle est du troisieme; et ainsi des autres a
I'infini. Comme si je veux savoir de quel genre est la ligne E C' (fig. 8), que
j'imagine étre décrite par l'intersection de la regle G L et du plan rectiligne

Fig. 8.

C N K L, dont le c6té K N est indéfiniment prolongé vers C', et qui, étant mu
sur le plan de dessous en ligne droite, c’est-a-dire en telle sorte que son diametre
K L se trouve toujours appliqué sur quelque endroit de la ligne B A prolongée de
part et d’autre, fait mouvoir circulairement cette regle G L autour du point G,
a cause qu’elle lui est tellement jointe qu’elle passe toujours par le point L. Je
choisis une ligne droite comme A B, pour rapporter a ses divers points tous ceux
de cette ligne courbe E C'; et en cette ligne A B je choisis un point comme A,
pour commencer par lui ce calcul. Je dis que je choisis et 'un et ’autre, a cause
qu’il est libre de les prendre tels qu’on veut ; car encore qu’il y ait beaucoup de
choix pour rendre ’équation plus courte et plus aisée, toutefois en quelle facon
qu’on les prenne, on peut toujours faire que la ligne paroisse de méme genre,
ainsi qu’il est aisé a démontrer. Apres cela prenant un point a discrétion dans
la courbe, comme C, sur lequel je suppose que l'instrument qui sert a la décrire
est appliqué, je tire de ce point C' la ligne C' B parallele & G A, et pourceque
C B et B A sont deux quantités indéterminées et inconnues, je les nomme I'une
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y et Pautre z; mais afin de trouver le rapport de I'une a 'autre, je considere
aussi les quantités connues qui déterminent la description de cette ligne courbe,
comme G A, que je nomme a, K L que je nomme b, et N L, parallele & G A,
que je nomme c; puis je dis, comme N L est & L K, ou ¢ a b, ainsi C' B ou y

b b b
est & B K, qui est par conséquent —y : et BLest —y—b, et AL est x+ -y —b.
c c c
b
De plus, comme C B est & L B,ouy a -y — b, ainsi A G ou a est a L A ou
c
b
x + —y — b; de facon que, multipliant la seconde par la troisieme, on produit
c

ab . , N b 2 . . . 7. N
—1y —ab qui est égale a xy + -y~ — by, qui se produit en multipliant la premiere
c

par la derniere : et ainsi ’équation qu’il falloit trouver est

Cx

by—l—ay—ac,

y'=cy—
de laquelle on connoit que la ligne E G est du premier genre, comme en effet
elle n’est autre qu'une hyperbole.

Que si, en l'instrument qui sert a la décrire, on fait qu’au lieu de la ligne
droite C' N K, ce soit cette hyperbole, ou quelque autre ligne courbe du premier
genre, qui termine le plan C N K L, l'intersection de cette ligne et de la regle
G L décrira, au lieu de I'hyperbole E C, une autre ligne courbe qui sera d’un
second genre. Comme si C' N K est un cercle dont L soit le centre, on décrira la
premiere conchoide des anciens; et si ¢’est une parabole dont le diametre soit
K B, on décrira la ligne courbe que j’ai tantot dit étre la premiere et la plus
simple pour la question de Pappus, lorsqu’il n’y a que cinq lignes droites données
par position ; mais si au lieu d’une de ces lignes courbes du premier genre, c’en
est une du second qui termine le plan C N K L, on en décrira, par son moyen, une
du troisieme, ou si c’en est une du troisieme, on en décrira une du quatrieme,
et ainsi a l'infini, comme il est fort aisé a connoitre par le calcul. Et en quelque
autre fagon qu’on imagine la description d’une ligne courbe, pourvu qu’elle soit
du nombre de celles que je nomme géométriques, on pourra toujours trouver
une équation pour déterminer tous ses points en cette sorte.

Au reste, je mets les lignes courbes qui font monter cette équation jusqu’au
carré, au méme genre que celles qui ne la font monter que jusqu’au cube; et
celles dont 1’équation monte au carré de cube, au méme genre que celles dont
elle ne monte qu’au sursolide, et ainsi des autres : dont la raison est qu’il y a
regle générale pour réduire au cube toutes les difficultés qui vont au carré de
carré, et au sursolide toutes celles qui vont au carré de cube; de facon qu’on ne
les doit point estimer plus composées.

Mais il est a remarquer qu’entre les lignes de chaque genre, encore que la plu-
part soient également composées, en sorte qu’elles peuvent servir a déterminer
les mémes points et construire les mémes problemes, il y en a toutefois aussi
quelques unes qui sont plus simples, et qui n’ont pas tant d’étendue en leur
puissance ; comme entre celles du premier genre, outre ’ellipse, I'hyperbole et la
parabole, qui sont également composées, le cercle y est aussi compris, qui man-
ifestement est plus simple; et entre celles du second genre, il y a la conchoide
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vulgaire, qui a son origine du cercle; et il y en a encore quelques autres qui,
bien qu’elles n’aient pas tant d’étendue que la plupart de celles du méme genre,
ne peuvent toutefois étre mises dans le premier.

Or, apres avoir ainsi réduit toutes les lignes courbes a certains genres, il m’est Suite de

aisé de poursuivre en la démonstration de la réponse que j’ai tantot faite & la explication de la
question de Pappus ; car premierement, ayant fait voir ci-dessus que, lorsqu’il n’y Paquisstlczziieau
a que trois ou quatre lignes droites données, I’équation qui sert a déterminer les HVI;S pr,écédent
points cherchés ne monte que jusqu’au carré, il est évident que la ligne courbe ou
se trouvent ces points est nécessairement quelqu’une de celles du premier genre,
a cause que cette méme équation explique le rapport qu’ont tous les points des
lignes du premier genre a ceux d’une ligne droite; et que lorsqu’il n’y a point
plus de huit lignes droites données, cette équation ne monte que jusqu’au carré
de carré tout au plus, et que par conséquent la ligne cherchée ne peut étre que
du second genre, ou au-dessous ; et que lorsqu’il n’y a point plus de douze lignes
données, ’équation ne monte que jusqu’au carré de cube, et que par conséquent
la ligne cherchée n’est que du troisieme genre, ou au-dessous ; et ainsi des autres.
Et méme a cause que la position des lignes droites données peut varier en toutes
sortes, et par conséquent faire changer tant les quantités connues que les signes
+ et — de ’équation, en toutes les fagons imaginables, il est évident qu’il n’y a
aucune ligne courbe du premier genre qui ne soit utile a cette question, quand
elle est proposée en quatre lignes droites ; ni aucune du second qui n’y soit utile,
quand elle est proposée en huit; ni du troisitme, quand elle est proposée en
douze ; et ainsi des autres : en sorte qu’il n’y a pas une ligne courbe qui tombe
sous le calcul et puisse étre recue en géométrie, qui n’y soit utile pour quelque
nombre de lignes.

Mais il faut ici plus particulierement que je détermine et donne la facon de Solution de cette
trouver la ligne cherchée qui sert en chaque cas, lorsqu’il n’y a que trois ou quatre — duestion quand
lignes droites données; et on verra, par méme moyen, que le premier genre des eneuI};erfttf(;zp(fjee
lignes courbes n’en contient aucunes autres que les trois sections coniques et le guatre lignes.
cercle.

Reprenons les quatre lignes AB, AD, EF et GH (fig. 9) données ci-dessus,
et qu’il faille trouver une autre ligne en laquelle il se rencontre une infinité de
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points tels que C, duquel ayant tiré les quatre lignes C B, C D, C F et CH, a
angles donnés sur les données, C' B multipliée par C'F produit une somme égale
a C' D multipliée par C' H ; c’est-a-dire, ayant fait

czy + bex
y727 CF =

z
92y + fgl — fgx
22

ezy + dek + dex
2 )

CB=y, CD-=
z

et CH=

Péquation est(5)

)2 = (cfglz — dckz?)y — (dez® + cfgz — begz)xy + befgla — bef ga?

ez’ — cgz?

au moins en supposant ez plus grand que cg, car s’il étoit moindre il faudroit
changer tous les signes + et —. Et si la quantité y se trouvoit nulle ou moindre
que rien en cette équation, lorsqu’on a supposé le point C' en 'angle D A G, il
faudroit le supposer aussi en 'angle D A E, ou E A R, ou R A G, en changeant
les signes + et — selon qu’il serait requis a cet effet. Et si en toutes ces quatre
positions la valeur de y se trouvoit nulle, la question seroit impossible au cas
proposé. Mais supposons-la ici étre possible, et pour en abréger les termes, au

cfglz — dekz? | . . dez? + cfgz — begz
———5— 5, écrivons 2m ; et au lieu de

lieu des quantités ,

ez’ —cgz ez — cgz?

2n
écrivons — ; et ainsi nous aurons
z

2n befgle — befga?
y2 — 2my — —xy + H
z ez3 —cgz

)

dont la racine est

nx 2mnx  n2z2  befgle — befgx?
y:m_+\/m2_ + > 4 fg3 f2g .
z z z ez3 — cgz

et de rechef pour abréger, au lieu de — écrivons o; et au lieu

n? befg . p o .

de =~ 3 5, €crivons — ; car ces quantités étant toutes données, nous
z ez* — cgz m

les pouvons nommer comme il nous plait : et ainsi nous avons

n /
y=m-——x+ m2+ox+£x2,
z m

qui doit étre la longueur de la ligne B C, en laissant A B ou z indéterminée. Et
il est évident que la question n’étant proposée qu’en trois ou quatre lignes, on

2mn befgl
"y fg .

ez’ — cgz

(5)Les termes contenus entre deux parenthéses sont placés I'un sous 'autre dans les anciennes

o —dekz?
éditions, comme, par exemple, tefglz [V
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peut toujours avoir de tels termes, excepté que quelques uns d’eux peuvent étre
nuls, et que les signes + et - peuvent diversement étre changés.

Apres cela je fais K I égale et parallele & B A, en sorte qu’elle coupe de B C
la partie B K égale a m, a cause qu’il y a ici +m ; et je ’aurois ajoutée en tirant
cette ligne I K de 'autre coté, s’il y avoit eu —m ; et je ne ’aurois point du tout
tirée, si la quantité m elt été nulle. Puis je tire aussi I L, en sorte que la ligne
I K est a K L comme z est a n; c’est-a-dire que I K étant xz, K L est ﬁx. Et
par méme moyen je connois aussi la proportion qui est entre K L et I L,une je

- n a . .
pose comme entre n et a : si bien que K L étant ;x, I L est ;x Et je fais que

le point K soit entre L et C, a cause qu’il y a ici ——=z ; au lieu que j'aurois mis
b )
z

n n
L entre K et C, si j’eusse eu +—x ; et je n’eusse point tiré cette ligne I L, si —x
z z

eut été nulle.
Or, cela fait, il ne me reste plus pour la ligne L C que ces termes

LC = ,/m2+ox+£x2,
m

d’ou je vois que s’ils étoient nuls, ce point C se trouveroit en la ligne droite
I L; et que s’ils étoient tels que la racine s’en piit tirer, c’est-a-dire que m? et
£x2 étant marqués d’un méme signe + ou —, o® fiit égal & 4pm, ou bien que
m

p . .
les termes m? et ox, ou ox et 22 fussent nuls, ce point C se trouveroit en une

autre ligne droite qui ne seroitn;)as plus malaisée a trouver que I L. Mais lorsque
cela n’est pas, ce point C' est toujours en I'une des trois sections ou en un cercle
dont 'un des diametres est en la ligne I L, et la ligne L C' est I'une de celles
qui s’appliquent par ordre a ce diametre; ou au contraire L C' est parallele au
diametre auquel celle qui est en la ligne I L est appliquée par ordre; a savoir si

le terme £x2 est nul, cette section conique est une parabole; et s’il est marqué
m

du signe +, c’est une hyperbole; et enfin s’il est marqué du signe —, c’est une

ellipse, excepté seulement si la quantité a®m est égale & pz2, et que 'angle I LC

soit droit, auquel cas on a un cercle au lieu d’une ellipse. Que si cette section

s . p . 0z PRI .
est une parabole, son coté droit est égal & —, et son diametre est toujours en

la ligne I L; et pour trouver le point NN, qui en est le sommet, il faut faire I N

am
égale & —— ; et que le point I soit entre L et N, si les termes sont +m? + ox;
0z

ou bien que le point L soit entre I et N, s’ils sont +m? —ox ; ou bien il faudroit
que N fiit entre I et L, s'il y avoit — m? + ox. Mais il ne peut jamais y avoir
—m?, en la facon que les termes ont ici été posés. Et enfin le point N seroit le
méme que le point I si la quantité m? étoit nulle ; au moyen de quoi il est aisé de
trouver cette parabole par le premier probleme du premier livre d’Apollonius.
Que si la ligne demandée est un cercle, ou une ellipse, ou une hyperbole, il

faut premierement chercher le point M qui en est le centre, et qui est toujours

aom
en la ligne droite I L ; ou on le trouve en prenant Sop pour I M, en sorte que si
Dz
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la quantité o est nulle, ce centre est justement au point I. Et si la ligne cherchée
est un cercle ou une ellipse, on doit prendre le point M du méme cété que le
point L, au respect du point I, lorsqu’on a + ox; et lorsqu’on a — oz, on le
doit prendre de ’autre. Mais tout au contraire, en ’hyperbole, si on a — oz, ce
centre M doit étre vers L; et si on a + oz, il doit étre de I'autre coté. Apres
cela le coté droit de la figure doit étre

0222 4mpz?
| dmp

a? a?

lorsqu’on a + m?, et que la ligne cherchée est un cercle ou une ellipse ; ou bien
lorsqu’on a — m?, et que c’est une hyperbole; et il doit étre

0222 4dmpz?
2

)
a a?

si la ligne cherchée, étant un cercle ou une ellipse, on a — m?; ou bien si étant
une hyperbole, et la quantité o étant plus grande que 4mp, on a + m?2. Que si

0
la quantité m? est nulle, ce co6té droit est — ; et si oz est nulle, il est
a

4mpz?

i

a

Puis, pour le coté traversant, il faut trouver une ligne qui soit a ce coté droit

comme a’m est & pz?; & savoir si ce coté droit est

0222 4mpz?
| dmp

a? a? '’

a?0?m?  4a?m3
P22 + pz2
Et en tous ces cas le diametre de la section est en la ligne I M, et L C' est 'une
de celles qui lui est appliquée par ordre. Si bien que, faisant M N égale a la
moitié du coté traversant, et le prenant du méme co6té du point M qu’est le
point L, on a le point N pour le sommet de ce diametre ; ensuite de quoi il est
aisé de trouver la section par les second et troisieme problemes du premier livre
d’Apollonius.
Mais quand cette section étant une hyperbole, on a +m?, et que la quantité
0? est nulle ou plus petite que 4pm, on doit tirer du centre M la ligne M O P
parallele a L C, et C' P parallele a L M, et faire M O égale a

le traversant est

m2— -
4p ’

ou bien la faire égale a m si la quantité oz est nulle; puis considérer le point O
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comme le sommet de cette hyperbole, dont le diametre est O P, et C' P la ligne
qui lui est appliquée par ordre, et son c6té droit est

datmt  ato?m3
P24 3o

et son coté traversant est

2,,2

excepté quand ox est nulle, car alors le co6té droit est et le traversant

22
est 2m; et ainsi il est aisé de la trouver par le troisiémepprobléme du premier
livre d’Apollonius.

Et les démonstrations de tout ceci sont évidentes ; car composant un espace
des quantités que j’ai assignées pour le coté droit, et le traversant, et pour
le segment du diametre N L ou O P, suivant la teneur du 11°, du 12°et du
13°théoreme du premier livre d’Apollonius, on trouvera tous les mémes termes

dont est composé le carré de la ligne C' P, ou C L, qui est appliquée par ordre

a ce diametre. Comme en cet exemple, 6tant I M qui est ——, de N M qui est
Dz
am
— /0% + 4dmp,
2pz

j’ai I N, a laquelle ajoutant I L qui est gm, j’ai N L qui est
z

[¢ aom am

zx_ 2pz 2]72

02 + 4dmp;
z

et ceci étant multiplié par —1/02 + 4mp, qui est le co6té droit de la figure, il vient
a

2
z\/0? + dmp — OQ—m\/o2 + 4dmp + 77;70 +2m?,
p p
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pour le rectangle, duquel il faut 6ter un espace qui soit au carré de N L comme
le coté droit est au traversant, et ce carré de N L est

a®? , a’om a’m 5 a0’m?  a®m?
—a? — &+~ 2\ 0P +Amp + o~
22 pz2 pz2 2p2 22 pz2
2 2
a‘om
_ 2
o222 V0% + dmp,

qu’il faut diviser par a>m et multiplier par pz2, & cause que ces termes expliquent
la proportion qui est entre le coté traversant et le droit, et il vient
2
o°m  om
L2 on + 24/ +4mp + —— — —1+/0% + dmp +m?,
m 2p 2p
ce qu'il faut oter du rectangle précédent, et on trouve

p
m?> + ox — g2
m

pour le carré de C L, qui par conséquent est une ligne appliquée par ordre dans
une ellipse, ou dans un cercle, au segment du diametre N L.
Et si on veut expliquer toutes les quantités données par nombres, en faisant

1
par exemple FA =3, AG=5 AB=BR,BS = §BE’ GB =BT,
2
CD= %C’R7 CF=2CS,CH = ECT’ et que 'angle A B R soit de 60 degrés,
et enfin que le rectangle des deux C' B et C' F soit égal au rectangle des deux
autres C' D et C' H ; car il faut avoir toutes ces choses afin que la question soit

entierement déterminée ; et avec cela, supposant A B = x, et C' B = y, on trouve
par la fagon ci-dessus expliquée.

y? =2y — xy + b — 22,

1 3
y:1—§x+1/1+4w—1x2,

si bien que B K doit étre 1, K L doit étre la moitié de K I ; et pourceque ’angle
I K LouABR est de 60 degrés, et K I L qui est la moitié de K I Boul K L,

1
de 30, I L K est droit. Et pourceque I K ou A B est nommée x, K L est 3%
3
et I L est a:\/; , et la quantité qui étoit tantot nommeée z est 1, celle qui étoit a
est T celle qui étoit m est 1, celle qui étoit o est 4, et celle qui étoit p est vk

/16 /19
de facon qu’on a 3 pour I M, et 3 pour N M : et pourceque a’m, qui

est —, est ici égal & pz?, et que l'angle I L C est droit, on trouve que la ligne

courbe N C est un cercle. Et on peut facilement examiner tous les autres cas en
meéme sorte.
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Au reste, a cause que les équations qui ne montent que jusqu’au carré sont
toutes comprises en ce que je viens d’expliquer, non seulement le probléeme des
anciens en trois et quatre lignes est ici entierement achevé, mais aussi tout ce
qui appartient a ce qu’ils nommoient la composition des lieux solides, et par
conséquent aussi a celle des lieux plans, a cause qu’ils sont compris dans les
solides : car ces lieux ne sont autre chose, sinon que, lorsqu’il est question de
trouver quelque point auquel il manque une condition pour étre entierement
déterminé, ainsi qu’il arrive en cet exemple, tous les points d’'une méme ligne
peuvent étre pris pour celui qui est demandé : et si cette ligne est droite ou
circulaire, on la nomme un lieu plan; mais si c’est une parabole, ou une hyper-
bole, ou une ellipse, on la nomme un lieu solide : et toutefois et quantes que
cela est, on peut venir a une équation qui contient deux quantités inconnues, et
est pareille a quelqu'une de celles que je viens de résoudre. Que si la ligne qui
détermine ainsi le point cherché est d’un degré plus composée que les sections
coniques, on la peut nommer, en méme fagon, un lieu sursolide, et ainsi des
autres. Et §’il manque deux conditions a la détermination de ce point, le lieu
ou il se trouve est une superficie, laquelle peut étre tout de méme ou plate, ou
sphérique, ou plus composée. Mais le plus haut but qu’aient eu les anciens en
cette matiere a été de parvenir a la composition des lieux solides; et il semble
que tout ce qu’Apollonius a écrit des sections coniques n’a été qu’a dessein de
la chercher.

De plus, on voit ici que ce que j’ai pris pour le premier genre des lignes
courbes n’en peut comprendre aucunes autres que le cercle, la parabole, I’hy-
perbole et l'ellipse, qui est tout ce que j’avois entrepris de prouver.

Que si la question des anciens est proposée en cinqg lignes qui soient toutes
paralleles, il est évident que le point cherché sera toujours en une ligne droite;
mais si elle est proposée en cinq lignes, dont il y en ait quatre qui soient par-
alleles, et que la cinquieme les coupe a angles droits, et méme que toutes les
lignes tirées du point cherché les rencontrent aussi a angles droits, et enfin que
le parallélipipede composé de trois des lignes ainsi tirées sur trois de celles qui
sont paralleles soit égal au parallélipipede composé des deux lignes tirées, I'une
sur la quatrieme de celles qui sont paralleles, et 'autre sur celle qui les coupe
a angles droits, et d’une troisieme ligne donnée, ce qui est, ce semble, le plus
simple cas qu’on puisse imaginer apres le précédent, le point cherché sera en
la ligne courbe qui est décrite par le mouvement d’une parabole, en la facon
ci-dessus expliquée.

Soient par exemple les lignes données AB, I H, ED, GF, et G A (fig. 11),
et qu’on demande le point C, en sorte que tirant C B, C F, C D, C H et C M
a angles droits sur les données, le parallélipipede des trois C F', C' D, C' H soit
égal a celui des deux autres C' B et C' M, et d’une troisieme qui soit A I. Je pose
CB=y,CM =z, Al ou AFE ou GFE = a; de facon que le point C étant
entre les lignes ABet DE,jaiC F=2a—y,CD=a—-y,et CH=y+a;et
multipliant ces trois I'une par 'autre, j’ai y> — 2ay? — a?y + 2a égal au produit
des trois autres, qui est axy. Apres cela je considere la ligne courbe C E G,
que j’imagine étre décrite par l'intersection de la parabole C' K N, qu’on fait
mouvoir en telle sorte que son diametre K L est toujours sur la ligne droite A B,
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et de la regle G L qui tourne cependant autour du point G en telle sorte qu’elle
passe toujours dans le plan de cette parabole par le point L. Et je fais K L = a,
et le coté droit principal, c¢’est-a-dire celui qui se rapporte a l'essieu de cette
parabole, aussi égal a a, et GA=2a,et CBouM A=y, et CM ou AB = x.
Puis a cause des triangles semblables G M C et C BL, G M qui est 2a — y,xest a

M C qui est x, comme C' B qui est y, est a B L qui est par conséquent 2

a—y
2
Et pourceque K L est a, B K est a — Y , ou bien w. Et enfin
2a —y 2a —y

pourceque ce méme B K, étant un segment du diametre de la parabole, est a
B C qui lui est appliquée par ordre, comme celle-ci est au co6té droit qui est a,
le calcul montre que y° — 2ay® — a?y + 2a> est égal & azxy; et par conséquent
que le point C est celui qui étoit demandé. Et il peut étre pris en tel endroit
de la ligne C' E G qu’on veuille choisir, ou aussi en son adjointe ¢ E G ¢, qui
se décrit en méme facon, excepté que le sommet de la parabole est tourné vers
Pautre c6té, ou enfin en leurs contreposées N I o, n I O, qui sont décrites par
Iintersection que fait la ligne G L en l'autre coté de la parabole K N.

Or encore que les paralleles données A B, [ H, E D, et G F, ne fussent point
également distantes, et que G A ne les coupat point a angles droits, ni aussi
les lignes tirées du point C vers elles, ce point C' ne laisseroit pas de se trouver
toujours en une ligne courbe qui seroit de méme nature : et il s’y peut aussi
trouver quelquefois, encore qu’aucune des lignes données ne soient paralléles.
Mais si lorsqu’il y en a quatre ainsi paralleles, et une cinquieme qui les traverse,
et que le parallélipipede de trois des lignes tirées du point cherché, I’une sur cette
cinquiéme, et les deux autres sur deux de celles qui sont paralleles, soit égal a
celui des deux tirées sur les deux autres paralleles, et d’une autre ligne donnée :
ce point cherché est en une ligne courbe d’une autre nature, & savoir en une qui
est telle, que toutes les lignes droites appliquées par ordre & son diametre étant
égales a celles d’une section conique, les segments de ce diametre qui sont entre
le sommet et ces lignes ont méme proportion a une certaine ligne donnée, que
cette ligne donnée a aux segments du diametre de la section conique, auxquels
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les pareilles lignes sont appliquées par ordre. Et je ne saurois véritablement dire
que cette ligne soit moins simple que la précédente, laquelle j’ai cru toutefois
devoir prendre pour la premiere, a cause que la description et le calcul en sont
en quelque facon plus faciles.

Pour les lignes qui servent aux autres cas, je ne m’arréterai point a les dis-
tinguer par espéces, car je n’ai pas entrepris de dire tout ; et, ayant expliqué la
fagon de trouver une infinité de points par ou elles passent, je pense avoir assez
donné le moyen de les décrire.

Méme il est a propos de remarquer qu’il y a grande différence entre cette
fagon de trouver plusieurs points pour tracer une ligne courbe, et celle dont on
se sert pour la spirale et ses semblables ; car par cette derniere on ne trouve pas
indifféremment tous les points de la ligne qu’on cherche, mais seulement ceux
qui peuvent étre déterminés par quelque mesure plus simple que celle qui est
requise pour la composer; et ainsi, a proprement parler, on ne trouve pas un
de ses points, c’est-a-dire pas un de ceux qui lui sont tellement propres qu’ils
ne puissent étre trouvés que par elle; au lieu qu’il n’y a aucun point dans les
lignes qui servent a la question proposée, qui ne se puisse rencontrer entre ceux
qui se déterminent par la fagon tantot expliquée. Et pourceque cette facon de
tracer une ligne courbe, en trouvant indifféremment plusieurs de ses points, ne
s’étend qu’a celles qui peuvent aussi étre décrites par un mouvement régulier et
continu, on ne la doit pas entierement rejeter de la géométrie.

Et on n’en doit pas rejeter non plus celle ot on se sert d’un fil ou d’une
corde repliée pour déterminer 1’égalité ou la différence de deux ou plusieurs
lignes droites qui peuvent étre tirées de chaque point de la courbe qu’on cherche,
a certains autres points, ou sur certaines autres lignes a certains angles, ainsi
que nous avons fait en la Dioptrique pour expliquer I’ellipse et I'hyperbole ; car
encore qu’on n’y puisse recevoir aucunes lignes qui semblent a des cordes, c’est-
a-dire qui deviennent tantot droites et tantot courbes, a cause que la proportion
qui est entre les droites et les courbes n’étant pas connue, et méme, je crois, ne
le pouvant étre par les hommes, on ne pourroit rien conclure de la qui fut exact
et assuré. Toutefois a cause qu’on ne se sert de cordes en ces constructions que
pour déterminer des lignes droites dont on connoit parfaitement la longueur,
cela ne doit point faire qu’on les rejette.

Or de cela seul qu’on sait le rapport qu’ont tous les points d’une ligne courbe
a tous ceux d’une ligne droite, en la fagon que j’ai expliquée, il est aisé de trouver
aussi le rapport qu’ils ont a tous les autres points et lignes données; et ensuite
de connoitre les diametres, les essieux, les centres et autres lignes ou points a qui
chaque ligne courbe aura quelque rapport plus particulier ou plus simple qu’aux
autres; et ainsi d’imaginer divers moyens pour les décrire, et d’en choisir les
plus faciles ; et méme on peut aussi, par cela seul, trouver quasi tout ce qui peut
étre déterminé touchant la grandeur de I’espace qu’elles comprennent, sans qu’il
soit besoin que j’en donne plus d’ouverture. Et enfin pour ce qui est de toutes
les autres propriétés qu’on peut attribuer aux lignes courbes, elles ne dépendent
que de la grandeur des angles qu’elles font avec quelques autres lignes. Mais
lorsqu’on peut tirer des lignes droites qui les coupent a angles droits, aux points
ou elles sont rencontrées par celles avec qui elles font les angles qu’on veut
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mesurer, ou, ce que je prends ici pour le méme, qui coupent leurs contingentes,
la grandeur de ces angles n’est pas plus malaisée a trouver que s’ils étoient
compris entre deux lignes droites. C’est pourquoi je croirai avoir mis ici tout ce
qui est requis pour les éléments des lignes courbes, lorsque j’aurai généralement
donné la fagon de tirer des lignes droites qui tombent & angles droits sur tels de
leurs points qu’on voudra choisir. Et j'ose dire que c’est ceci le probleme le plus
utile et le plus général, non seulement que je sache, mais méme que j’aie jamais
désiré de savoir en géométrie.

Soit C' E (fig. 12) la ligne courbe, et qu'il faille tirer une ligne droite par
le point C, qui fasse avec elle des angles droits. Je suppose la chose déja faite,

Fig. 12.
. (]
/ EJ \\. .‘,/
F AM P [

et que la ligne cherchée est C P, laquelle je prolonge jusqu’au point P, ou elle
rencontre la ligne droite G A, que je suppose étre celle aux points de laquelle on
rapporte tous ceux de la ligne C' E'; en sorte que faisant M A on C B = y, et
C M ou B A = z, j’ai quelque équation qui explique le rapport qui est entre x
et y; puis je fais PC' =s,et PA=v,ou PM = v —y; et a cause du triangle
rectangle P M C, j’ai s2, qui est le carré de la base, égal & 22 + v? — 2vy + y?,
qui sont les carrés des deux cotés; c’est-a-dire j’ai

z =52 — 02 + 20y — 42,

ou bien
y=uv-++s2— 122

et par le moyen de cette équation, j’6te de 'autre équation, qui m’explique le
rapport qu’ont tous les points de la courbe C'F a ceux de la droite G A, I'une des
deux quantités indéterminées x ou y; ce qui est aisé a faire en mettant partout

\/52—v2+211y—y2

au lieu de z, et le carré de cette somme au lieu de 22, et son cube au lieu de 3,
et ainsi des autres, si c¢’est & que je veuille oter; ou bien si c’est y, en mettant

en son lieu
v+ /82— 22,

et le carré ou le cube, etc., de cette somme au lieu de y? ou 2, etc. De facon
qu’il reste toujours apres cela une équation en laquelle il n’y a plus qu’une seule
quantité indéterminée x ou y. Comme si C' F est une ellipse, et que M A soit
le segment de son diametre, auquel C' M soit appliquée par ordre, et qui ait r
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pour son coté droit et ¢ pour le traversant, on a, par le treizieme théoreme du

2

r
premier livre d’Apollonius, 2 = ry — —y2, d’ou 6tant z2, il reste
q

&~ p 20y —yP =y — 4P,
q

ou bien
qry — 2quy + qv°® — g5
q—r ;
car il est mieux en cet endroit de considérer ainsi ensemble toute la somme que
d’en faire une partie égale a ’autre.
Tout de méme si C E (fig. 13) est la ligne courbe décrite par le mouvement
d’une parabole en la fagon ci-dessus expliquée (page 13), et qu’on ait posé b

¥ +

0;

Fig. 13.

pour G A, ¢ pour K L, et d pour le c6té droit du diametre K L en la parabole,
I’équation qui explique le rapport qui est entre x et y est

v — by? — edy + bed + dzy = 0,

d’ou Otant x on a

y® — by® — edy + bed + dy\/5% — v + 20y — 42 = 0;

et remettant en ordre ces termes par le moyen de la multiplication, il vient

y® — 20y + (b7 — 2cd + d*)y* + (4bed — 2d%v)y?
+ (2d* — d*s* + d*v* — 2b%cd)y? — 2bc*d?y + b*c*d* = 0,

et ainsi des autres. Méme, encore que les points de la ligne courbe ne se rap-
portassent pas en la fagon que j’ai dit & ceux d’une ligne droite, mais en toute
autre qu’on sauroit imaginer, on ne laisse pas de pouvoir toujours avoir une
telle équation. Comme si C' E (fig. 14) est une ligne qui ait tel rapport aux
trois points F, G et A, que les lignes droites tirées de chacun de ses points
comme C jusques au point F', surpassent la ligne F' A d’une quantité qui ait
certaine proportion donnée & une autre quantité dont G A surpasse les lignes
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tirées des mémes points jusques & G. Faisons G A = b, A F = ¢, et prenant a
discrétion le point C dans la courbe, que la quantité dont C' F' surpasse F' A,
soit a celle dont G A surpasse G C, comme d & e; en sorte que si cette quantité
e
qui est indéterminée se nomme z, C'F est ¢+ z, et G C est b — —z. Puis posant
MA=y, GM est b—y, et FF M est c+ vy, et a cause du triangle rectangle
C M @G, 6tant le carré de G M du carré de G C, on a le carré de C' M, qui est
2

e 5 2be 2.

prkd 72+2by7y ;
puis otant le carré de FF M du carré de C' F, on a encore le carré de C' M en
d’autres termes, a savoir z2 4+ 2cz — 2cy — y?; et ces termes étant égaux aux
précédents, ils font connoitre y ou M A, qui est

d222 4+ 2¢d?z — €222 + 2bdez
2bd? + 2cd? ’

et substituant cette somme au lieu de y dans le carré de C' M, on trouve qu’il
s’exprime en ces termes :

bd?2? + ce?2% + 2bed?z — 2bcdez 9
bd? + cd? '
Puis supposant que la ligne droite P C rencontre la courbe a angles droits
au point C, et faisant P C' = s et P A = v comme devant, PM est v — y; et &

cause du triangle rectangle PC M, on a s% —v? +2vy —y? pour le carré de C' M,
ou derechef, ayant au lieu de y substitué la somme qui lui est égale, il vient

2 2bcd?z — 2bedez — 2cd?vz — 2bdevz — bd?s? + bd*v? — cd?s? + cd*v?
bd? + ce? + e?v — d?v

pour I’équation que nous cherchions.

Or apres qu’on a trouvé une telle équation, au lieu de s’en servir pour
connoitre les quantités z, ou y, ou z, qui sont déja données, puisque le point C'
est donné, on la doit employer a trouver v ou s, qui déterminent le point P qui
est demandé. Et a cet effet il faut considérer que si ce point P est tel qu’on le
désire, le cercle dont il sera le centre, et qui passera par le point C, y touchera
la ligne courbe C' E sans la couper ; mais que si ce point P est tant soit peu plus
proche ou plus éloigné du point A qu’il ne doit, ce cercle coupera la courbe, non
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seulement au point C', mais aussi nécessairement en quelque autre. Puis il faut
aussi considérer que lorsque ce cercle coupe la ligne courbe C E, ’équation par
laquelle on cherche la quantité = ou y, ou quelque autre semblable, en supposant
P A et PC étre connues, contient nécessairement deux racines qui sont inégales.
Car par exemple, si ce cercle coupe la courbe aux points C et E (fig. 15), ayant
tiré E @Q parallele a C' M, les noms des quantités indéterminées = et y convien-
dront aussi bien aux lignes EQ et Q A qu'a C M et M A; puis P E est égale a
PC a cause du cercle, si bien que cherchant les lignes EQ et Q A, par PE et P A
qu’on suppose comme données, on aura la méme équation que si on cherchoit

Fig. 15.

CM et M Apar PC, P A; dou il suit évidemment que la valeur de = ou de y,
ou de telle autre quantité qu’on aura supposée, sera double en cette équation,
c’est-a~dire qu'il y aura deux racines inégales entre elles, et dont 'une sera C' M,
lautre E @, si c’est  qu’on cherche, ou bien 'une sera M A et lautre @Q A,
si c’est y; et ainsi des autres. Il est vrai que si le point E ne se trouve pas du
méme c6té de la courbe que le point C il n’y aura que I'une de ces deux racines
qui soit vraie, et I’autre sera renversée ou moindre que rien : mais plus ces deux
points C et E sont proches I'un de l'autre, moins il y a de différence entre ces
deux racines; et enfin elles sont entierement égales, s’ils sont tous deux joints
en un, c’est-a-dire si le cercle qui passe par C'y touche la courbe C' E sans la
couper.

De plus il faut considérer que lorsqu’il y a deux racines égales en une
équation, elle a nécessairement la méme forme que si on multiplie par soi-méme
la quantité qu’on y suppose étre inconnue, moins la quantité connue qui lui est
égale, et qu’apres cela, si cette derniere somme n’a pas tant de dimensions que
la précédente, on la multiplie par une autre somme qui en ait autant qu’il lui en
manque, afin qu’il puisse y avoir séparément équation entre chacun des termes
de l'une et chacun des termes de l'autre.

Comme par exemple, je dis que la premiere équation trouvée ci-dessus, a

savoir ) )
ry — 2quy + qu* — qs
y2 + qary quy + ¢ q 7
q—r

doit avoir la méme forme que celle qui se produit en faisant e égal a y, et mul-
tipliant y — e par soi-méme, d’ot1 il vient y? — 2ey + €2, en sorte qu'on peut
comparer séparément chacun de leurs termes, et dire que puisque le premier
qui est y2, est tout le méme en I'une qu’en l'autre, le second qui est en I'une
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qry — 2quy
q—rT

. . . r 1 Lo
tité v qui est la ligne P A, on a v = e — —e + 5 ou bien a cause que nous

r 1
avons supposé e égal a y,onav =y — —y + 57". Et ainsi on pourroit trouver s
q

, est égal au second de ’autre qui est —2ey ; d’ott cherchant la quan-

) qu? — 52

par le troisiéme terme e ; mais pourceque la quantité v détermine

q
assez le point P, qui est le seul que nous cherchions, on n’a pas besoin de passer
outre.
Tout de méme la seconde équation trouvée ci-dessus, a savoir

y® — 20y° + (b* — 2cd + d?)y* + (4bed — 2d%v)y?
+ (2d? — 2% cd + d*v? — d*s%)y? — 2bc2d?y + bPPd?,

doit avoir méme forme que la somme qui se produit lorsqu’on multiplie
y* —2ey+e® par y'+ [y + g%yt + 0Py + k!

qui est

o+ (f = 20)y° + (9° — 2ef + )y + (h° — 2e9” + *f)y°
+ (k* — 2eh® 4 €2¢%)y? + (€*h® — 2ek*)y + 2k,

de fagon que de ces deux équations j’en tire six autres qui servent a connoitre
les six quantités f, g, h, k, v et s. D’ou il est fort aisé a entendre que, de quelque
genre que puisse étre la ligne courbe proposée, il vient toujours par cette facon
de procéder autant d’équations qu’on est obligé de supposer de quantités qui
sont inconnues. Mais pour déméler par ordre ces équations, et trouver enfin la
quantité v, qui est la seule dont on a besoin, et a ’occasion de laquelle on cherche
les autres, il faut premierement par le second terme chercher f, la premiere des
quantités inconnues de la derniére somme, et on trouve

f=2e—2b.

Puis par le dernier, il faut chercher k, la derniére des quantités inconnues de la

meéme somme, et on trouve
b2c2d?

4
k 2

e

Puis par le troisieme terme, il faut chercher g, la seconde quantité, et on a
g% = 3e* — 4dbe — 2cd + b + d>.
Puis par la pénultieme, il faut chercher h, la pénultiéme quantité, qui est

B 2b%2c2d?  2bc*d?

h3
e3 e?
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Et ainsi il faudroit continuer suivant ce méme ordre jusques a la derniere, s’il
y en avoit d’avantage en cette somme; car c’est chose qu’on peut toujours faire
en méme facon.

Puis, par le terme qui suit en ce méme ordre, qui est ici le quatrieme, il faut
chercher la quantité v, et on a

2w B e B b B
R d? d? d d e? ed’

ou mettant y au lieu de e qui lui est égal, on a

- 2% 3by? by 2y 2bc  be? bR

e e te VTt e

pour la ligne A P.
Et ainsi la troisieme équation, qui est

2 2bcd?z — 2bedez — 2cd?vz — 2bdevz — bd?s? + bd*v? — cd?s? + cd*v?
z
bd? + ce? + e2v — d?v
a la méme forme que

22 —2fz+ f?,

en supposant f égal a z, si bien qu’il y a derechef équation entre —2f ou —2z,

et
2bed? — 2bede — 2¢d?v — 2bdev

bd? + ce? + e2v — d?v

d’olt on connoit que la quantité v est

)

bed? — bede + bd?z + ce?z
cd? + bde — €2z + d?z

C’est pourquoi, composant la ligne A P (fig. 16) de cette somme égale & v,
dont toutes les quantités sont connues, et tirant du point P ainsi trouvé, une

Fig. 16.

ligne droite vers C, elle y coupe la courbe C' E a angles droits; qui est ce qu’il
falloit faire. Et je ne vois rien qui empéche qu’on n’étende ce probléme en méme
fagon a toutes les lignes courbes qui tombent sous quelque calcul géométrique.

Méme il est & remarquer, touchant la derniere somme, qu’on prend a dis-
crétion pour remplir le nombre des dimensions de ’autre somme lorsqu’il y en
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manque, comme nous avons pris tantot y* + fy3 4+ ¢?y% +h3y + k%, que les signes
+ et — y peuvent étre supposés tels qu’on veut, sans que la ligne v ou A P se
trouve diverse pour cela, comme vous pourrez aisément voir par expérience ; car
g’il falloit que je m’arrétasse a démontrer tous les théoremes dont je fais quelque
mention, je serois contraint d’écrire un volume beaucoup plus gros que je ne
désire. Mais je veux bien en passant vous avertir que 'invention de supposer
deux équations de méme forme, pour comparer séparément tous les termes de
I'une a ceux de 'autre, et ainsi en faire naitre plusieurs d’une seule, dont vous
avez vu ici un exemple, peut servir a une infinité d’autres problemes, et n’est
pas I'une des moindres de la méthode dont je me sers.

Je n’ajoute point les constructions par lesquelles on peut décrire les con-
tingentes ou les perpendiculaires cherchées, ensuite du calcul que je viens d’ex-
pliquer, a cause qu’il est toujours aisé de les trouver, bien que souvent on ait
besoin d’un peu d’adresse pour les rendre courtes et simples.

Comme par exemple, si D C (fig. 17) est la premiére conchoide des anciens,

Fig. 17.

dont A soit le pole et B H la regle, en sorte que toutes les lignes droites qui
regardent vers A, et sont comprises entre la courbe C' D et la droite B H, comme
D B et C E, soient égales, et qu’on veuille trouver la ligne C' G qui la coupe au
point C' a angles droits, on pourroit, en cherchant dans la ligne B H le point par
ou cette ligne C'G doit passer, selon la méthode ici expliquée, s’engager dans un
calcul autant ou plus long qu’aucun des précédents : et toutefois la construction
qui devroit apres en étre déduite est fort simple; car il ne faut que prendre C' F'
en la ligne droite C' A, et la faire égale & C' H qui est perpendiculaire sur H B;
puis du point F tirer F' G parallele & B A et égale & E' A ; au moyen de quoi on
a le point G, par lequel doit passer C' G la ligne cherchée.

Au reste, afin que vous sachiez que la considération des lignes courbes ici
proposée n’est pas sans usage, et qu’elles ont diverses propriétés qui ne cedent
en rien a celles des sections coniques, je veux encore ajouter ici ’explication de
certaines ovales que vous verrez étre tres utiles pour la théorie de la catoptrique
et de la dioptrique. Voici la fagon dont je les décris :

Premiérement, ayant tiré les lignes droites F' A et A R (fig. 18), qui s’entre-
coupent au point A, sans qu’il importe a quels angles, je prends en 'une le point
F' a discrétion, c’est-a-dire plus ou moins éloigné du point A, selon que je veux
faire ces ovales plus ou moins grandes, et de ce point F', comme centre, je décris
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un cercle qui passe quelque peu au-dela du point A, comme par le point 5; puis
de ce point 5 je tire la ligne droite 5 6, qui coupe l'autre au point 6, en sorte
que A 6 soit moindre que A 5 selon telle proportion donnée qu’on veut, a savoir

Fig. 18.

selon celle qui mesure les réfractions si on s’en veut servir pour la dioptrique.
Apres cela je prends aussi le point G en la ligne F' A du c6té ol est le point 5, a
discrétion, c’est-a-dire en faisant que les lignes A F' et G A ont entre elles telle
proportion donnée qu’on veut. Puis je fais R A égale a G A en la ligne A6, et du
centre G décrivant un cercle dont le rayon soit égal a R 6, il coupe 'autre cercle
de part et d’autre au point 1, qui est 'un de ceux par ou doit passer la premiere
des ovales cherchées. Puis derechef du centre F' je décris un cercle qui passe un
peu au-deca ou au-dela du point 5, comme par le point 7, et ayant tiré la ligne
droite 78 parallele a 56, du centre G je décris un autre cercle dont le rayon est
égal a la ligne R 8, et ce cercle coupe celui qui passe par le point 7 au point
1, qui est encore I'un de ceux de la méme ovale; et ainsi on en peut trouver
autant d’autres qu’on voudra, en tirant derechef d’autres lignes paralleles a 78,
et d’autres cercles des centres F' et G.

Pour la seconde ovale il n’y a point de différence, sinon qu’au lieu de A R
(fig. 19) il faut de l'autre c6té du point A prendre A S égal a A G, et que le
rayon du cercle décrit du centre G, pour couper celui qui est décrit du centre
F et qui passe par le point 5, soit égal a la ligne S 6, ou qu’il soit égal a S 8, si
c’est pour couper celui qui passe par le point 7, et ainsi des autres; au moyen
de quoi ces cercles s’entre-coupent aux points marqués 2, 2, qui sont ceux de
cette seconde ovale A2 X.

Pour la troisieme et la quatrieme, au lieu de la ligne A G il faut prendre A H
(fig. 21 et 22) de Pautre c6té du point A, & savoir du méme qu’est le point F';
et il y a ici de plus & observer que cette ligne A H doit étre plus grande que
A F, laquelle peut méme étre nulle, en sorte que le point F' se rencontre ou est
le point A en la description de toutes ces ovales. Apres cela les lignes AR et AS
étant égales & A H, pour décrire la troisieme ovale A 3Y, je fais un cercle du
centre H, dont le rayon est égal a .S 6, qui coupe au point 3 celui du centre F,
qui passe par le point 5; et un autre dont le rayon est égal a S8, qui coupe celui
qui passe par le point 7 au point aussi marqué 3, et ainsi des autres. Enfin, pour
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la derniere ovale, je fais des cercles du centre H, dont les rayons sont égaux aux
lignes R6, R8, et semblables, qui coupent les autres cercles aux points marqués
4.

On pourroit encore trouver une infinité d’autres moyens pour décrire ces
mémes ovales; comme par exemple, on peut tracer la premiere AV (fig. 20),
lorsqu’on suppose les lignes F' A et A G étre égales, si on divise la toute F'G au

Fig. 20.

point L, en sorte que F' L soit & L G comme A5 a A6, c’est-a-dire qu’elles aient
la proportion qui mesure les réfractions. Puis ayant divisé A L en deux parties
égales au point K, qu’on fasse tourner une régle comme E F autour du point
F, en pressant du doigt C' la corde E C, qui étant attachée au bout de cette
regle vers E, se replie de C vers K, puis de K derechef vers C, et de C vers
(G, ol son autre bout soit attaché, en sorte que la longueur de cette corde soit
composée de celle des lignes G A, plus A L, plus F' E, moins A F'; et ce sera le
mouvement du point C' qui décrira cette ovale, a I'imitation de ce qui a été dit
en la dioptrique de ’ellipse et de 'hyperbole; mais je ne veux point m’arréter
plus long-temps sur ce sujet.

Or, encore que toutes ces ovales semblent étre quasi de méme nature, elles
sont néanmoins de quatre divers genres, chacun desquels contient sous soi une in-
finité d’autres genres, qui derechef contiennent chacun autant de diverses especes
que fait le genre des ellipses ou celui des hyperboles ; car selon que la proportion
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qui est entre les lignes A5, A6, ou semblables, est différente, le genre subalterne
de ces ovales est différent ; puis selon que la proportion qui est entre les lignes
AF et AG ou A H est changée, les ovales de chaque genre subalterne changent
d’espece ; et selon que A G ou A H est plus ou moins grande, elles sont diverses
en grandeur; et si les lignes A5 et A6 sont égales, au lieu des ovales du premier
genre ou du troisieme, on ne décrit que des lignes droites ; mais au lieu de celles
du second on a toutes les hyperboles possibles, et au lieu de celles du dernier
toutes les ellipses.

Outre cela, en chacune de ces ovales il faut considérer deux parties qui ont
diverses propriétés : a savoir en la premiere, la partie qui est vers A (fig. 18),
fait que les rayons qui étant dans ’air viennent du point F', se retournent tous
vers le point G, lorsqu’ils rencontrent la superficie convexe d’un verre dont la
superficie est 1 A1, et dans lequel les réfractions se font telles que, suivant ce qui
a été dit en la Dioptrique, elles peuvent toutes étre mesurées par la proportion
qui est entre les lignes A5 et A6 ou semblables, par I’aide desquelles on a décrit
cette ovale.

Mais la partie qui est vers V fait que les rayons qui viennent du point G se
réfléchiroient tous vers F, s’ils y rencontroient la superficie concave d’un miroir
dont la figure fut 1V 1, et qui fit de telle matiere qu’il diminuat la force de ces
rayons selon la proportion qui est entre les lignes A5 et A6; car de ce qui a été
démontré en la Dioptrique, il est évident que, cela posé, les angles de la réflexion
seroient inégaux, aussi bien que sont ceux de la réfraction, et pourroient étre
mesurés en méme sorte.

En la seconde ovale la partie 2 A 2 (fig. 19) sert encore pour les réflexions
dont on suppose les angles étre inégaux ; car étant en la superficie d’'un miroir
composé de méme matiere que le précédent, elle feroit tellement réfléchir tous
les rayons qui viendroient du point G, qu’ils sembleroient apres étre réfléchis
venir du point F. Et il est a remarquer qu’ayant fait la ligne A G beaucoup
plus grande que A F, ce miroir seroit convexe au milieu vers A, et concave aux
extrémités ; car telle est la figure de cette ligne, qui en cela représente plutét un
ceeur qu’une ovale.

Mais son autre partie X 2 sert pour les réfractions, et fait que les rayons qui
étant dans lair tendent vers F', se détournent vers G en traversant la superficie
d’un verre qui en ait la figure.

La troisieme ovale sert toute aux réfractions, et fait que les rayons qui étant
dans 'air tendent vers F' (fig. 21), se vont rendre vers H dans le verre, apres
qu’ils ont traversé sa superficie dont la figure est A3Y 3, qui est convexe partout,
excepté vers A ou elle est un peu concave, en sorte qu’elle a la figure d’un coeur
aussi bien que la précédente; et la différence qui est entre les deux parties de
cette ovale consiste en ce que le point F est plus proche de I'une que n’est le
point H, et qu'il est plus éloigné de 'autre que ce méme point H.

En méme facon la derniére ovale sert toute aux réflexions, et fait que si les
rayons qui viennent du point H (fig. 22) rencontroient la superficie concave d'un
miroir de méme matiere que les précédents, et dont la figure fit A4 Z 4, ils se
réfléchiroient tous vers F.

De facon qu’on peut nommer les points F' et G ou H les points brilants de
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ces ovales, a I’exemple de ceux des ellipses et des hyperboles, qui ont été ainsi
nommés en la Dioptrique.

Fig. 22.

J’omets quantité d’autres réfractions et réflexions qui sont réglées par ces
mémes ovales, car n’étant que les converses ou les contraires de celles-ci, elles en
peuvent facilement étre déduites. Mais il ne faut pas que j’omette la démonstra-
tion de ce que j’ai dit ; et & cet effet prenons, par exemple, le point C' (fig. 16) &
discrétion en la premiere partie de la premiere de ces ovales; puis tirons la ligne
droite C' P qui coupe la courbe au point C a angles droits, ce qui est facile par
le probleme précédent ; car prenant b pour A G, ¢ pour A F, ¢+ z pour C F,
et supposant que la proportion qui est entre d et e, que je prendrai ici toujours
pour celle qui mesure les réfractions du verre proposé, désigne aussi celle qui est
entre les lignes A5 et A 6 ou semblables, qui ont servi pour décrire cette ovale,
ce qui donne b — gz pour C G, on trouve que la ligne A P est

bed? — bede + bd?z + ce?z
cd? + bde — €2z + d?z

ainsi qu’il a été montré ci-dessus (p. 29). De plus, du point P ayant tiré P Q a
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angles droits sur la droite C' F', et P N aussi & angles droits sur C G, considérons
que si PQ est a PN comme d est a e, c’est-a-dire comme les lignes qui mesurent
les réfractions du verre convexe A C, le rayon qui vient du point F' au point C,
doit tellement s’y courber en entrant dans ce verre, qu’il s’aille rendre apres
vers (G, ainsi qu’il est tres évident de ce qui a été dit en la Dioptrique. Puis
enfin voyons par le calcul s’il est vrai que P Q) soit a P N comme d est a e. Les
triangles rectangles P Q F' et C' M F sont semblables; d’ou il suit que C' F est
a C M comme F P est a P (Q, et par conséquent que P F' étant multipliée par
C M et divisée par C' F est égale a P ). Tout de méme les triangles rectangles
P N G et C M G sont semblables; d’ou il suit que G P multipliée par C M et
divisée par C'G est égale & P N. Puis a cause que les multiplications ou divisions
qui se font de deux quantités par une méme ne changent point la proportion
qui est entre elles, si P F' multipliée par C' M et divisée par C' F, est a G P
multipliée aussi par C' M et divisée par C' G, comme d est a e, en divisant I'une
et l'autre de ces deux sommes par C' M, puis les multipliant toutes deux par
C F et derechef par C G, il reste E P multipliée par C' G qui doit étre a G P
multipliée par C' F, comme d est a e. Or par la construction F' P est

bed? — bede + bd?z + cez
cd? + bde — €2z + d?z

)

ou bien
Fp_ bed? + 2d? 4+ bd?z + cd?z
T cd? +bde — €22 + d22

)

e
et CGestb— il si bien que, multipliant F' P par C G, il vient

b2cd? + b2d? + b2d?z + bed?z — bedez — *dez — bdez? — cdez?
cd? + bde — €2z + d?z

)

puis G P est
_ bed? — bede + bd?z + ce?z

cd? 4+ bde — €2z + d?z

b

ou bien ) 5 )
ap_ b*de + bede — be*z — ce z7
cd? + bde — €2z + d?z

et C' F est ¢+ z; si bien qu’en multipliant G P par C F il vient

b2cde + bctde + b2dez + bedez — beez — ez — be222 — ce? 22
cd? + bde — €2z + d2z '

Et pourceque la premiere de ces sommes divisée par d est la méme que la
seconde divisée par e, il est manifeste que F' P multipliée par C G, est a G P
multipliée par C' F, c’est-a-dire que P Q est & P N comme d est a e, qui est tout
ce qu’il falloit démontrer.

Et sachez que cette méme démonstration s’étend a tout ce qui a été dit des
autres réfractions ou réflexions qui se font dans les ovales proposées, sans qu’il
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y faille changer aucune chose que les signes + et — du calcul ; ¢’est pourquoi
chacun les peut aisément examiner de soi-méme, sans qu’il soit besoin que je
m’y arréte.

Mais il faut maintenant que je satisfasse a ce que j’ai omis en la Dioptrique,
lorsqu’apres avoir remarqué qu’il peut y avoir des verres de plusieurs diverses
figures qui fassent aussi bien I'un que I'autre que les rayons venant d’un méme
point de l'objet s’assemblent tous en un autre point apres les avoir traversés;
et qu’entre ces verres, ceux qui sont fort convexes d’un coété et concaves de
I’autre ont plus de force pour briler que ceux qui sont également convexes des
deux cotés; au lieu que tout au contraire ces derniers sont les meilleurs pour
les lunettes. Je me suis contenté d’expliquer ceux que j’ai cru étre les meilleurs
pour la pratique, en supposant la difficulté que les artisans peuvent avoir a les
tailler. C’est pourquoi, afin qu’il ne reste rien a souhaiter touchant la théorie
de cette science, je dois expliquer encore ici la figure des verres qui, ayant 1'une
de leurs superficies autant convexe ou concave qu’on voudra, ne laissent pas de
faire que tous les rayons qui viennent vers eux d’un méme point, ou paralléles,
s’assemblent apres en un méme point ; et celles des verres qui font le semblable,
étant également convexes des deux cOtés, ou bien la convexité de 'une de leurs
superficies ayant la proportion donnée a celle de ’autre.

Posons pour le premier cas, que les points G, Y, C et F' (fig. 23 et 24) étant
donnés, les rayons qui viennent du point G ou bien qui sont paralleles a G A se
doivent assembler au point F', apres avoir traversé un verre si concave, que Y
étant le milieu de sa superficie intérieure ; ’extrémité en soit au point C, en sorte
que la corde C' M C et la fleche Y M de I'arc C'Y C' sont données. La question
va la, que premierement il faut considérer de laquelle des ovales expliquées la

superficie du verre Y C doit avoir la figure, pour faire que tous les rayons qui
étant dedans tendent vers un méme point, comme vers H, qui n’est pas encore
connu, s’aillent rendre vers un autre, a savoir vers F', apres en étre sortis. Car
il n’y a aucun effet touchant le rapport des rayons, changé par réflexion ou
réfraction d’un point & un autre, qui ne puisse étre causé par quelqu’'une de ces
ovales ; et on voit aisément que celui-ci le peut étre par la partie de la troisiéme
ovale qui a tantot été marquée 3 A 3 (fig. 21), ou par celle de la méme qui a
été marquée 3Y 3, ou enfin par la partie de la seconde qui a été marquée 2 X 2
(fig. 19). Et pourceque ces trois tombent ici sous méme calcul, on doit, tant
pour 'une que pour 'autre, prendre Y (fig. 23 et 24) pour leur sommet, C' pour
I'un des points de leur circonférence, et F' pour I'un de leurs points briilants;
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apres quoi il ne reste plus a chercher que le point H qui doit étre "autre point
brilant. Et on le trouve en considérant que la différence qui est entre les lignes
FY et F C doit étre a celle qui est entre les lignes HY et H C comme d est
a e, c’est-a~-dire comme la plus grande des lignes qui mesurent les réfractions
du verre proposé est a la moindre, ainsi qu’on peut voir manifestement de la
description de ces ovales. Et pourceque les lignes F'Y et F'C sont données, leur
différence l’est aussi, et ensuite celle qui est entre H Y et H C, pourceque la
proportion qui est entre ces deux différences est donnée. Et de plus, & cause que
Y M est donnée, la différence qui est entre M H et H C l'est aussi; et enfin
pourceque C' M est donnée, il ne reste plus qu’a trouver M H le c6té du triangle
rectangle C' M H dont on a 'autre coté C' M, et on a aussi la différence qui est
entre C' H la base et M H le c6té demandé; d’ou il est aisé de le trouver : car
si on prend k pour 'exces de C H sur M H, et n pour la longueur de la ligne

C M, on aura — — —k pour M H. Et apres avoir ainsi le point H, s’il se trouve

plus loin du point Y (fig. 24) que n’en est le point F, la ligne C'Y doit étre
la premiere partie de 'ovale du troisieme genre, qui a tantot été nommée 3 A 3
(fig. 21). Mais si HY (fig. 23) est moindre que F'Y : ou bien elle surpasse H F'
de tant, que leur différence est plus grande a raison de la toute F'Y que n’est
e la moindre des lignes qui mesurent les réfractions comparée avec d la plus
grande, c’est-a-dire que faisant H F' = ¢, et HY = c+ h, dh est plus grande que
2ce + eh, et lors C'Y doit étre la seconde partie de la méme ovale du troisieme
genre, qui a tantot été nommée 3Y 3 (fig. 21) : ou bien dh est égale ou moindre
que 2ce+eh, et lors C'Y (fig. 23) doit étre la seconde partie de Povale du second
genre, qui a ci-dessus été nommée 2 X 2 (fig. 19) : et enfin si le point H (fig. 23)
est le méme que le point F', ce qui n’arrive que lorsque F'Y et F' C sont égales,
cette ligne Y C est un cercle.

Apres cela il faut chercher C' A C I'autre superficie de ce verre, qui doit étre
une ellipse dont H soit le point briilant, si on suppose que les rayons qui tombent
dessus soient paralleles; et lors il est aisé de la trouver. Mais si on suppose qu’ils
viennent du point G, ce doit étre la premiere partie d’une ovale du premier genre
dont les deux points brilants soient G et H, et qui passe par le point C'; d’ou
on trouve le point A pour le sommet de cette ovale, en considérant que G C' doit
étre plus grande que G A d’une quantité qui soit a celle dont H A surpasse H C,
comme d a e; car ayant pris k pour la différence qui est entre C H et H M, si
on suppose x pour A M, on aura x — k pour la différence qui est entre A H et
C H ; puis si on prend g pour celle qui est entre G C et G M qui sont données,
on aura g + x pour celle qui est entre G C et G A; et pourceque cette derniere
g+ x est a 'autre x — k comme d est a e, on a

ge + ex = dx — dk,

ge +dk
d—e
qui étoit cherché.
Posons maintenant pour 'autre cas, qu’on ne donne que les points G, C et
F (fig. 24), avec la proportion qui est entre les lignes A M et Y M, et qu’il faille

ou bien pour la ligne x ou A M, par laquelle on détermine le point A
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trouver la figure du verre A C'Y qui fasse que tous les rayons qui viennent du
point G s’assemblent au point F.

On peut derechef ici se servir de deux ovales dont 'une A C ait G et H
pour ses points briilants, et 'autre C'Y ait F' et H pour les siens. Et pour les
trouver, premierement, supposant le point H, qui est commun a toutes deux,
étre connu, je cherche A M par les trois points G, C, H, en la facon tout
maintenant expliquée, a savoir, prenant k pour la différence qui est entre C H
et H M, et g pour celle qui est entre G C et G M, et A C étant la premiere

ge +dk
d

partie de 'ovale du premier genre, j’ai pour A M ; puis je cherche aussi

MY par les trois points F', C, H, en sorte qlfe C'Y soit la premiere partie d’une

ovale du troisieme genre ; et prenant y pour MY, et f pour la différence qui est

entre C' F et FF M, j’ail f + y pour celle qui est entre C' F' et F'Y ; puis ayant

déja k pour celle qui est entre C H et H M, j’ai k 4+ y pour celle qui est entre

C H et HY, que je sais devoir étre a f + y comme e est a d, a cause de I'ovale
fe—dk

d—e

ensemble les deux quantités trouvées pour A M et MY, je trouve

du troisieme genre, d’ou je trouve que y ou M Y est ; puis joignant

ge+ fe
d—e
la toute AY : d’ou il suit que, de quelque coté que soit supposé le point H,
cette ligne AY est toujours composée d’'une quantité qui est a celle dont les
deux ensemble GC' et C' F surpassent la toute G F, comme e, la moindre des
deux lignes qui servent a mesurer les réfractions du verre proposé, est a d — e la
différence qui est entre ces deux lignes, ce qui est un assez beau théoréeme. Or,
ayant ainsi la toute A Y, il la faut couper selon la proportion que doivent avoir
ses parties A M et M Y ; au moyen de quoi, pourcequ’on a déja le point M, on
trouve aussi les points A et Y, et ensuite le point H par le probléme précédent.
Mais auparavant il faut regarder si la ligne A M ainsi trouvée est plus grande

pour

e . , . s
que g , ou plus petite, ou égale. Car si elle est plus grande, on apprend de la
—e

que la courbe A C doit étre la premiere partie d’'une ovale du premier genre, et
C'Y la premiere d’une du troisieme, ainsi qu’elles ont été ici supposées; au lieu
que si elle est plus petite, cela montre que c’est C'Y qui doit étre la premiere
partie d’une ovale du premier genre, et que A C' doit étre la premiere d’une du

les deux courbes A C et C'Y doivent

troisieme; enfin si A M est égale a dgee’
étre deux hyperboles.

On pourroit étendre ces deux problemes a une infinité d’autres cas que je ne
m’arréte pas a déduire, a cause qu’ils n’ont eu aucun usage en la dioptrique.

On pourroit aussi passer outre et dire (lorsque 'une des superficies du verre
est donnée, pourvu qu’elle ne soit que toute plate, ou composée de sections
coniques ou de cercles) comment on doit faire son autre superficie, afin qu’il
transmette tous les rayons d’un point donné & un autre point aussi donné; car
ce n’est rien de plus difficile que ce que je viens d’expliquer, ou plutot c’est chose
beaucoup plus facile a cause que le chemin en est ouvert. Mais j’aime mieux que
d’autres le cherchent, afin que s’ils ont encore un peu de peine a le trouver, cela
leur fasse d’autant plus estimer 'invention des choses qui sont ici démontrées.
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Au reste je n’ai parlé en tout ceci que des lignes courbes qu’on peut décrire
sur une superficie plate ; mais il est aisé de rapporter ce que j’en ai dit a toutes
celles qu’on sauroit imaginer étre formées par le mouvement régulier des points
de quelque corps dans un espace qui a trois dimensions : a savoir, en tirant deux
perpendiculaires de chacun des points de la ligne courbe qu’on veut considérer,
sur deux plans qui s’entre-coupent a angles droits, 'une sur 'un et 'autre sur
Pautre; car les extrémités de ces perpendiculaires décrivent deux autres lignes
courbes, une sur chacun de ces plans, desquelles on peut en la fagon ci-dessus
expliquée déterminer tous les points et les rapporter a ceux de la ligne droite
qui est commune a ces deux plans, au moyen de quoi ceux de la courbe qui a
trois dimensions sont entierement déterminés. Méme si on veut tirer une ligne
droite qui coupe cette courbe au point donné a angles droits, il faut seulement
tirer deux autres lignes droites dans les deux plans, une en chacun, qui coupent
a angles droits les deux lignes courbes qui y sont aux deux points ou tombent
les perpendiculaires qui viennent de ce point donné; car ayant élevé deux autres
plans, un sur chacune de ces lignes droites, qui coupe a angles droits le plan ou
elle est, on aura 'intersection de ces deux plans pour la ligne droite cherchée.
Et ainsi je pense n’avoir rien omis des éléments qui sont nécessaires pour la
connoissance des lignes courbes.
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LIVRE TROISIEME

DE LA CONSTRUCTION DES PROBLEMES QUI SONT SOLIDES OU
PLUS QUE SOLIDES.

Encore que toutes les lignes courbes qui peuvent étre décrites par quelque
mouvement régulier doivent étre regues en la géométrie, ce n’est pas a dire qu’il
soit permis de se servir indifféremment de la premieére qui se rencontre pour
la construction de chaque probléme, mais il faut avoir soin de choisir toujours
la plus simple par laquelle il soit possible de le résoudre. Et méme il est a
remarquer que par les plus simples on ne doit pas seulement entendre celles qui
peuvent le plus aisément étre décrites, ni celles qui rendent la construction ou
la démonstration du probleme proposé plus facile, mais principalement celles
qui sont du plus simple genre qui puisse servir a déterminer la quantité qui est
cherchée.

Comme, par exemple ~rois pas qu’il y ait aucune fagon plus facile pour

25.

trouver autant de moyennes proportionnelles qu’on veut, ni dont la démonstration
soit plus évidente, que d’y employer les lignes courbes qui se décrivent par I'in-
strument XY Z (fig. 25) ci-dessus expliqué. Car, voulant trouver deux moyennes
proportionnelles entre Y A et Y F | il ne faut que décrire un cercle dont le diametre
soit Y E, et pourceque ce cercle coupe la courbe A D au point D, Y D est I'une
des moyennes proportionnelles cherchées, dont la démonstration se voit a 1’ceil
par la seule application de cet instrument sur la ligne Y D ; car, comme Y A ou
Y B, qui lui est égale, est aY C,ainsi Y CestaY D,et Y DaY E.

Tout de méme pour trouver quatre moyennes proportionnelles entre Y A et
Y G, ou pour en trouver six entre Y A et Y N, il ne faut que tracer le cercle
Y F G qui, coupant AF au point F', détermine la ligne droite Y F' qui est I'une de
ces quatre proportionnelles; ou Y H N qui, coupant A H au point H, détermine
Y H T'une des six; et ainsi des autres.

Mais pourceque la ligne courbe A D est du second genre, et qu’on peut
trouver deux moyennes proportionnelles par les sections coniques qui sont du
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premier ; et aussi pourcequ’on peut trouver quatre ou six moyennes proportion-
nelles par des lignes qui ne sont pas de genres si composés que sont A F et A H,
ce seroit une faute en géométrie que de les y employer. Et c’est une faute aussi,
d’autre coté, de se travailler inutilement & vouloir construire quelque probleme
par un genre de lignes plus simple que sa nature ne permet.

Or, afin que je puisse ici donner quelques regles pour éviter I'une et 'autre De la nature des
de ces deux fautes, il faut que je die quelque chose en général de la nature des équations.
équations, c’est-a-dire des sommes composées de plusieurs termes partie connus
et partie inconnus dont les uns sont égaux aux autres, ou plutot qui, considérés
tous ensemble, sont égaux a rien : car ce sera souvent le meilleur de les considérer
en cette sorte.

Sachez donc qu’en chaque équation, autant que la quantité inconnue a de Combien il peut y
dimensions, autant peut-il y avoir de diverses racines, c¢’est-a-dire de valeurs de @avoir de racines en
cette quantité; car, par exemple, si on suppose x égale a 2, ou bien x — 2 égal chaque équation.
a rien; et derechef z = 3, ou bien x — 3 = 0; en multipliant ces deux équations

r—2=0, et z—-3=0,
l'une par l'autre, on aura
22 =55 4+6=0,

ou bien
z? =bx — 6,

qui est une équation en laquelle la quantité x vaut 2 et tout ensemble vaut 3.
Que si derechef on fait
r—4=0,

et qu’on multiplie cette somme par
22 -5 +6=0,
on aura
3 — 922 4+ 262 — 24 = 0,

qui est une autre équation en laquelle z, ayant trois dimensions, a aussi trois
valeurs, qui sont 2, 3 et 4.

Mais souvent il arrive que quelques unes de ces racines sont fausses ou moin-  Quelles sont les
dres que rien ; comme si on suppose que = désigne aussi le défaut d’une quantité fausses racines.
qui soit 5, on a

z+5=0,

qui, étant multiplié par
2% — 927 + 260 —24 =0

fait

a2t — 42 — 192% + 1062 — 120 = 0
pour une équation en laquelle il y a quatre racines, a savoir trois vraies qui sont
2, 3, 4, et une fausse qui est 5.

41



Et on voit évidemment de ceci que la somme d’une équation qui contient
plusieurs racines peut toujours étre divisée par un bindéme composé de la quantité
inconnue moins la valeur de 1'une des vraies racines, laquelle que ce soit, ou
plus la valeur de I'une des fausses; au moyen de quoi on diminue d’autant ses
dimensions.

Et réciproquement que si la somme d’une équation ne peut étre divisée par
un bindéme composé de la quantité inconnue + ou — quelque autre quantité,
cela témoigne que cette autre quantité n’est la valeur d’aucune de ses racines.
Comme cette derniere

2t — 423 — 1922 + 1062 — 120 =0

peut bien étre divisée par x — 2, et par x — 3, et par z — 4, et par x + 5, mais
non point par x 4+ ou — aucune autre quantité; ce qui montre qu’elle ne peut
avoir que les quatre racines 2, 3, 4 et 5.

On connoit aussi de ceci combien il peut y avoir de vraies racines et combien
de fausses en chaque équation : a savoir il y en peut avoir autant de vraies que
les signes + et — s’y trouvent de fois étre changés, et autant de fausses qu’il
s’y trouve de fois deux signes + ou deux signes — qui s’entre-suivent. Comme
en la derniere, & cause qu'apres + z* il y a — 423, qui est un changement du
signe + en —, et apres — 1922 il y a + 106z, et aprés + 106z il y a — 120, qui
sont encore deux autres changements, on connoit qu’il y a trois vraies racines;
et une fausse, & cause que les deux signes — de 423 et 1922 s’entre-suivent.

De plus, il est aisé de faire en une méme équation que toutes les racines
qui étoient fausses deviennent vraies, et par méme moyen que toutes celles qui
étoient vraies deviennent fausses, & savoir en changeant tous les signes + ou
— qui sont en la seconde, en la quatrieme, en la sixiéme, ou autres places qui
se désignent par les nombres pairs, sans changer ceux de la premiere, de la
troisieme, de la cinquieme, et semblables qui se désignent par les nombres im-
pairs. Comme si, au lieu de

+ 2t — 423 — 1922 + 1062 — 120 = 0,

on écrit
+ a2t + 42 — 1922 — 1062 — 120 = 0,

on a une équation en laquelle il n’y a qu’une vraie racine qui est 5, et trois
fausses qui sont 2, 3 et 4.

Que si, sans connoitre la valeur des racines d’une équation, on la veut aug-
menter ou diminuer de quelque quantité connue, il ne faut qu’au lieu du terme
inconnu en supposer un autre qui soit plus ou moins grand de cette méme quan-
tité, et le substituer partout en la place du premier.

Comme si on veut augmenter de 3 la racine de cette équation

zt + 423 — 1922 — 1062 — 120 = 0,

il faut prendre y au lieu de z, et penser que cette quantité y est plus grande que
x de 3, en sorte que y — 3 est égal & x; et au lieu de z? il faut mettre le carré
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de y — 3, qui est y2 — 6y + 9; et au lieu de 22 il faut mettre son cube qui est
y> — 9y? + 27y — 27; et enfin au lieu de z* il faut mettre son carré de carré qui
est y* — 123 + 54y — 108y + 81. Et ainsi, décrivant la somme précédente en
substituant partout y au lieu de x, on a

y* — 1293 + 54y% — 108y + 81
+ 4y3 — 36y% + 108y — 108
— 19y + 114y — 171
— 106y + 318
- 120
yt = 8y — P+ 8yx(6) =0,

ou bien
Y’ -8 —y+8=0,
ou la vraie racine qui étoit 5 est maintenant 8, & cause du nombre 3 qui lui est
ajouté.
Que si on veut au contraire diminuer de trois la racine de cette méme
équation, il faut faire y +3 = x, et 42 + 6y + 9 = 2 et ainsi des autres, de
facon qu’au lieu de

2t + 423 — 1922 — 1062 — 120 = 0,

on met
y* + 12y 4 54y% + 108y + 81
+ 493 + 36y% + 108y + 108
— 1992 — 114y — 171
— 106y — 318
— 120
y* 4+ 16y° + T1y? — 4y — 420 = 0.

Et il est a remarquer qu’en augmentant les vraies racines d’une équation on Qu’en augmentant
diminue les fausses de la méme quantité, ou au contraire en diminuant les vraies les vraies racines
on augmente les fausses ; et que si on diminue, soit les unes, soit les autres, d’une szu(iglsln;lf ;is
quantité qui leur soit égale, elles deviennent nulles ; et que si ¢’est d’une quantité contraire.
qui les surpasse, de vraies elles deviennent fausses, ou de fausses vraies. Comme
ici, en augmentant de 3 la vraie racine qui étoit 5, on a diminué de 3 chacune
des fausses, en sorte que celle qui étoit 4 n’est plus que 1, et celle qui étoit 3
est nulle, et celle qui étoit 2 est devenue vraie et est 1, a cause que — 2 + 3 fait
+ 1 : c’est pourquoi en cette équation

y 8y —y+8=0

(6)Descartes indique l’absence d’un terme par le signe * mis & la place de ce terme; nous
I’6terons comme inutile, de méme que le facteur 1 qu’il laisse quelquefois.
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il n’y a plus que trois racines, entre lesquelles il y en a deux qui sont vraies, 1
et 8, et une fausse qui est aussi 1; et en cette autre

yt 4 16y° + T1y? — 4y — 420 = 0,

il n’y en a qu’'une vraie qui est 2, a cause que + 5 — 3 fait + 2, et trois fausses
qui sont 5, 6 et 7.

Or par cette fagcon de changer la valeur des racines sans les connoitre on peut Comment on peut

faire deux choses qui auront ci-apres quelque usage. La premiere est qu’on peut
toujours oter le second terme de I’équation qu’on examine, & savoir en diminuant
les vraies racines de la quantité connue de ce second terme divisée par le nombre
des dimensions du premier, si I’'un de ces deux termes étant marqué du signe +,
lautre est marqué du signe —; ou bien en 'augmentant de la méme quantité,
s’ils out tous deux le signe 4+ ou tous deux le signe —. Comme pour Oter le
second terme de la derniere équation qui est

yt 4 16y° + T1y? — 4y — 420 = 0,

ayant divisé 16 par 4, & cause des quatre dimensions du terme 3*, il vient derechef
4 c’est pourquoi je fais z — 4 = y, et j'écris
24 —162° + 9627 — 2562 + 256
+162° — 1922% + 7682 — 1024
+ 712% — 568z + 1136

— 4z+ 16
— 420
24 — 2522 — 60z— 36=0

ol la vraie racine qui étoit 2 est 6, a cause qu’elle est augmentée de 4; et les
fausses, qui étoient 5, 6 et 7, ne sont plus que 1, 2 et 3, a cause qu’elles sont
diminuées chacune de 4.

Tout de méme si on veut oter le second terme de

zt — 2a2® + (20% — H)a® — 2a°z +a* =0,
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1 1
pourceque divisant 2a par 4 il vient ia, il faut faire z + ia = x, et écrire

1 1
24 492023 + §a222 + a2+ —a*

2 2 16
3 1
—9%az® — 3a°2% — §a3z — Za‘l

1
+ 2a%22% + 2432+ §a4

— 22— actz— ~aPc?
- 2a%2— ot
+  d

1 5 1
244 <2a2 - 02> 22— (a® +ac?)z + Ea‘l - EGQCZ =0

. R .. 1
et si on trouve apres la valeur de z, en lui ajoutant —a on aura celle de .

La seconde chose qui aura ci-apres quelque usage est qu’on peut toujours, Comment on peut
en augmentant la valeur des vraies racines d’une quantité qui soit plus grande _faire que toutes
que n’est celle d’aucune des fausses, faire qu’elles deviennent toutes vraies, en le;ia:lfséesuz(;:;es
sorte qu’il n’y ait point deux signes + ou deux signes — qui s’entre-suivent, et devienne(lllt vraies
outre cela que la quantité connue du troisieme terme soit plus grande que le sans que les vraies
carré de la moitié de celle du second. Car encore que cela se fasse lorsque ces deviennent
fausses racines sont inconnues, il est aisé néanmoins de juger a peu pres de leur fausses.
grandeur et de prendre une quantité qui les surpasse d’autant ou de plus qu’il
n’est requis a cet effet. Comme si on a

2% + na® — 6n2zt + 360323 — 216n*2? + 1296n°x — 7776n° = 0,
en faisant y — 6n = x on trouvera

y® — 36n }y5 +540n2 ) y* — 432013 ) y® + 19440n* ) 3% — 46656n° \ y + 466561°

+ n — 30n? + 360n° — 2160n* + 6480n° | — 7T776n°
—  6n® + 144n3 — 1296n* + 5184n° | — 777605
+  36n° —  648n* + 3888n° ( — TT76n°
—  216nt + 259205 | — 7776n°
+ 1296n° ) — 7776n°
— T776n°
y® —35ny®  4+504ny*  —3780n%y°  + 15120n%y?  —27216n%y = 0.

Ou il est manifeste que 504n2, qui est la quantité connue du troisieme terme,

est plus grande que le carré de —n, qui est la moitié de celle du second. Et il

n’y a point de cas pour lequel la quantité dont on augmente les vraies racines
ait besoin a cet effet d’étre plus grande, a proportion de celles qui sont données,
que pour celui-ci.
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Mais & cause que le dernier terme s’y trouve nul, si on ne désire pas que cela
soit il faut encore augmenter tant soit peu la valeur des racines, et ce ne sauroit
étre de si peu que ce ne soit assez pour cet effet; non plus que lorsqu’on veut
accroitre le nombre des dimensions de quelque équation, et faire que toutes les
places de ces termes soient remplies, comme si, au lieu de z°> — b = 0, on veut
avoir une équation en laquelle la quantité inconnue ait six dimensions et dont
aucun des termes ne soit nul, il faut premierement pour

' —b=0

écrire
2 —br =0;

puis, ayant fait y — a = x, on aura

y® — 6ay® + 15a%y* — 20a%y® + 15a*y? — 6a° | y + a°
—b +ab

ou il est manifeste que, tant petite que la quantité a soit supposée, toutes les

places de I’équation ne laissent pas d’étre remplies.

De plus on peut, sans connoitre la valeur des vraies racines d’'une équation,
les multiplier ou diviser toutes par telle quantité connue qu’on veut; ce qui
se fait en supposant que la quantité inconnue étant multipliée ou divisée par
celle qui doit multiplier ou diviser les racines est égale a quelque autre; puis
multipliant ou divisant la quantité connue du second terme par cette méme qui
doit multiplier ou diviser les racines, et par son carré celle du troisieme, et par
son cube celle du quatrieme, et ainsi jusques au dernier. Ce qui peut servir pour
réduire a des nombres entiers et rationnaux les fractions, ou souvent aussi les
nombres sourds qui se trouvent dans les termes des équations. Comme si on a

x?’—\/gxg—i—%x—iz(),
277 273
et qu’on veuille en avoir une autre en sa place, dont tous les termes s’expriment
par des nombres rationnaux, il faut supposer y = /3, et multiplier par v/3 la
quantité connue du second terme qui est aussi V/3, et par son carré qui est 3

26
celle du troisieme qui est o7 et par son cube qui est 3v/3 celle du dernier qui

8 s
est ——, ce qui fait

273’
33220, 8
v -3yt g =0

Puis si on en veut avoir encore une autre en la place de celle-ci, dont les quantités
connues ne s’expriment que par des nombres entiers, il faut supposer z = 3y, et

multipliant 3 par 3, 9 par 9 et 9 par 27, on trouve

25— 922 4262 —24 =0,
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ou les racines étant 2, 3 et 4, on connoit de la que celles de "autre d’auparavant

2 4
étoient 3’ 1et 3’ et que celles de la premiere étoient

2 1 4
V3, 2V3, et -3
9 3 9
Cette opération peut aussi servir pour rendre la quantité connue de quelqu’un
des termes de I’équation égale a quelque autre donnée, comme si ayant

22 —blr+c =0,

on veut avoir en sa place une autre équation en laquelle la quantité connue du
terme qui occupe la troisiéme place, & savoir celle qui est ici b? soit 3a?, il faut
3a®> .
supposer y = z{/ -, puis écrire
3a3c?
b3

y? — 3a’y + V3 =0.

Au reste, tant les vraies racines que les fausses ne sont pas toujours réelles,
mais quelquefois seulement imaginaires, c’est-a-dire qu’on peut bien toujours en
imaginer autant que j’ai dit en chaque équation, mais qu’il n’y a quelquefois
aucune quantité qui corresponde a celles qu’on imagine ; comme encore qu’on
en puisse imaginer trois en celle-ci,

2% — 622 4+ 13z — 10 =0,

il n’y en a toutefois qu’une réelle qui est 2, et pour les deux autres, quoiqu’on
les augmente ou diminue, ou multiplie en la fagcon que je viens d’expliquer, on
ne saurait les rendre autres qu’imaginaires.

Or quand, pour trouver la construction de quelque probléme, on vient a une
équation en laquelle la quantité inconnue a trois dimensions, premierement, si
les quantités connues qui y sont contiennent quelques nombres rompus, il les
faut réduire a d’autres entiers par la multiplication tantot expliquée; et s’ils en
contiennent de sourds, il faut aussi les réduire a d’autres rationnaux autant qu’il
sera possible, tant par cette méme multiplication que par divers autres moyens
qui sont assez faciles a trouver. Puis examinant par ordre toutes les quantités qui
peuvent diviser sans fraction le dernier terme, il faut voir si quelqu’une d’elles,
jointe avec la quantité inconnue par le signe 4+ ou —, peut composer un binéme
qui divise toute la somme ; et si cela est, le probleme est plan, ¢’est-a-dire il peut
étre construit avec la regle et le compas; car, ou bien la quantité connue de ce
bindéme est la racine cherchée, ou bien I’équation étant divisée par lui se réduit
a deux dimensions, en sorte qu’on en peut trouver apres la racine par ce qui a
été dit au premier livre.

Par exemple, si on a

Y5 — 8yt — 124y — 64 =0,
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le dernier terme qui est 64 peut étre divisé sans fraction par 1, 2, 4, 8, 16, 32,
64 ; c’est pourquoi il faut examiner par ordre si cette équation ne peut point
étre divisée par quelqu’un des binémes y2 —1 ou y? +1, y> —2 ou y? + 2, y? — 4,
etc. ; et on trouve qu’elle peut 1'étre par y? — 16 en cette sorte :

+y% — Syt — 12492 — 64 =0
—yS — 8yt — 4y2j
0 — 16y* — 128y?
-16 — 16
+ ¥+ 8P+ 4=0

Je commence par le dernier terme, et divise — 64 par — 16, ce qui fait + 4
que j’écris dans le quotient ; puis je multiplie + 4 par + 32, ce qui fait + 4y2;
c’est pourquoi j’écris — 42 en la somme qu’il faut diviser, car il y faut toujours
écrire le signe + ou — tout contraire a celui que produit la multiplication ; et
joignant — 124y? avec — 4y?, j’ai — 128y? que je divise derechef par — 16, et
j'ai 4+ y* pour mettre dans le quotient ; et en le multipliant par y2, j’ai — 8y*
pour joindre avec le terme qu’il faut diviser, qui est aussi — 8y*; et ces deux
ensemble font — 16y* que je divise par — 16, ce qui fait + y* pour le quotient
et — y® pour joindre avec + 9%, ce qui fait 0 et montre que la division est
achevée. Mais s’il étoit resté quelque quantité, ou bien qu’on n’ett pu diviser
sans fraction quelqu’un des termes précédents, ou eiit par la reconnu qu’elle ne
pouvoit étre faite.

vt —at) v — df
} + } — 2a*c?
— a?ct

Tout de méme si on a
le dernier terme se peut diviser sans fraction par a, a2, a? + c2, a® + ac?, et
semblables ; mais il n’y en a que deux qu’on ait besoin de considérer, & savoir a?
et a? 4 ¢2, car les autres, donnant plus ou moins de dimensions dans le quotient
qu’il n’y en a en la quantité connue du pénultiéme terme, empécheroient que la
division ne s’y piit faire. Et notez que je ne compte ici les dimensions de 3% que

pour trois, & cause qu’il n’y a point de 3°, ni de 33, ni de y en toute la somme.
2_ 2

y6+a2

— 2¢? =0,

Or en examinant le binéme y? — a? — ¢ = 0, on trouve que la division se peut
faire par lui en cette sorte :
+y6 + a? y4 —a* y2 — ab
—y5 —2c2 +ct —2a*c? 3 =0
0 _2a2}y4 _a4 }y2 _ a264
2 2.2 —
+ c —a‘c — a2 =2
—a2—c2 —a2—¢2
+y* +2a*\ 5, +at —0
_ 2 Yy + a2¢2 =V,
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Mais lorsqu’on ne trouve aucun binéme qui puisse ainsi diviser toute la
somme de I’équation proposée, il est certain que le probleme qui en dépend est
solide; et ce n’est pas une moindre faute apres cela de tacher a le construire
sans y employer que des cercles et des lignes droites, que ce seroit d’employer
des sections coniques a construire ceux auxquels on n’a besoin que de cercles :
car enfin tout ce qui témoigne quelque ignorance s’appelle faute.

Que si on a une équation dont la quantité inconnue ait quatre dimensions,
il faut en méme fagon, apres en avoir 6té les nombres sourds et rompus, s’il y
en a, voir si on pourra trouver quelque binéme qui divise toute la somme en
le composant de I'une des quantités qui divisent sans fraction le dernier terme.
Et si on en trouve un, ou bien la quantité connue de ce bindéme est la racine
cherchée, ou du moins, apres cette division, il ne reste en I’équation que trois
dimensions, ensuite de quoi il faut derechef ’examiner en la méme sorte. Mais
lorsqu’il ne se trouve point de tel bindme, il faut, en augmentant ou diminuant
la valeur de la racine, Oter le second terme de la somme en la fagon tantot
expliquée, et apres la réduire a une autre qui ne contienne que trois dimensions ;
ce qui se fait en cette sorte : au lieu de

+at . pa?. o qr... r=0,
il faut écrire
+90. . 2oyt (P2 Ar)y? —¢® =0.

Et pour les signes + ou — que j’ai omis, s’il y a eu + p en la précédente
équation, il faut mettre en celle-ci + 2p, ou s’il y a eu — p, il faut mettre —2p;
et au contraire 8’il y a eu + r, il faut mettre — 4r, ou s’il y a eu — r, il faut
mettre + 4r; et soit qu’il y ait eu + ¢ ou — ¢, il faut toujours mettre — g?
et + p?, au moins si on suppose que x* et y® sont marqués du signe +, car ce
seroit tout le contraire si on y supposoit le signe —.

Par exemple, si on a

ot —42® —8x +35=0,
il faut écrire en son lieu
y® — 8yt — 12492 — 64 = 0,

car la quantité que j’ai nommée p étant — 4, il faut mettre — 8y* pour 2py*; et
celle que j’ai nommée r étant 35, il faut mettre (16 —140)y?, c’est-a-dire — 124y
au lieu de (p? — 4r)y?; et enfin ¢ étant 8, il faut mettre — 64 pour — ¢2.

Tout de méme, au lieu de

+at — 1722 — 202 — 6 = 0,

il faut écrire

+ 9% — 34y* 4+ 313y% — 400 = 0,
car 34 est double de 17, et 313 en est le carré joint au quadruple de 6, et 400
est le carré de 20.
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Tout de méme aussi au lieu de

1 5 1
+ 2+ <2a2 — c2> 22— (a® +ac?)z — 1—6a4 - 1a202 =0,

il faut écrire
y6 + (a2 _ 202)y4 + (04 _ a4)y2 —a® — 201 — a2t = ;

car p est 1aQ —c2 et p2 est %a‘l —a?c? —|—c4, et 4r est —Za“ +a?c?, et enfin —q2
est —a% — 2a*c? — a?c*.

Apres que I'équation est ainsi réduite & trois dimensions, il faut chercher la
valeur de y? par la méthode déja expliquée; et si elle ne peut étre trouvée, on
n’a point besoin de passer outre, car il suit de la infailliblement que le probleme
est solide. Mais si on la trouve, on peut diviser par son moyen la précédente
équation en deux autres, en chacune desquelles la quantité inconnue n’aura que
deux dimensions et dont les racines seront les mémes que les siennes; a savoir,
au lieu de

+at o pa?qr... r=0,

il faut écrire ces deux autres

1 1 q
2 2
— —y“... =p... — =0
+x yx+2y 2p 2y ,
et 1 1
2 2 q
—y“... =p... — =0
+ +yx+2y 2]7 2y

Et pour les signes 4+ et — que j’ai omis, s’il y a 4 p en I’équation précédente,
il faut mettre + ip en chacune de celles-ci, et — ip §’il y a en 'autre — p; mais
il faut mettre + % encelleounilya —yzx, et — % en celle ouil y a + yz,
lorsqu’il y a + ¢ en la premiere ; et au contraire, s’il y a — g, il faut mettre — 4
en celleot il y a —yx, et + Qi en celle ol il y a + yx. Ensuite de quoi il est

aisé de connoitre toutes les racines de I’équation proposée, et par conséquent de
construire le probleme dont elle contient la solution, sans y employer que des
cercles et des lignes droites.

Par exemple, a cause que faisant

y® — 34y* 4 313y? — 400 =0

pour
zt — 1722 — 20z — 6 = 0,

on trouve que y2 est 16, on doit, au lieu de cette équation

+a* — 1722 — 202 — 6 = 0,
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écrire ces deux autres
+22—4x—-3=0,

et
+a2®+4r+2=0,

1
car y est 4, 53/2 est 8, p est 17, et q est 20, de facon que

1 1 1
+ -y —-p— L fait -3, et + -y —

fait + 2.
oY TP Ty, alt -+

1 q
9 §p+%

Et tirant les racines de ces deux équations, on trouve toutes les mémes que si
on les tiroit de celle ot est z*, & savoir, on en trouve une vraie qui est /7 + 2,
et trois fausses qui sont

V7T-2, 242, et 2-V2,
Ainsi ayant
xt —42? —8x +35=0,
pourceque la racine de
Yo — 8y —124y* —64=0

est derechef 16, il faut écrire

2 —4x4+5=0
et

2® +4z+7=0.

Car ici ) ) ) )
2 q . 2 q .
+-y*— —p— — fait 5, et + -y~ — —p+ — fait 7.
2¥ TPy, 2¥ TP Ty,
Et pourcequ’on ne trouve aucune racine, ni vraie ni fausse, en ces deux derniéres
équations, on connoit de la que les quatre de I’équation dont elles procedent sont
imaginaires, et que le probleme pour lequel on I’a trouvée est plan de sa nature,
mais qu’il ne sauroit en aucune fagon étre construit, & cause que les quantités
données ne peuvent se joindre.
Tout de méme ayant

1 5 1
2 4 (2a2 - 02> 22— (a® +ac?)z + Ea‘l - Zagc2 =0,

pourcequ’on trouve a? + ¢ pour 42, il faut écrire

22—\/a2+c2z+§a2—}a a?+c2=0,

4 2

et

3 1
22 + a2+c2z—|—ia2+§a a?+c2=0,
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1 1 3 1
car y est vVa2 + 2, et +§y2+§p est Za2, et 21 est ia\/az + ¢2, d’ol1 on connoit
Y

que la valeur de z est

ou bien

. o 1
Et pourceque nous avions fait ci-dessus z + —a = x, nous apprenons que la

quantité x, pour la connoissance de laquelle nous avons fait toutes ces opérations,

est
Lo e 12_\/12_12 oo
—|—2—|—\/4a—|—4c 4(: 2a +2a a®+c*.
Mais afin qu’on puisse mieux connoitre l'utilité de cette regle il faut que je
I’applique & quelque probléme.
Si le carré A D (fig. 26) et la ligne B N étant donnés, il faut prolonger le
coté A C jusques a E, en sorte que E F| tirée de E vers B, soit égale a N B :
on apprend de Pappus, qu’ayant premierement prolongé B D jusques a GG, en

Fig. 26.

W
A

sorte que D G soit égale & D N, et ayant décrit un cercle dont le diametre soit
B G, si on prolonge la ligne droite A C, elle rencontrera la circonférence de ce
cercle au point F qu’on demandoit. Mais pour ceux qui ne sauroient point cette
construction, elle seroit assez difficile a rencontrer; et, en la cherchant par la
méthode ici proposée, ils ne s’aviseroient jamais de prendre DG pour la quantité
inconnue, mais plutdét C' F ou F' D, a cause que ce sont elles qui conduisent le
plus aisément & 1’équation ; et lors ils en trouveroient une qui ne seroit pas facile
a déméler sans la regle que je viens d’expliquer. Car posant a pour BD ou C' D,
et cpour EF,et x pour DF,onaCF =a—=,et comme CF oua—zxesta

cx
F E ouc, ainsi F D ou z est a B F, qui par conséquent est ——. Puis a cause
—x
du triangle rectangle B D F dont les cotés sont I'un = et 'autre a, leurs carrés,

2z’

qui sont 22 4 a?, sont égaux a celui de la base, qui est ——————— ; de facon
22 — 2ax + a?

que, multipliant le tout par = — 2az + a2, on trouve que ’équation est

2

)

2t — 2a2® + 2d%2% — 2d°z + a* = P2z
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ou bien
zt — 2023 4 (2a* — *)2? — 2a3z 4 a* = 0;

et on connoit par les regles précédentes que sa racine, qui est la longueur de la
ligne D F', est

2 4 4 4 2

1 1 1 1 1 1
—a+ \/a2 + -2 — \/62 ——a?+ ia\/(ﬂ + 2.

Que si on posoit BF, ou C'E, ou BFE, pour la quantité inconnue, on viendroit
derechef & une équation en laquelle il y auroit quatre dimensions, mais qui seroit
plus aisée a déméler, et on y viendroit assez aisément; au lieu que si c’étoit
D G qu’on supposat, on viendroit beaucoup plus difficilement a ’équation, mais
aussi elle seroit tres simple. Ce que je mets ici pour vous avertir que, lorsque le
probléme proposé n’est point solide, si en le cherchant par un chemin on vient a
une équation fort composée, on peut ordinairement venir & une plus simple en
le cherchant par un autre.

Je pourrois encore ajouter diverses regles pour démeéler les équations qui
vont au cube ou au carré de carré, mais elles seroient superflues; car lorsque les
problémes sont plans on en peut toujours trouver la construction par celles-ci.

Je pourrois aussi en ajouter d’autres pour les équations qui montent jusques
au sursolide, ou au carré de cube, ou au-dela, mais j’aime mieux les comprendre
toutes en une, et dire en général que, lorsqu’on a taché de les réduire & méme
forme que celles d’autant de dimensions qui viennent de la multiplication de deux
autres qui en ont moins, et qu’ayant dénombré tous les moyens par lesquels cette
multiplication est possible, la chose n’a pu succéder par aucun, on doit s’assurer
qu’elles ne sauroient étre réduites a de plus simples; en sorte que si la quantité
inconnue a trois ou quatre dimensions, le probleme pour lequel on la cherche
est solide, et si elle en a cing ou six, il est d’un degré plus composé, et ainsi des
autres.

Au reste, j’ai omis ici les démonstrations de la plupart de ce que j’ai dit,
a cause qu’elles m’ont semblé si faciles que, pourvu que vous preniez la peine
d’examiner méthodiquement si j’ai failli, elles se présenteront a vous d’elles-
mémes ; et il sera plus utile de les apprendre en cette facon qu’en les lisant.

Or, quand on est assuré que le probléme proposé est solide, soit que 1’équa-
tion par laquelle on le cherche monte au carré de carré, soit qu’elle ne monte que
jusques au cube, on peut toujours en trouver la racine par I'une des trois sections
coniques, laquelle que ce soit, ou méme par quelque partie de I'une d’elles, tant
petite qu’elle puisse étre, en ne se servant au reste que de lignes droites et de
cercles. Mais je me contenterai ici de donner une regle générale pour les trouver
toutes par le moyen d’une parabole, & cause qu’elle est en quelque fagon la plus
simple.

Premierement, il faut 6ter le second terme de 1’équation proposée, s’il n’est
déja nul, et ainsi la réduire a telle forme

2= apz ... d?q,

53

Regle générale
pour réduire les
équations qui
passent le carré de
carré.

Fagon générale
pour construire
tous les probléemes
solides réduits a
une équation de
trois ou quatre
dimensions.



si la quantité inconnue n’a que trois dimensions; ou bien a telle

A= ap? .. d%qz ... adPr,

si elle en a quatre; ou bien, en prenant a pour l'unité, a telle

2°=...pz ... q,

et a telle

2= p g

Apres cela, supposant que la parabole FAG (fig. 27) est déja décrite, et que
son essieu est A C D K L, et que son coté droit est @ ou 1 dont A C est la
moitié, et enfin que le point C est au dedans de cette parabole, et que A en

1
est le sommet ; il faut faire C' D = 5P et la prendre du méme coté qu’est le

Fig. 27.

point A au regard du point C, s’il y a + p en I’équation; mais s’il y a — p, il
faut la prendre de 'autre coté. Et du point D, ou bien, si la quantité p étoit
nulle, du point C (fig. 28) il faut élever une ligne & angles droits jusques a E,

en sorte qu’elle soit égale a —q. Et enfin du centre F il faut décrire le cercle

F G dont le demi-diametre soit A E si ’équation n’est que cubique, en sorte
que la quantité r soit nulle. Mais quand il y a + r il faut dans cette ligne A
(fig. 27) prolongée prendre d’un coté A R égale a r, et de 'autre A S égale au
coté droit de la parabole qui est 1; et ayant décrit un cercle dont le diametre
soit R S, il faut faire A H perpendiculaire sur A F, laquelle A H rencontre ce
cercle R H S au point H qui est celui par ou 'autre cercle F' H G doit passer. Et
quand il y a —r, il faut, apres avoir ainsi trouvé la ligne A H (fig. 29), inscrire
A I qui lui soit égale, dans un autre cercle dont A E soit le diamétre, et lors
c’est par le point I que doit passer F' I G le premier cercle cherché. Or ce cercle
F G peut couper ou toucher la parabole en un, ou deux, ou trois, ou quatre
points, desquels tirant des perpendiculaires sur ’essieu, on a toutes les racines
de Iéquation tant vraies que fausses. A savoir si la quantité ¢ est marquée du
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Fig. 28.

signe 4+, les vraies racines seront celles de ces perpendiculaires qui se trouveront
du méme c6té de la parabole que F le centre du cercle, comme F' L ; et les autres,
comme G K, seront fausses. Mais au contraire, si cette quantité g est marquée
du signe —, les vraies seront celles de l'autre coté, et les fausses ou moindres
que rien seront du coté ou est E le centre du cercle. Et enfin si ce cercle ne
coupe ni ne touche la parabole en aucun point, cela témoigne qu’il n’y a aucune
racine ni vraie ni fausse en I’équation, et qu’elles sont toutes imaginaires. En
sorte que cette regle est la plus générale et la plus accomplie qu’il soit possible
de souhaiter.

Et la démonstration en est fort aisée; car si la ligne G K (fig. 27), trouvée
par cette construction, se nomme z, A K sera z2, a cause de la parabole en
laquelle G K doit étre moyenne proportionnelle entre A K et le coté droit qui

1 1
est 1; puis, si de A K j'6te A C qui est 2 et C'D qui est 2P il reste D K ou

1 1
E M qui est 22 — Ep — 3 dont le carré est

1 1 1
a_ 2 2, Lo 1 1
2P g Pt

1 1
et a cause que D E ou K M est §q, la toute G M est z + §q7 dont le carré est

1
2 1 9.
z +qz+4q,

et assemblant ces deux carrés on a

At i i Lyl
pEHaz 4 00+ Pt Pt

pour le carré de la ligne G E, a cause qu’elle est la base du triangle rectangle
EMG.
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Mais a cause que cette méme ligne G F est le demi-diametre du cercle F' G,

1
elle se peut encore expliquer en d’autres termes, a savoir £ D étant gq, et AD

1 1
étant 5P + 2 AE est

\/1 oy Lo 1]
TR L VE
a cause de 'angle droit A D E; puis H A étant moyenne proportionnelle entre
A S quiest1et AR quiestr,elleest /r; et a cause de 'angle droit E A H, le
carré de H F ou FE G est
1, n 14 n 1 n 1 n
- - - e
FEERVUARISL ORI
si bien qu’il y a équation entre cette somme et la précédente, ce qui est le méme
que
2 :p22 —qz+r,

et par conséquent la ligne trouvée G K qui a été nommée z est la racine de cette
équation, ainsi qu’il falloit démontrer. Et si vous appliquez ce méme calcul a
tous les autres cas de cette regle en changeant les signes + et — selon ’occasion,
vous y trouverez votre compte en méme sorte, sans qu’il soit besoin que je m’y
arréte.

Si on veut donc, suivant cette regle, trouver deux moyennes proportionnelles
entre les lignes a et ¢ (fig. 28), chacun sait que posant z pour l'une, comme a
est a z, ainsi z a o et ” a i de fagon qu’il y a équation entre ¢ et por
c’est-a-dire

z° =a“q.

1
Et la parabole F' A G étant décrite, avec la partie de son essieu A C qui est —a
la moitié du coté droit, il faut du point C' élever la perpendiculaire C' E égale a
1
—q, et du centre E par A, décrivant le cercle A F', on trouve F' L et L A pour

les deux moyennes cherchées.

Tout de méme si on veut diviser Pangle N O P (fig. 30), ou bien larc ou
portion de cercle N QQ PT en trois parties égales, faisant N O = 1 pour le rayon
du cercle, et N P = g pour la subtendue de ’arc donné, et N Q = z pour la
subtendue du tiers de cet arc, I’équation vient

22 =3z—q.

Car ayant tiré les lignes N Q, O Q, O T, et faisant @ S parallele & T' O, on
voit que comme N O est & N @, ainsi N Q a Q R, et Q R & RS; en sorte que
N O étant 1, et N Q étant z, Q R est 22, et RS est 23 ; et & cause qu’il s’en faut
seulement R S ou 2% que la ligne N P qui est ¢ ne soit triple de N Q qui est z,
on a

q=3z—2°
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ou bien

22 =3z—q.

Puis la parabole F' A G étant décrite, et C' A la moitié de son coté droit
principal étant %, sion prend CD = ;, et la perpendiculaire D E = %q, et que
du centre E par A on décrive le cercle F' A g G, il coupe cette parabole aux trois
points F', g et G, sans compter le point A qui en est le sommet ; ce qui montre
qu’il y a trois racines en cette équation, a savoir les deux G K et g k qui sont
vraies, et la troisieme qui est fausse, a savoir F' L. Et de ces deux vraies c’est
g k la plus petite qu’il faut prendre pour la ligne N @ qui étoit cherchée; car
lautre G K est égale a N V' la subtendue de la troisieme partie de 'arc NV P,
qui avec 'autre arc N ) P acheve le cercle. Et la fausse F' L est égale a ces deux
ensembles Q N et N V, ainsi qu’il est aisé & voir par le calcul.

Il seroit superflu que je m’arrétasse a donner ici d’autres exemples, car tous
les problemes qui ne sont que solides se peuvent réduire a tel point qu’on n’a
aucun besoin de cette régle pour les construire, sinon en tant qu’elle sert a
trouver deux moyennes proportionnelles, ou bien a diviser un angle en trois
parties égales, ainsi que vous connoitrez en considérant que leurs difficultés
peuvent toujours étre comprises en des équations qui ne montent que jusques
au carré de carré ou au cube, et que toutes celles qui montent au carré de carré se
réduisent au carré par le moyen de quelques autres qui ne montent que jusques
au cube, et enfin qu’on peut oter le second terme de celles-ci; en sorte qu’il n’y
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en a point qui ne se puisse réduire a quelqu’une de ces trois formes :

P =—pzrty
P=+prtq,
5= 4 pz —q.
Or si on a 23 = — pz + ¢, la régle dont Cardan attribue l'invention & un

nommé Scipio Ferreus nous apprend que la racine est

\/C+ q—i—\/fq +ﬁp —\/C—q—i— fq +27

Comme aussi lorsqu’on a z3 = +pz+q, et que le carré de la moitié du dernier
terme est plus grand que le cube du tiers de la quantité connue du pénultieme,
une pareille regle nous apprend que la racine est

1
\/C+ q+\/ 3+\/C+ 54— fq —ﬁp

D’ou il paroit qu’on peut construire tous les problemes dont les difficultés se
réduisent a I'une de ces deux formes, sans avoir besoin des sections coniques pour
autre chose que pour tirer les racines cubiques de quelques quantités données,
c’est-a-dire pour trouver deux moyennes proportionnelles entre ces quantités et
I'unité.

Puis, si on a 2° = + pz + ¢, et que le carré de la moitié du dernier terme ne
soit point plus grand que le cube du tiers de la quantité connue du pénultieme,

3

/1
en supposant le cercle N@Q PV dont le demi-diametre IV O soit gp, c’est-a-dire
la moyenne proportionnelle entre le tiers de la quantité donnée p et 'unité, et
S . . .39, .
supposant aussi la ligne N P inscrite dans ce cercle qui soit —, c’est-a-dire qui

soit a l'autre quantité donnée ¢ comme 'unité est au tiers de p, il ne faut que
diviser chacun des deux arcs N @ P et NV P en trois parties égales, et on aura
N @ la subtendue du tiers de I'un, et N V' la subtendue du tiers de 'autre, qui
jointes ensemble composeront la racine cherchée.

Enfin si on a 2* = pz — ¢, en supposant derechef le cercle N Q PV dont

/1 3
le rayon N O soit gp, et l'inscrite N P soit —q7 N @ la subtendue du tiers

de 'arc N @ P sera l'une des racines cherchées, et N V' la subtendue du tiers
de Tautre arc sera 'autre. Au moins, si le carré de la moitié du dernier terme
n’est point plus grand que le cube du tiers de la quantité connue du pénultieme;;
car s’il étoit plus grand, la ligne N P ne pourroit étre inscrite dans le cercle,
a cause qu’elle seroit plus longue que son diametre, ce qui seroit cause que les
deux vraies racines de cette équation ne seroient qu’imaginaires, et qu’il n’y en
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auroit de réelle que la fausse, qui, suivant la regle de Cardan, seroit

1 1, 1 1 1, 1
_ 02 - 2 - a2 T2
\/C'zq+ Va? ~ao7? +\/C‘2q FRET

Au reste, il est a remarquer que cette facon d’exprimer la valeur des racines
par le rapport qu’elles ont aux cotés de certains cubes dont il n’y a que le contenu
qu’on connoisse, n’est en rien plus intelligible ni plus simple que de les exprimer
par le rapport qu’elles ont aux subtendues de certains arcs ou portions de cercles
dont le triple est donné; en sorte que toutes celles des équations cubiques qui
ne peuvent étre exprimées par les regles de Cardan, le peuvent étre autant ou
plus clairement par la facon ici proposée.

Car si, par exemple, on pense connoitre la racine de cette équation

2= —qz+p,

a cause qu’on sait qu’elle est composée de deux lignes dont I'une est le coté

1
d’un cube duquel le contenu est §q, ajouté au coté d’un carré duquel derechef

1 1
le contenu est ti - 2—7]93, et Pautre est le coté d'un autre cube dont le contenu

est la différence qui est entre §q et le coté de ce carré dont le contenu est

1 1
ti — ﬁpg’, qui est tout ce qu’on en apprend par la regle de Cardan. Il n’y

a point de doute qu’on ne connoisse autant ou plus distinctement la racine de
celle-ci

2= +qz—p,

1
en la considérant inscrite dans un cercle dont le demi-diametre est 1/§p7 et
sachant qu’elle y est la subtendue d’un arc dont le triple a pour sa subtendue
24 Méme ces termes sont beaucoup moins embarrassés que les autres, et ils se
p

trouveront beaucoup plus courts si on veut user de quelque chiffre particulier
pour exprimer ces subtendues, ainsi qu’on fait du chiffre v/C. pour exprimer le
cOté des cubes.

Et on peut aussi ensuite de ceci exprimer les racines de toutes les équations
qui montent jusques au carré de carré par les regles ci-dessus expliquées; en
sorte que je ne sache rien de plus a désirer en cette matiére : car enfin la nature
de ces racines ne permet pas qu’on les exprime en termes plus simples, ni qu’on
les détermine par aucune construction qui soit ensemble plus générale et plus
facile.

Il est vrai que je n’ai pas encore dit sur quelles raisons je me fonde pour
oser ainsi assurer si une chose est possible ou ne l’est pas. Mais si on prend
garde comment, par la méthode dont je me sers, tout ce qui tombe sous la
considération des géometres se réduit a un méme genre de probléemes, qui est de
chercher la valeur des racines de quelque équation, on jugera bien qu’il n’est pas
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malaisé de faire un dénombrement de toutes les voies par lesquelles on les peut
trouver, qui soit suffisant pour démontrer qu’on a choisi la plus générale et la
plus simple. Et particulierement pour ce qui est des problemes solides, que j’ai
dit ne pouvoir étre construits sans qu’on y emploie quelque ligne plus composée
que la circulaire, c’est chose qu’on peut assez trouver de ce qu’ils se réduisent
tous & deux constructions, en I'une desquelles il faut avoir tout ensemble les
deux points qui déterminent deux moyennes proportionnelles entre deux lignes
données, et en l'autre les deux points qui divisent en trois parties égales un
arc donné; car d’autant que la courbure du cercle ne dépend que d’un simple
rapport de toutes ses parties au point qui en est le centre, on ne peut aussi s’en
servir qu’a déterminer un seul point entre deux extrémes, comme a trouver une
moyenne proportionnelle entre deux lignes droites données, ou diviser en deux
un arc donné ; au lieu que la courbure des sections coniques, dépendant toujours
de deux diverses choses, peut aussi servir a déterminer deux points différents.

Mais pour cette méme raison il est impossible qu’aucun des problemes qui
sont d’'un degré plus composés que les solides, et qui présupposent l'invention
de quatre moyennes proportionnelles, ou la division d’'un angle en cinq parties
égales, puissent étre construits par aucune des sections coniques. C’est pourquoi
je croirai faire en ceci tout le mieux qui se puisse, si je donne une regle générale
pour les construire, en y employant la ligne courbe qui se décrit par I'intersection
d’une parabole et d’une ligne droite en la facon ci-dessus expliquée; car j'ose
assurer qu’il n’y en a point de plus simple en la nature qui puisse servir a ce
meéme effet, et vous avez vu comme elle suit immédiatement les sections coniques
en cette question tant cherchée par les anciens, dont la solution enseigne par
ordre toutes les lignes courbes qui doivent étre recues en géométrie.

Vous savez déja comment, lorsqu’on cherche les quantités qui sont requises
pour la construction de ces problémes, on les peut toujours réduire a quelque
équation qui ne monte que jusques au carré de cube ou au sursolide. Puis vous
savez aussi comment, en augmentant la valeur des racines de cette équation, on
peut toujours faire qu’elles deviennent toutes vraies, et avec cela que la quantité
connue du troisieme terme soit plus grande que le carré de la moitié de celle du
second ; et enfin comment, si elle ne monte que jusques au sursolide, on la peut
hausser jusques au carré de cube, et faire que la place d’aucun de ces termes ne
manque d’étre remplie. Or, afin que toutes les difficultés dont il est ici question
puissent étre résolues par une méme regle, je désire qu’on fasse toutes ces choses,
et par ce moyen qu’on les réduise toujours & une équation de telle forme,

Vo +ayt —ryP + sy’ —ty+u=0,

et en laquelle la quantité nommée ¢ soit plus grande que le carré de la moitié
de celle qui est nommée p. Puis ayant fait la ligne B K (fig. 31) indéfiniment
longue des deux coOtés, et du point B ayant tiré la perpendiculaire A B dont

1
la longueur soit §p, il faut dans un plan séparé décrire une parabole, comme
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C D F, dont le coté droit principal soit

que je nommerai n pour abréger. Apres cela, il faut poser le plan dans lequel est

Fig. 31.

)

R M E

cette parabole sur celui ou sont les lignes AB et BK, en sorte que son essieu D E
se rencontre justement au-dessus de la ligne droite B K ; et ayant pris la partie

2Vu

, il faut appliquer sur
n

de cet essieu qui est entre les points E et D égale a

ce point E une longue regle en telle fagon qu’étant aussi appliquée sur le point
A du plan de dessous, elle demeure toujours jointe a ces deux points pendant
qu’on haussera ou baissera la parabole tout le long de la ligne B K sur laquelle
son essieu est appliqué; au moyen de quoi 'intersection de cette parabole et
de cette regle, qui se fera au point C, décrira la ligne courbe A C' N, qui est
celle dont nous avons besoin de nous servir pour la construction du probleme
proposé. Car apres qu’elle est ainsi décrite, si on prend le point L en la ligne
B K, du coté vers lequel est tourné le sommet de la parabole, et qu’on fasse

2\/u
B L égale a D E, c’est-a-dire a v ; puis du point L vers B qu’on prenne en la
n

t
méme ligne B K la ligne L H égale a T et que du point H ainsi trouvé on
n\/u

tire a angles droits du coté qu’est la courbe AC' N la ligne H I dont la longueur

LT Vu pt . , ,
soit —= + — + —=——=, qui pour abréger sera nommé
2n2  n2  4n2/u’ P &

joint les points L et I, qu’on décrive le cercle L P I dont I L soit le diametre, et

ﬁ; et apres, ayant
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qu’on inscrive en ce cercle la ligne L P dont la longueur soit ML ; puis
enfin du centre I, par le point P ainsi trouvé, qu’on décrive le cercle P C' N.
Ce cercle coupera ou touchera la ligne courbe A C' N en autant de points qu’il
y aura de racines en ’équation, en sorte que les perpendiculaires tirées de ces
points sur la ligne B K, comme C G, N R, Q O, et semblables, seront les racines
cherchées, sans qu’il y ait aucune exception ni aucun défaut en cette regle. Car
si la quantité s étoit si grande a proportion des autres p, ¢, r, t, et u, que la ligne
L P se trouvat plus grande que le diametre du cercle L I, en sorte qu’elle n’y
plt étre inscrite, il n’y auroit aucune racine en 1’équation proposée qui ne fit
imaginaire ; non plus que si le cercle I P étoit si petit qu’il ne coupat la courbe
A C N en aucun point. Et il la peut couper en six différents, ainsi qu’il peut y
avoir six diverses racines en ’équation. Mais lorsqu’il la coupe en moins, cela
témoigne qu’il y a quelques-unes de ces racines qui sont égales entre elles, ou
bien qui ne sont qu’imaginaires.

Que si la fagon de tracer la ligne A C' N par le mouvement d’une parabole
vous semble incommode, il est aisé de trouver plusieurs autres moyens pour la
décrire : comme si, ayant les mémes quantités que devant pour A B et B L
(fig. 32), et la méme pour B K qu’on avoit posée pour le coté droit principal de
la parabole, on décrit le demi-cercle K S T dont le centre soit pris & discrétion
dans la ligne B K, en sorte qu’il coupe quelque part la ligne A B comme au
point S'; et que du point T ou il finit on prenne vers K la ligne T'V égale a B L;
puis ayant tiré la ligne S V', qu’on en tire une autre qui lui soit paralléle par le

Fig. 32.

point A, comme A C, et qu’on en tire aussi une autre par S qui soit parallele a
B K, comme S C, le point C' ou ces deux paralleles se rencontrent sera I'un de
ceux de la ligne courbe cherchée. Et on en peut trouver en méme sorte autant
d’autres qu’on en désire.

Or la démonstration de tout ceci est assez facile; car, appliquant la regle
AEFE (fig. 31) avec la parabole F' D sur le point C, comme il est certain qu’elles
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peuvent y étre appliquées ensemble, puisque ce point C' est en la courbe A C' N
2

qui est décrite par leur intersection, si C' G se nomme y, G D sera —, a cause

n
que le c6té droit qui est n est & C G comme C' G a G D; et 6tant D E qui est

2 22
ﬂ, de GD,ona vy ﬂ pour G E. Puis, a cause que A B est & B E comme
n - pn

1
CEesthGE. AB étant p. BEest 22— Y
2 2n  ny

Et tout de méme en supposant que le point C' (fig. 32) de la courbe a été
trouvé par 'intersection des lignes droites S C parallele a B K, et A C parallele
aSV,SB quiest égale & C' G est y; et B K étant égale au coté droit de la

2

parabole que j’ai nommé n, BT est y—, car comme K B est a B S, ainsi B .S est
n

2 22
ﬂ,BVes‘cy——ﬂ;
pn n pn

et comme S B est & BV, ainsi A B est & B E, qui est par conséquent % — %
comme devant, d’oli on voit que c’est une méme ligne courbe qui se décrit eyn
ces deux facons.
Apres cela, pourceque B L et D E (fig. 31) sont égales, D L et B E le sont
t py  Vu
2n/u

,aDL quiest == ——~— onala
2n n
U t
Py f+

a BT. Et TV étant la méme que B L, c’est-a-dire

aussi ; de fagon qu’ajoutant L H qui est
toute D H qui est

2n  ny 2n\/ﬂ;

2
et en 6tant G D qui est y—, on a G H qui est
n

Py Ju t y?

2n  ny  2nyu  n’

ce que j’écris par ordre en cette sorte,

. 1 ty
3 2
—y oyt o -
2
GH— 2y/u
ny

u

et le carré de G H est

1 t pt t2
6 _ 5 22t ) 9 bt ) 3 v 2 _y
y° —py —|—<4p ﬁ>y +(\/ﬂ+2\/ﬂ>y +(4u pﬁ)y Y+ u

2

n2y

Et en quelque autre endroit de cette ligne courbe qu’on veuille imaginer le point
C, comme vers N ou vers (), on trouvera toujours que le carré de la ligne droite
qui est entre le point H et celui ou tombe la perpendiculaire du point C' sur
B H, peut étre exprimé en ces mémes termes et avec les mémes signes + et —.
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t
De plus, H I étant %, et L H étant ——, I L est
n

2n\/u

m?2 t2

nt  4n2u

a cause de 'angle droit I H L; et L P étant

IPoulC est

\/ m2 t2 s pJu
nt U An2u n?2 2’

a cause aussi de l'angle droit I P L. Puis ayant fait C' M perpendiculaire sur
I H, I M est la différence qui est entre H I et H M ou C G, c’est-a-dire entre

— et 1y, en sorte que son carré est toujours
n?

2
m 2m
e
n

n2
qui étant oté du carré de I C, il reste

t? s pJu  2my 2

An?u  n n? n?

pour le carré de C' M, qui est égal au carré de G H déja trouvé. Ou bien en
faisant que cette somme soit divisée comme I’autre par n?y?, on a

2

t
—n2y* + 2my? — pyuy? — sy? + @yQ

2 )

n2y

t 1
puis remettant —gy* + qy* — ~p?y* pour ny?, et ry® + 2/ uy® +
Vu 4 2

2my?> ; et multipliant I'une et 'autre somme par n?y? on a

y6—py5+<ip2—\/ta) <2f+ f>y +<tz—pf)y —ty+u

égal a

(in—q—\;a>y4+<r+2f+ f) 3+(t2—8—pf>

c’est-a-dire qu’on a

3 pour
f

Yo —py® +qyt —ryd + sy —ty +u=0.
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D’ou il paroit que les lignes C G, N R, @ O, et semblables, sont les racines
de cette équation, qui est ce qu’il falloit démontrer.
Ainsi donc si on veut trouver quatre moyennes proportionnelles entre les  L’invention de

lignes a et b, ayant posé x pour la premiere, ’équation est quatre moyennes
proportionnelles.

2 —a*b=0, oubien z°%—a*bz=0.
Et faisant y — a = z, il vient
y® — 6ay® + 15a°y* — 20a®y® + 15a*y® — (6a° + a*b) y + a® + a®b = 0;

c’est pourquoi il faut prendre 3a pour la ligne A B, et

6a3 + a2b

2 4 6a?
va? + ab

a
pour B K ou le co6té droit de la parabole, que j’ai nommé n, et 3—\/@2 + ab

n
pour D E ou B L. Et aprés avoir décrit la ligne courbe A C' N sur la mesure de
ces trois, il faut faire

L - 6a> + a%b
2nva? 4 ab
et 3 2 4 3b
10a a 18a* + 3a
HlI=—+—Va+ab+ ————,
n? n? 2n2va? + ab
et

LP= %\/15a2 + 6av/a? + ab;

car le cercle, qui ayant son centre au point I passera par le point P ainsi trouvé,
coupera la courbe aux deux points C' et N, desquels ayant tiré les perpendicu-
laires N R et C' G, si la moindre N R est otée de la plus grande C G, le reste
sera x, la premiere des quatre moyennes proportionnelles cherchées.

Il est aisé en méme fagon de diviser un angle en cing parties égales, et
d’inscrire une figure de onze ou treize cotés égaux dans un cercle, et de trouver
une infinité d’autres exemples de cette regle.

Toutefois il est a remarquer qu’en plusieurs de ces exemples il peut arriver
que le cercle coupe si obliquement la parabole du second genre, que le point de
leur intersection soit difficile a reconnoitre, et ainsi que cette construction ne soit
pas commode pour la pratique; a quoi il seroit aisé de remédier en composant
d’autres regles a 'imitation de celle-ci, comme on en peut composer de mille
sortes.

Mais mon dessein n’est pas de faire un gros livre, et je tache plutot de
comprendre beaucoup en peu de mots, comme on jugera peut-étre que j’ai fait,
si on considere qu’ayant réduit a une méme construction tous les problemes
d’un méme genre, j’ai tout ensemble donné la fagon de les réduire a une infinité
d’autres diverses, et ainsi de résoudre chacun d’eux en une infinité de facons;
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puis outre cela, qu’ayant construit tous ceux qui sont plans en coupant d’'un
cercle une ligne droite, et tous ceux qui sont solides en coupant aussi d’un cercle
une parabole, et enfin tous ceux qui sont d’un degré plus composés en coupant
tout de méme d’un cercle une ligne qui n’est que d’un degré plus composée que
la parabole, il ne faut que suivre la méme voie pour construire tous ceux qui
sont plus composés a 'infini : car, en matiere de progressions mathématiques,
lorsqu’on a les deux ou trois premiers termes, il n’est pas malaisé de trouver
les autres. Et j’espéere que nos neveux me sauront gré, non seulement des choses
que j’ai ici expliquées, mais aussi de celles que j’ai omises volontairement, afin
de leur laisser le plaisir de les inventer.

FIN.

66



TABLE DES MATIERES

LIVRE PREMIER

DES PROBLEMES QU’ON PEUT CONSTRUIRE SANS Y EMPLOYER QUE

DES CERCLES ET DES LIGNES DROITES.

Comment le calcul d’arithmétique se rapporte aux opérations de

BEOMGETIE « . v vttt ettt et e e
Comment se font géométriquement la multiplication, la division et I’ex-

traction de la racine carrée............ ...
Comment on peut user de chiffres en géométrie.......................
Comment il faut venir aux équations qui servent a résoudre les problemes
Quels sont les problemes plans, et comment ils se résolvent ...........
Exemple tiré de Pappus ......ooviiii
Réponse a la question de Pappus ...,
Comment on doit poser les termes pour venir a ’équation en cet exemple
Comment on trouve que ce probléme est plan lorsqu’il n’est point pro-

posé en plus de cing lignes ... i

67

O ~J UL i W N =



LIVRE SECOND

DE LA NATURE DES LIGNES COURBES.

Quelles sont les lignes courbes qu’on peut recevoir en géométrie. . .....
La fagon de distinguer toutes ces lignes courbes en certains genres, et de

connoitre le rapport qu’ont tous leurs points & ceux des lignes droites
Suite de I'explication de la question de Pappus mise au livre précédent
Solution de cette question quand elle n’est proposée qu’en trois ou quatre

0 T
Démonstration de cette solution ...............ooiiiii i,

Quels sont les lieux plans et solides, et la fagon de les trouver tous. ...
Quelle est la premiere et la plus simple de toutes les lignes courbes qui

servent a la question des anciens quand elle est proposée en cinq lignes
Quelles sont les lignes courbes qu’on décrit en trouvant plusieurs de

leurs points qui peuvent étre regus en géométrie....................
Quelles sont aussi celles qu’on décrit avec une corde qui peuvent y étre

Y10
Que, pour trouver toutes les propriétés des lignes courbes, il suffit de

savoir le rapport qu’ont tous leurs points a ceux des lignes droites ; et
la fagon de tirer d’autres lignes qui les coupent en tous ces points &
angles droits . ......o.u i
Facon générale pour trouver des lignes droites qui coupent les courbes
données ou leurs contingentes & angles droits.......................
Exemple de cette opération en une ellipse et en une parabole du second
BOIITE et ettt e e e e e e e
Autre exemple en un ovale du second genre...........................
Exemple de la construction de ce probléeme en la conchoide ...........
Explication de quatre nouveaux genres d’ovales qui servent a l'optique
Les propriétés de ces ovales touchant les réflexions et les réfractions. ..

Démonstration de ces propriétés. ...
Comment on peut faire un verre autant convexe ou concave en 1'une de

ses superficies qu’on voudra, qui rassemble & un point donné tous les

rayons qui viennent d’un autre point donné.........................
Comment on en peut faire un qui fasse le méme, et que la convexité de

I'une de ses superficies ait la proportion donnée avec la convexité ou

concavité de autre ....... ..
Comment on peut rapporter tout ce qui a été dit des lignes courbes

décrites sur une superficie plate, a celles qui se décrivent dans un
espace qui a trois dimensions, ou bien sur une superficie courbe.....

68

13
15

15
19
21
21
23

23

23

24

24
25
30
30
33
34

36

38



LIVRE TROISIEME

DE LA CONSTRUCTION DES PROBLEMES SOLIDES OU PLUS QUE
SOLIDES.

De quelles lignes courbes on peut se servir en la construction de chaque

Probleme. ..o
Exemple touchant 'invention de plusieurs moyennes proportionnelles .
De la nature des équations ...
Combien il peut y avoir de racines en chaque équation................

Quelles sont les fausses racines. ..........ovuivieiiienineeneennnann.
Comment on peut diminuer le nombre des dimensions d’une équation,

lorsqu’on connoit quelqu’une de ses racines................ovvven...
Comment on peut examiner si quelque quantité donnée est la valeur
AUNE TACINE . .\ ettt et e e

Combien il peut y avoir de vraies racines dans chaque équation ... ....
Comment on fait que les fausses racines deviennent vraies, et les vraies

2 L= TR PP
Comment on peut augmenter ou diminuer les racines d’une équation. .
Qu’en augmentant ainsi les vraies racines on diminue les fausses, ou au

COMBTAITE . o ot e

Comment on peut oter le second terme d’'une équation................
Comment on fait que les fausses racines deviennent vraies sans que les

vraies deviennent fausses............. . i
Comment on fait que toutes les places d'une équation soient remplies .
Comment on peut multiplier ou diviser les racines d’une équation.. ...

Comment on 6te les nombres rompus d’une équation..................
Comment on rend la quantité connue de 'un des termes d’une équation

égale a telle autre qu’on veut......... ... . i
Que les racines, tant vraies que fausses, peuvent étre réelles ou imagi-
DAITES . .t ettt e et e
La réduction des équations cubiques lorsque le probleme est plan .. ...
La fagon de diviser une équation par un binéme qui contient sa racine
Quels problemes sont solides lorsque 1’équation est cubique ...........
La réduction des équations qui ont quatre dimensions lorsque le
probléeme est plan; et quels sont ceux qui sont solides...............

Exemple de 'usage de ces réductions ...,
Regle générale pour réduire toutes les équations qui passent le carré de

Fagon générale pour construire tous les problemes solides réduits a une
équation de trois ou quatre dimensions................ ...
L’invention de deux moyennes proportionnelles .......................

69

40
40
41
41
41

42

42
42

42
42

43
44

45
46
46
46

47
47
47
48
49

49
52

53



La division de I'angle en trois. ...
Que tous les problemes solides se peuvent réduire a ces deux construc-

La fagon d’exprimer la valeur de toutes les racines des équations cu-
biques, et ensuite de toutes celles qui ne montent que jusques au
CAITE € CAITE . ..ottt e et

Pourquoi les problemes solides ne peuvent étre construits sans les sec-
tions coniques, ni ceux qui sont plus composés sans quelques autres
lignes plus COMPOSEES . . . ..ottt

Fagon générale pour construire tous les problemes réduits a une équation
qui n’a point plus de six dimensions...............ccooiiiiiiiii...

L’invention de quatre moyennes proportionnelles......................

FIN DE LA TABLE.

70

o7

99

60



TYPOGRAPHICAL ERRORS CORRECTED
IN PROJECT GUTENBERG EDITION

p- 42 the last factor “et par z — 5” in original, amended to “et par x +5” to
match the preceding and following discussion.

2\/,(;77

p- 61 “entre les points F et D égle a ——" in original, amended to “égale”.
St £84°6



End of the Project Gutenberg EBook of La géométrie, by René Descartes
*%% END OF THIS PROJECT GUTENBERG EBOOK LA GEOMETRIE #xx

**%%x* This file should be named 26400-pdf.pdf or 26400-pdf.zip *****
This and all associated files of various formats will be found in:
http://www.gutenberg.org/2/6/4/0/26400/

Produced by K.F. Greiner, Joshua Hutchinson, Keith Edkins
and the Online Distributed Proofreading Team at
http://www.pgdp.net (This file was produced from images
generously made available by Cornell University Digital
Collections)

Updated editions will replace the previous one--the old editions
will be renamed.

Creating the works from public domain print editions means that no

one owns a United States copyright in these works, so the Foundation
(and you!) can copy and distribute it in the United States without
permission and without paying copyright royalties. Special rules,

set forth in the General Terms of Use part of this license, apply to
copying and distributing Project Gutenberg-tm electronic works to
protect the PROJECT GUTENBERG-tm concept and trademark. Project
Gutenberg is a registered trademark, and may not be used if you

charge for the eBooks, unless you receive specific permission. If you
do not charge anything for copies of this eBook, complying with the
rules is very easy. You may use this eBook for nearly any purpose
such as creation of derivative works, reports, performances and
research. They may be modified and printed and given away--you may do
practically ANYTHING with public domain eBooks. Redistribution is
subject to the trademark license, especially commercial
redistribution.

*x% START: FULL LICENSE *xx

THE FULL PROJECT GUTENBERG LICENSE
PLEASE READ THIS BEFORE YOU DISTRIBUTE OR USE THIS WORK

To protect the Project Gutenberg-tm mission of promoting the free
distribution of electronic works, by using or distributing this work
(or any other work associated in any way with the phrase "Project
Gutenberg"), you agree to comply with all the terms of the Full Project
Gutenberg-tm License (available with this file or online at
http://gutenberg.org/license).



Section 1. General Terms of Use and Redistributing Project Gutenberg-tm
electronic works

1.A. By reading or using any part of this Project Gutenberg-tm
electronic work, you indicate that you have read, understand, agree to
and accept all the terms of this license and intellectual property
(trademark/copyright) agreement. If you do not agree to abide by all
the terms of this agreement, you must cease using and return or destroy
all copies of Project Gutenberg-tm electronic works in your possession.
If you paid a fee for obtaining a copy of or access to a Project
Gutenberg-tm electronic work and you do not agree to be bound by the
terms of this agreement, you may obtain a refund from the person or
entity to whom you paid the fee as set forth in paragraph 1.E.8.

1.B. "Project Gutenberg" is a registered trademark. It may only be
used on or associated in any way with an electronic work by people who
agree to be bound by the terms of this agreement. There are a few
things that you can do with most Project Gutenberg-tm electronic works
even without complying with the full terms of this agreement. See
paragraph 1.C below. There are a lot of things you can do with Project
Gutenberg-tm electronic works if you follow the terms of this agreement
and help preserve free future access to Project Gutenberg-tm electronic
works. See paragraph 1.E below.

1.C. The Project Gutenberg Literary Archive Foundation ("the Foundation"
or PGLAF), owns a compilation copyright in the collection of Project
Gutenberg-tm electronic works. Nearly all the individual works in the
collection are in the public domain in the United States. If an
individual work is in the public domain in the United States and you are
located in the United States, we do not claim a right to prevent you from
copying, distributing, performing, displaying or creating derivative
works based on the work as long as all references to Project Gutenberg
are removed. O0f course, we hope that you will support the Project
Gutenberg-tm mission of promoting free access to electronic works by
freely sharing Project Gutenberg-tm works in compliance with the terms of
this agreement for keeping the Project Gutenberg-tm name associated with
the work. You can easily comply with the terms of this agreement by
keeping this work in the same format with its attached full Project
Gutenberg-tm License when you share it without charge with others.

1.D. The copyright laws of the place where you are located also govern
what you can do with this work. Copyright laws in most countries are in
a constant state of change. If you are outside the United States, check
the laws of your country in addition to the terms of this agreement
before downloading, copying, displaying, performing, distributing or
creating derivative works based on this work or any other Project
Gutenberg-tm work. The Foundation makes no representations concerning
the copyright status of any work in any country outside the United
States.

II



1.E. Unless you have removed all references to Project Gutenberg:

1.E.1. The following sentence, with active links to, or other immediate
access to, the full Project Gutenberg-tm License must appear prominently
whenever any copy of a Project Gutenberg-tm work (any work on which the
phrase "Project Gutenberg" appears, or with which the phrase "Project
Gutenberg" is associated) is accessed, displayed, performed, viewed,
copied or distributed:

This eBook is for the use of anyone anywhere at no cost and with
almost no restrictions whatsoever. You may copy it, give it away or
re-use it under the terms of the Project Gutenberg License included
with this eBook or online at www.gutenberg.org

1.E.2. If an individual Project Gutenberg-tm electronic work is derived
from the public domain (does not contain a notice indicating that it is
posted with permission of the copyright holder), the work can be copied
and distributed to anyone in the United States without paying any fees
or charges. If you are redistributing or providing access to a work
with the phrase "Project Gutenberg" associated with or appearing on the
work, you must comply either with the requirements of paragraphs 1.E.1
through 1.E.7 or obtain permission for the use of the work and the
Project Gutenberg-tm trademark as set forth in paragraphs 1.E.8 or
1.E.9.

1.E.3. If an individual Project Gutenberg-tm electronic work is posted
with the permission of the copyright holder, your use and distribution
must comply with both paragraphs 1.E.1 through 1.E.7 and any additional
terms imposed by the copyright holder. Additional terms will be linked
to the Project Gutenberg-tm License for all works posted with the

permission of the copyright holder found at the beginning of this work.

1.E.4. Do not unlink or detach or remove the full Project Gutenberg-tm
License terms from this work, or any files containing a part of this
work or any other work associated with Project Gutenberg-tm.

1.E.5. Do not copy, display, perform, distribute or redistribute this
electronic work, or any part of this electronic work, without
prominently displaying the sentence set forth in paragraph 1.E.1 with
active links or immediate access to the full terms of the Project
Gutenberg-tm License.

1.E.6. You may convert to and distribute this work in any binary,
compressed, marked up, nonproprietary or proprietary form, including any
word processing or hypertext form. However, if you provide access to or
distribute copies of a Project Gutenberg-tm work in a format other than
"Plain Vanilla ASCII" or other format used in the official version
posted on the official Project Gutenberg-tm web site (www.gutenberg.org),
you must, at no additional cost, fee or expense to the user, provide a
copy, a means of exporting a copy, or a means of obtaining a copy upon

III



request, of the work in its original "Plain Vanilla ASCII" or other
form. Any alternate format must include the full Project Gutenberg-tm
License as specified in paragraph 1.E.1.

1.E.7. Do not charge a fee for access to, viewing, displaying,
performing, copying or distributing any Project Gutenberg-tm works
unless you comply with paragraph 1.E.8 or 1.E.9.

1.E.8. You may charge a reasonable fee for copies of or providing
access to or distributing Project Gutenberg-tm electronic works provided
that

- You pay a royalty fee of 207 of the gross profits you derive from
the use of Project Gutenberg-tm works calculated using the method
you already use to calculate your applicable taxes. The fee is
owed to the owner of the Project Gutenberg-tm trademark, but he
has agreed to donate royalties under this paragraph to the
Project Gutenberg Literary Archive Foundation. Royalty payments
must be paid within 60 days following each date on which you
prepare (or are legally required to prepare) your periodic tax
returns. Royalty payments should be clearly marked as such and
sent to the Project Gutenberg Literary Archive Foundation at the
address specified in Section 4, "Information about donations to
the Project Gutenberg Literary Archive Foundation."

- You provide a full refund of any money paid by a user who notifies
you in writing (or by e-mail) within 30 days of receipt that s/he
does not agree to the terms of the full Project Gutenberg-tm
License. You must require such a user to return or
destroy all copies of the works possessed in a physical medium
and discontinue all use of and all access to other copies of
Project Gutenberg-tm works.

- You provide, in accordance with paragraph 1.F.3, a full refund of any
money paid for a work or a replacement copy, if a defect in the
electronic work is discovered and reported to you within 90 days
of receipt of the work.

- You comply with all other terms of this agreement for free
distribution of Project Gutemberg-tm works.

1.E.9. If you wish to charge a fee or distribute a Project Gutenberg-tm
electronic work or group of works on different terms than are set

forth in this agreement, you must obtain permission in writing from
both the Project Gutenberg Literary Archive Foundation and Michael

Hart, the owner of the Project Gutenberg-tm trademark. Contact the
Foundation as set forth in Section 3 below.

1.F.

v



1.F.1. Project Gutenberg volunteers and employees expend considerable
effort to identify, do copyright research on, transcribe and proofread
public domain works in creating the Project Gutenberg-tm

collection. Despite these efforts, Project Gutenberg-tm electronic
works, and the medium on which they may be stored, may contain
"Defects," such as, but not limited to, incomplete, inaccurate or
corrupt data, transcription errors, a copyright or other intellectual
property infringement, a defective or damaged disk or other medium, a
computer virus, or computer codes that damage or cannot be read by
your equipment.

1.F.2. LIMITED WARRANTY, DISCLAIMER OF DAMAGES - Except for the "Right
of Replacement or Refund" described in paragraph 1.F.3, the Project
Gutenberg Literary Archive Foundation, the owner of the Project
Gutenberg-tm trademark, and any other party distributing a Project
Gutenberg-tm electronic work under this agreement, disclaim all
liability to you for damages, costs and expenses, including legal
fees. YOU AGREE THAT YOU HAVE NO REMEDIES FOR NEGLIGENCE, STRICT
LIABILITY, BREACH OF WARRANTY OR BREACH OF CONTRACT EXCEPT THOSE
PROVIDED IN PARAGRAPH F3. YOU AGREE THAT THE FOUNDATION, THE
TRADEMARK OWNER, AND ANY DISTRIBUTOR UNDER THIS AGREEMENT WILL NOT BE
LIABLE TO YOU FOR ACTUAL, DIRECT, INDIRECT, CONSEQUENTIAL, PUNITIVE OR
INCIDENTAL DAMAGES EVEN IF YOU GIVE NOTICE OF THE POSSIBILITY OF SUCH
DAMAGE.

1.F.3. LIMITED RIGHT OF REPLACEMENT OR REFUND - If you discover a
defect in this electronic work within 90 days of receiving it, you can
receive a refund of the money (if any) you paid for it by sending a
written explanation to the person you received the work from. If you
received the work on a physical medium, you must return the medium with
your written explanation. The person or entity that provided you with
the defective work may elect to provide a replacement copy in lieu of a
refund. If you received the work electronically, the person or entity
providing it to you may choose to give you a second opportunity to
receive the work electronically in lieu of a refund. If the second copy
is also defective, you may demand a refund in writing without further
opportunities to fix the problem.

1.F.4. Except for the limited right of replacement or refund set forth
in paragraph 1.F.3, this work is provided to you ’AS-IS’ WITH NO OTHER
WARRANTIES OF ANY KIND, EXPRESS OR IMPLIED, INCLUDING BUT NOT LIMITED TO
WARRANTIES OF MERCHANTIBILITY OR FITNESS FOR ANY PURPOSE.

1.F.5. BSome states do not allow disclaimers of certain implied
warranties or the exclusion or limitation of certain types of damages.
If any disclaimer or limitation set forth in this agreement violates the
law of the state applicable to this agreement, the agreement shall be
interpreted to make the maximum disclaimer or limitation permitted by
the applicable state law. The invalidity or unenforceability of any
provision of this agreement shall not void the remaining provisions.

v



1.F.6. INDEMNITY - You agree to indemnify and hold the Foundation, the
trademark owner, any agent or employee of the Foundation, anyone
providing copies of Project Gutenberg-tm electronic works in accordance
with this agreement, and any volunteers associated with the production,
promotion and distribution of Project Gutenberg-tm electronic works,
harmless from all liability, costs and expenses, including legal fees,
that arise directly or indirectly from any of the following which you do
or cause to occur: (a) distribution of this or any Project Gutenberg-tm
work, (b) alteration, modification, or additions or deletions to any
Project Gutenberg-tm work, and (c) any Defect you cause.

Section 2. Information about the Mission of Project Gutenberg-tm

Project Gutenberg-tm is synonymous with the free distribution of
electronic works in formats readable by the widest variety of computers
including obsolete, old, middle-aged and new computers. It exists
because of the efforts of hundreds of volunteers and donations from
people in all walks of life.

Volunteers and financial support to provide volunteers with the
assistance they need, is critical to reaching Project Gutenberg-tm’s
goals and ensuring that the Project Gutenberg-tm collection will
remain freely available for generations to come. In 2001, the Project
Gutenberg Literary Archive Foundation was created to provide a secure
and permanent future for Project Gutenberg-tm and future generations.
To learn more about the Project Gutenberg Literary Archive Foundation
and how your efforts and donations can help, see Sections 3 and 4

and the Foundation web page at http://www.pglaf.org.

Section 3. Information about the Project Gutenberg Literary Archive
Foundation

The Project Gutenberg Literary Archive Foundation is a non profit
501(c) (3) educational corporation organized under the laws of the
state of Mississippi and granted tax exempt status by the Internal
Revenue Service. The Foundation’s EIN or federal tax identification
number is 64-6221541. Its 501(c)(3) letter is posted at
http://pglaf.org/fundraising. Contributions to the Project Gutenberg
Literary Archive Foundation are tax deductible to the full extent
permitted by U.S. federal laws and your state’s laws.

The Foundation’s principal office is located at 4557 Melan Dr. S.
Fairbanks, AK, 99712., but its volunteers and employees are scattered
throughout numerous locations. Its business office is located at

809 North 1500 West, Salt Lake City, UT 84116, (801) 596-1887, email
business@pglaf.org. Email contact links and up to date contact
information can be found at the Foundation’s web site and official

VI



page at http://pglaf.org

For additional contact information:
Dr. Gregory B. Newby
Chief Executive and Director
gbnewby@pglaf.org

Section 4. Information about Donations to the Project Gutenberg
Literary Archive Foundation

Project Gutenberg-tm depends upon and cannot survive without wide
spread public support and donations to carry out its mission of
increasing the number of public domain and licensed works that can be
freely distributed in machine readable form accessible by the widest
array of equipment including outdated equipment. Many small donations
($1 to $5,000) are particularly important to maintaining tax exempt
status with the IRS.

The Foundation is committed to complying with the laws regulating
charities and charitable donations in all 50 states of the United
States. Compliance requirements are not uniform and it takes a
considerable effort, much paperwork and many fees to meet and keep up
with these requirements. We do not solicit donations in locations
where we have not received written confirmation of compliance. To
SEND DONATIONS or determine the status of compliance for any
particular state visit http://pglaf.org

While we cannot and do not solicit contributions from states where we
have not met the solicitation requirements, we know of no prohibition
against accepting unsolicited donations from donors in such states who
approach us with offers to donate.

International donations are gratefully accepted, but we cannot make
any statements concerning tax treatment of donations received from
outside the United States. U.S. laws alone swamp our small staff.

Please check the Project Gutenberg Web pages for current donation
methods and addresses. Donations are accepted in a number of other
ways including checks, online payments and credit card donationms.
To donate, please visit: http://pglaf.org/donate

Section 5. General Information About Project Gutenberg-tm electronic
works.

Professor Michael S. Hart is the originator of the Project Gutenberg-tm
concept of a library of electronic works that could be freely shared
with anyone. For thirty years, he produced and distributed Project
Gutenberg-tm eBooks with only a loose network of volunteer support.

VII



Project Gutenberg-tm eBooks are often created from several printed
editions, all of which are confirmed as Public Domain in the U.S.
unless a copyright notice is included. Thus, we do not necessarily
keep eBooks in compliance with any particular paper edition.

Most people start at our Web site which has the main PG search facility:
http://www.gutenberg.org

This Web site includes information about Project Gutenberg-tm,

including how to make donations to the Project Gutenberg Literary

Archive Foundation, how to help produce our new eBooks, and how to
subscribe to our email newsletter to hear about new eBooks.

VIII



LA GEOMETRIA DE DESCARTES

Todos los problemas de Geometria pueden reducirse facilmente a términos tales, que
no es necesario conocer de antemano mas que la longitud de algunas lineas rectas
para construirlos.

Descartes. La Geometria (G.AT.VI1.369).

Descartes mediante un nuevo método hizo pasar de las tinieblas a la luz cuanto en las
Matematicas habia permanecido inaccesible a los antiguos y todo cuanto los
contemporaneos habian sido incapaces de descubrir; luego puso los cimientos
inquebrantables de la Filosofia sobre los cuales es posible asentar la mayor parte de
las verdades en el orden y con la certidumbre de las Matematicas.

Spinoza. Los Principios de la Filosofia cartesiana.

Lo que ha inmortalizado el nombre de Descartes es la aplicacion que ha sabido hacer
del Algebra a la Geometria, una idea de las mds vastas y felices que haya tenido el
espiritu humano, y que sera siempre la llave de los mas profundos descubrimientos
no solamente en la Geometria, sino en todas las ciencias fisico-matematicas.
D'Alembert. Discours Préliminaire de I'Encyclopédie (Orbis, 1984, pp.84—85).

La Geometria analitica, mucho mas que cualquiera de sus especulaciones
metafisicas, inmortaliza el nombre de Descartes y constituye el maximo paso hecho
en el progreso de las ciencias exactas.

J. Stuart Mill. (citado por E.Bell en Les grands mathématiciens. Payot, Paris, 1950.
Cap.3. p.46).

Introduccion.
Del Algebra Geométrica griega a la Geometria Analitica Cartesiana.
El Algebra Geométrica del Libro Il de Los Elementos de Euclides.
Coordenadas en Las Cdnicas de Apolonio.
El Anadlisis Geométrico griego y la Geometria Analitica.

La Geometria de Descartes.

La formacion de Descartes en La Fléche.

Citas memorables de Descartes.

Citas memorables sobre Descartes.

Los suenos de Descartes y los origenes de La Geometria.

Las Regulae, El Discurso del Método y La Geometria.

La percepcion de Descartes sobre el eco cientifico de La Geometria.

El contenido de La Geometria.
La construccion geométrico-algebraica de las operaciones aritméticas.
La notacion matematica cartesiana.
Analisis y Sintesis: planteamiento y resolucion de las ecuaciones.
Sistemas de referencia. El Problema de Pappus.
Las rectas normales a una curva. El Método del circulo.

La Geometria de Descartes y la Geometria Analitica.

La proyeccion histérica de la Geometria Analitica cartesiana.
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Introduccion:

Del Algebra Geométrica griega a la Geometria Analitica Cartesiana

La Geometria Analitica es un poderoso instrumento de ataque de los problemas
geométricos que utiliza como herramienta basica el Algebra. La esencia de su aplicacion en
el plano es el establecimiento de una correspondencia entre los puntos del plano y pares
ordenados de numeros reales, es decir, un sistema de coordenadas, lo que posibilita una
asociacion entre curvas del plano y ecuaciones en dos variables, de modo que cada curva
del plano tiene asociada una ecuacion f(x,y)=0 y, reciprocamente, para cada ecuaciéon en
dos variables esta definida una curva que determina un conjunto de puntos en el plano,
siempre respecto de un sistema de coordenadas. En particular queda establecida una
asociacion entre rectas del plano y ecuaciones de primer grado de la forma Ax+By+C=0. La
Geometria Analitica es, pues, una especie de diccionario entre el Algebra y la Geometria
que asocia pares de numeros a puntos y ecuaciones a curvas. Pero esta asociacion va mas
alla de lo gramatical ya que vincula también las sintaxis del Algebra y de la Geometria, es
decir, las relaciones, vinculos y operaciones entre los elementos de ambas. Asi pues, para
hallar geométricamente la interseccion de dos curvas f(x,y)=0, g(x,y)=0 —problema
geomeétrico— habria que resolver algebraicamente el sistema formado por ambas ecuaciones
—problema algebraico—. Ademas, para cada curva f(x,y)=0, la Geometria Analitica establece
también una correspondencia entre las propiedades algebraicas y analiticas de la ecuacion
f(x,y)=0 y las propiedades geométricas de la curva asociada. De hecho, estas propiedades
geomeétricas son el trasunto geométrico de la estructura algebraica de la expresion f(x,y)=0y
se establecen mediante el calculo literal que permite el Algebra. En particular la tarea de
probar un teorema o resolver un problema en Geometria se traslada de forma muy eficiente
a probarlo o resolverlo en Algebra utilizando el calculo analitico.

Es indiscutible que Fermat y Descartes son los verdaderos artifices de la Geometria
Analitica. Descartes publica en 1637 La Geometria, junto con La Diéptrica y Los Meteoros
como apéndices de su Discurso del Método o éste como prologo de aquellos opusculos. El
mismo ano, Fermat envia al Padre Mersenne sus investigaciones de alrededor de 1629
contenidas en la memoria Introduccién a los Lugares Planos y Sélidos (Ad Locos Planos et
Solidos Isagoge). Las obras citadas de Descartes y Fermat contienen los fundamentos de la
llamada mas tarde Geometria Analitica.

Hay una gran unanimidad en considerar a La Geometria de Descartes como una de las
obras mas importantes en la historia del pensamiento matematico. Al utilizar el Algebra
simbdlica como herramienta algoritmica basica, Descartes realiza una nueva lectura de la
Geometria griega, que supera sus limitaciones y rebasa sus conquistas geométricas. A base
de elaborar una excelente herramienta para enfrentar y resolver problemas geométricos
antiguos y modernos, Descartes libera a la Geometria de la dependencia a la estructura
geomeétrica de las figuras e introduce una forma de solucién de los problemas basada en la
aplicacion del Analisis mediante la intervencion del Algebra.

El Analisis Geométrico griego utilizaba un equivalente de las coordenadas pero soélo
empleaba Algebra Geométrica. El Arte Analitica de Vieta desarrolla el Algebra simbdlica
pero no usa coordenadas. Al aunar ambos instrumentos, coordenadas y Algebra literal,
Descartes alumbra la Geometria Analitica que establece un puente para transitar entre la
Geometria y el Algebra, al permitir asociar curvas y ecuaciones, a base de aplicar el Analisis
algebraico de Vieta a los problemas de lugares geométricos de Apolonio y Pappus,
definidos, en un sistema de coordenadas, por una ecuacién indeterminada en dos
incognitas. La Geometria Analitica resultante, dotada del simbolismo literal, con toda la
potencia algoritmica de la mecanica operatoria del calculo, manipulacién y simplificacién que
permite el Algebra, sustituye las ingeniosas construcciones geométricas de la rigida y
retérica Algebra Geométrica de los griegos por sistematicas operaciones algebraicas y se
convierte en una poderosa herramienta de investigacion, mediante la cual Descartes
resuelve de forma brillante y asombrosa, numerosos problemas geométricos, clasicos vy
modernos, algunos realmente dificiles, como el trazado de normales a las curvas, el
Problema de Apolonio y otros que se habian resistido a lo largo de la Historia como el
famoso Problema de Pappus.
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Aqui vamos a realizar un estudio critico de la obra de Descartes, La Geometria. Para valorar
la trascendencia de esta obra en la Historia de la Matematica, haremos una breve
descripcion de los métodos de la Geometria griega, no sélo porque por comparacion
podremos ponderar la eficiencia de los métodos cartesianos sino porque la motivacion y el
origen de la obra cartesiana arranca de su lectura por parte de Descartes y la critica de sus
limitaciones. También conviene remontarse a la Geometria griega para rastrear ciertos
vestigios analiticos, entre ellos el uso rudimentario de coordenadas en Apolonio y la
naturaleza del Analisis Geométrico griego como instrumento de investigacion, ya que ambos
elementos son primigenios antecedentes de la Geometria Analitica cartesiana.

La Geometria Analitica de Descartes es un salto revolucionario sin precedentes en la
Historia de la Matematica. Para valorar en su justo valor el nuevo instrumento cientifico, asi
como para comprender como tuvo lugar su gestacion es imprescindible conocer la
naturaleza de la Geometria griega, condicionada por el veto al infinito que trajo la aparicién
de los inconmensurables, con la consiguiente estructuracion rigida de la Matematica griega
elemental en la enciclopédica obra de Los Elementos de Euclides, que establece de forma
paradigmatica un estilo sintético de exposicibn que oculta la via heuristica del
descubrimiento, impulsa la Geometria al margen de la Aritmética, impide el desarrollo de un
Algebra en sentido algoritmico y simbdlico y limita la introduccién de nuevas curvas a su
construcciéon mediante interseccién de superficies o lugares geométricos definidos a través
de relaciones de areas o longitudes, en forma de proporcion, y no por medio de ecuaciones.

La estructura que adopta esta Matematica se llama el Algebra Geométrica de los griegos.
Se trata de una especie de Geometria algebraica, resultado de la geometrizaciéon de los
métodos algebraicos mesopotamicos, en la que los numeros son sustituidos por segmentos
de recta y las operaciones entre ellos se llevan a cabo, mediante construcciones
geométricas que obligan a mantener escrupulosamente la homogeneidad de los términos.
Esta teoria constituye una potente técnica de resolucién de ecuaciones —muy rigurosa
aunque un tanto onerosa para nosotros—, que se llama el método de Aplicacion de las
Areas. Mediante una sofisticada aplicacion de este método, Apolonio construye con un
inefable virtuosismo su famosa obra Las Codnicas, donde aparece una aplicacion muy
incipiente de las coordenadas. De todas estas cuestiones —que interesan al origen de la
Geometria Analitica— se habla en los capitulos introductorios. Y también del método de
Analisis de los griegos, del que la Geometria Analitica recibird no s6lo su hombre sino sobre
todo sus procedimientos. Se trata en particular el concepto que sobre él tenian Platén y
Pappus y la vision de Descartes sobre el mismo en las Reglas para la direccion del espiritu.

El objetivo fundamental de este trabajo es desentrafar las raices de la Geometria Analitica
en el pensamiento filoséfico y matematico cartesianos. Por eso se ha dedicado una
generosa extensién a la importante cuestion del anclaje de La Geometria de Descartes en
su obra filosofica y en particular en E/ Discurso del Método y en las Reglas para la direccién
del espiritu, obras donde se sitla la metodologia cartesiana, en particular los preceptos del
Analisis y la Sintesis que Descartes aplicara de forma constante en La Geometria. Asi pues,
se analizan de forma exhaustiva los textos de esas obras de Descartes, que son esenciales
para entender como se va fraguando la motivacion y la estructuraciéon de la metodologia
cartesiana de La Geometria.

Se estudia en un capitulo, de forma sucinta, el contenido general de La Geometria, pero en
los siguientes capitulos se concretan, con gran extension, los aspectos de la obra cartesiana
que interesan a los origenes de la Geometria Analitica: La construccion geométrico-
algebraica de las operaciones aritméticas, la notacibn matematica cartesiana, la aplicacién
del Analisis y la Sintesis en el planteamiento y resolucién de las ecuaciones, los sistemas de
referencia en el estudio del Problema de Pappus y la construccién de las rectas normales a
una curva mediante el método del circulo.

La Geometria Analitica es mucho mas que una mera combinacién de Algebra y Geometria.
Para poder circular del Algebra a la Geometria y de la Geometria al Algebra se necesita
como ingredientes ineludibles no sélo el caracter algoritmico operatorio del Algebra
simbdlica sino también la aplicacion de las coordenadas. Una aproximacion al uso de éstas
ya tuvo lugar en la Geometria griega con Apolonio y Pappus, pero el Algebra simbdlica no
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se desarrolla de forma satisfactoria hasta los trabajos de Vieta. Al vincular ambos elementos
en los desarrollos de Descartes, emerge la Geometria Analitica de forma inexorable. Pero
como en cualquier creaciéon humana, la de Descartes es tributaria de importantes desarrollos
matematicos anteriores. Por eso, a lo largo de este estudio acerca origen de la Geometria
Analitica en La Geometria de Descartes intentamos clarificar la influencia de los diversos
hitos histéricos —geométricos y algebraicos— sobre el hallazgo cartesiano. Esta es la razén
por la cual hemos incluido aspectos de la Historia de la Geometria griega y de la evoluciéon
del Algebra sin los cuales no se entenderia la obra de Descartes y su enorme incidencia en
la Historia de la Matematica.

A fin de concretar el significado de los términos, digamos que entendemos por Geometria
Analitica lo que hemos descrito mas arriba como su esencia y que ahora sintetizamos:

«La aplicacion del Algebra simbdlica al estudio de problemas geométricos mediante la
asociacion de curvas y ecuaciones indeterminadas en un sistema de coordenadas.»

Esta definicion es la que nos ha guiado para entresacar de toda la obra cartesiana los
elementos que se refieren a lo que dos siglos después de Descartes se llamé Geometria
Analitica. Asi pues, se empieza por la descripcidbn de los preliminares geométrico-
algebraicos que Descartes estudia con la denominacion « Como el calculo de la aritmética se
relaciona con las operaciones de geometria», de una gran importancia, porque en este
apartado Descartes soslaya el problema de la inconmensurabilidad, al asignar longitudes a
los segmentos, previa la adopcion de un segmento unidad a discrecion, tras lo cual
construye de forma efectiva las operaciones aritméticas dandoles significado geométrico. De
esta forma Descartes elimina la limitacion pitagérica de la inconmensurabilidad.

El siguiente punto esencial es la simplificacién de la notacion algebraica, una cuestion
intrinsecamente vinculada a los métodos de la Geometria Analitica. Tanto es asi, que en
todo estudio histérico sobre la Geometria Analitica una parte importante la ocupa la
evolucién histérica del simbolismo, que alcanza su climax en los aportes del propio
Descartes a la notaciéon algebraica, ingrediente esencial del descubrimiento cartesiano, que
aparece primero en las Regulae y después en La Geometria. En el apartado de ésta titulado
«Coémo pueden emplearse letras en geometria», Descartes considera un segmento de recta
tanto como magnitud geométrica continua como una medida numérica, pero establece que
la potencia de un segmento sigue siendo un segmento, de modo que cuadrado y cubo ya no
son magnitudes planas o espaciales, sino la segunda o tercera potencia de un numero. De
este modo, las operaciones aritméticas quedan incluidas en un terreno estrictamente
algebraico. Con ello Descartes elimina otra limitacion, la euclidea de la homogeneidad.

Continua el trabajo cartesiano con la aplicaciéon de la metodologia cartesiana del Analisis y
la Sintesis en el planteamiento y resolucién de ecuaciones que corresponden a los
problemas planos, donde se desarrolla todo un protocolo de actuacion —suponer el problema
resuelto; dar nombre a todos los segmentos que parecen necesarios para representar los
datos del problema, tanto los conocidos como los desconocidos; determinar la ecuacién
entre las longitudes conocidas y las desconocidas; resolver la ecuacion resultante; construir
geométricamente la solucion—. Se trata de un verdadero método de resolucion de problemas
geométricos donde se transita de forma reversible de la Geometria al Algebra y del Algebra
a al Geometria. En particular, Descartes exhibe de forma ostentosa eficientes métodos de
resolucion de ecuaciones y de construccion geométrica de las soluciones, que contrastan
con la farragosidad del Algebra Geométrica de Los Elementos de Euclides. Realmente aqui
vemos la magnificencia y simplicidad de los métodos de La Geometria de Descartes en
contraposicion a la prolijidad y precariedad de la Geometria griega.

Sigue a continuacion un tratamiento exhaustivo del histérico Problema de Pappus donde
Descartes introduce el primer sistema de coordenadas de La Geometria. Este problema fue
un indicador fehaciente, ante el publico cientifico coetaneo, de la novedad y de la inusitada
potencialidad del método analitico cartesiano en Geometria en un asunto geométrico que
desbordé a lo largo de los siglos las posibilidades del Analisis geométrico griego.

Finalmente se considera el problema mas querido y anhelado para Descartes, segun sus
propias palabras, la determinacién de las rectas normales a una curva, donde se resuelve
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de forma prodigiosa el problema de normales y tangentes, pero sobre todo se apunta a la
asociacion de curvas y ecuaciones que instaura los dos principios fundamentales de la
llamada Geometria Analitica:

e La relacion entre las coordenadas de los puntos de una curva —la ecuacion de la curva—
establece una correspondencia entre las propiedades algebraicas de la expresion de la
ecuacion y las propiedades geométricas de la curva asociada.

e La interseccion de curvas —que es un problema geométrico— se reconduce a la
resolucion de sistemas de ecuaciones — que es un problema algebraico—.

La Geometria de Descartes traslada de la Geometria al Algebra la resolucién de los
problemas geométricos y ademas convierte al Algebra en un magnifico instrumento de
exploracion e investigacion geométrica. Por ejemplo, la realizacion de ciertos calculos y en
particular la resolucién de algunas ecuaciones vinculadas a la expresién de la curva,
permiten la obtencion de los elementos geomeétricos notables de la misma, es decir,
diametros, ejes, asintotas, centros, etc. Incluso Descartes habla de su aplicacion «a la
medida del espacio que abarcan», queriendo indicar, tal vez, las cuadraturas.

Y mas todavia, la propia expresion analitica de la ecuacion de una curva es una incipiente
aproximacion al concepto de funcién.

Como una manifestacion de la trascendencia de La Geometria de Descartes en la Historia
de la Matematica, nos ha parecido conveniente describir la decisiva influencia de la obra
cartesiana en el descubrimiento y desarrollo del Calculo Infinitesimal.

Hacia el final se relaciona de forma muy sucinta la rapida evolucion de la Geometria
Analitica poscartesiana, hasta situarnos en el umbral de la Geometria Analitica moderna, la
que se imparte hoy académicamente, salvo en lo que se refiere al instrumento vectorial.

Acabamos con unas reflexiones sobre la proyeccion histérica de la Geometria Analitica
cartesiana, una potente herramienta que domina el pensamiento matematico desde la época
de Descartes, que al aportar simplificacién, generalizacién, mecanizacién, unificacion,
flexibilidad, versatilidad, claridad, economia, brevedad y difusién, se convierte en el lenguaje
universal de las ciencias. La Geometria Analitica cambi6 el rostro de las Matematicas y el
semblante de la Educacién matematica.

Ademas de la consulta a diversos textos de Historia de la Matematica, Historia de la
Filosofia, Filosofia de la Ciencia y de la Matematica, articulos de revistas cientificas, etc., el
manantial bibliografico fundamental utilizado ha sido, por una parte, Obras originales de los
principales matematicos griegos (Euclides, Apolonio, Diofanto y Pappus), y por otra de Vieta
y Descartes. En concreto, dignas son de mencién las ediciones de Blanchard, en francés, de
Paul Ver Eecke de Las Coénicas de Apolonio, La Aritmética de Diofanto y La Coleccion
Matemaética de Pappus; Yy las mismas obras en ediciones en espafiol de F.Vera incluidas en
Cientificos griegos (Aguilar, Madrid, 1970).

Los argumentos de los diversos capitulos se sustentan de forma esencial en los textos
originales de Descartes. Aparte de diversas ediciones, en espafnol, de El Discurso del
Método y de las Reglas para la direccion del espiritu, la referencia esencial ha sido Oeuvres
de Descartes, Publicadas por C.Adam et P.Tannery (Librairie philosophique J.Vrin, Paris,
1964-74), sobre todo el volumen VI que contiene El Discours de la Méthode y La Géométrie
y el volumen X que contiene las Regulae ad directionem ingenii. Han sido también de una
gran utilidad las ediciones de La Geometria, en espanol (Espasa-Calpe y Alfaguara), inglés
(Dover) y en especial la magnifica edicion en catalan del Institut d’Estudis Catalans
(Barcelona, 1999) con introduccion y notas de J. Pla y P. Viader.

La referencia concreta a un texto de Descartes se hara respecto a Oeuvres de Descartes,
indicando la pagina a continuacion de la particula DM.AT,\VI,, G.AT.VI.,, o R.AT.X.
respectivamente, segun se trate de E/ Discurso del Método, La Geometria o las Regulae.
Por ejemplo (G.AT,VI,372) indicara que el texto al que se hace alusiéon se encuentra en la
pagina 372 del sexto tomo de las Oeuvres de Descartes, que contiene La Geometria.
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El Algebra Geométrica del Libro Il de Los Elementos de Euclides

Como consecuencia de la aparicion de las magnitudes inconmensurables, los griegos no
podian reconocer la existencia de nimeros irracionales, lo que les dificultaba el tratamiento
numérico de longitudes, areas, volumenes y angulos. Esta limitacién operacional junto a un
deficiente sistema de numeracion que utilizaba las letras del alfabeto para representar los
numeros enteros, con la consiguiente dificultad para realizar las operaciones, impedia
asignar a las figuras geométricas numeros que midieran sus longitudes, areas y volumenes
y por tanto los griegos tenian que tratar directamente con las figuras a modo de magnitudes.
El abismo infranqueable que se habia abierto entre numero y magnitud continua impedia
someter las magnitudes geométricas a manipulaciones algebraicas, como se hace con los
numeros, lo que determind la transformacion del Algebra oriental que los pitagéricos habian
heredado de los babilonios en el Algebra Geométrica del Libro Il de Los Elementos de
Euclides que juega un papel fundamental en la Geometria griega. Con gran habilidad en la
practica geométrica, los griegos hicieron de su Algebra Geométrica un poderoso instrumento
para la resolucion de ecuaciones, mediante el método de la Aplicacion de las Areas, teoria
que segun Proclo seria de ascendencia pitagorica.

El Algebra Geométrica, denominacion acufiada por el historiador de la Matematica H.G.
Zeuthen hacia 1886, viene a ser una geometrizacion de los métodos algebraicos practicados
por los babildnicos, una especie de Geometria algebraica, en la que los nimeros son
sustituidos por segmentos de recta y las operaciones entre ellos se llevan a cabo mediante
construcciones geométricas —respetando escrupulosamente la homogeneidad de los
términos— de la siguiente forma:

e La suma de dos numeros se obtiene prolongando sobre el primero un segmento igual al
segundo.

e La diferencia de dos numeros se obtiene recortando del primero un segmento igual al
segundo.

e EIl producto de dos numeros es el area del rectangulo cuyos lados tienen como
longitudes esos numeros.

e El cociente de dos numeros es la razén de los segmentos que los representan (segun
los principios del libro V de Los Elementos de Euclides).

e La suma y la diferencia de productos se reemplaza por la adiciéon y sustraccion de
rectangulos.

e La extraccion de una raiz cuadrada se establece mediante la construccién de un
cuadrado de area equivalente a la de un rectangulo dado (Euclides 11.14).

Por ejemplo, el viejo problema mesopotamico en el que dada la suma o diferencia y el
producto de los lados de un rectangulo, x'y=A , x+y=b, se pedia hallar dichos lados, se
interpretaba geométricamente de la siguiente forma:

Xy =A

}yzb—x,x@—x):A,bx—xzzA
X+y=b

y X >
X- =A b
Y= }X=b+y,y®+y)=A,by+y2=A | $
x-y=b A y
| V%
<y >
X
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La solucion geométrica lleva a la construccién sobre un segmento b de un rectangulo cuya
altura desconocida x debe ser tal que el area del rectangulo en cuestion exceda del area
dada A (en el caso de signo positivo) en el cuadrado de lado x; o difiera del area dada (en el
caso de signo negativo) en el cuadrado de lado y.

En su Algebra Geométrica los griegos utilizaron principalmente dos métodos para resolver
cierto tipo de ecuaciones, el método de las proporciones y el método de Aplicacién de las
Areas. El método de las proporciones permite construir exactamente, como se hace hoy, un
segmento de linea x dado por:

a ¢
—=—,ax=bec
X b x
b
Se aplica la cuarta proporcional (Euclides V1.12)
a c
o bien:
a X
~—==,x"=ab
< X b
a b Se aplica la media proporcional (Euclides V1.13)

No obstante la inseguridad provocada en la Matematica griega por las magnitudes
inconmensurables, conducia a evitar a toda costa el uso de razones en la Geometria
elemental. Por eso el tratamiento de ecuaciones tan sencillas como a-x =bc y x* = ab, en
forma de proporcion, tiene lugar en el Libro VI de Los Elementos de Euclides, es decir, se
retrasa hasta después de desarrollar la Teoria de la Proporcién de Eudoxo en el libro V.

La parte mas importante del Algebra Geométrica de los griegos se encuentra en el Libro Il
de Los Elementos de Euclides. En la actualidad su contenido no juega ningun papel
fundamental en los libros de texto modernos. Sin embargo en la Geometria griega ejerce
una funcion primordial. La discrepancia radical entre los puntos de vista griego y moderno
estriba en que hoy nosotros podemos disponer de un Algebra simbdlica y una
Trigonometria, que han sustituido completamente a sus equivalentes geométricos clasicos,
precisamente gracias a La Geometria de Descartes, que al aplicar la naturaleza algoritmica
del Algebra a los problemas geométricos alumbré su Geometria Analitica.

Mientras nosotros representamos las magnitudes con letras que se sobreentiende son
numeros conocidos o desconocidos, con las cuales operamos mediante las reglas
algoritmicas del Algebra, los griegos representaban las magnitudes rectilineas mediante
segmentos de linea recta que debian obedecer a los axiomas y teoremas de la Geometria.
Con estos elementos los griegos disponian de un Algebra —Geométrica— que cumplia a
todos los efectos las mismas funciones que nuestra moderna Algebra simbdlica. Cierto es
que el Algebra moderna con su calculo literal facilita de forma considerable la manipulacién
de las operaciones y las relaciones entre magnitudes geométricas, pero no es menos cierto
que con su Algebra Geométrica los griegos eran mucho mas habiles que nosotros en la
practica geométrica. Y es que el Algebra Geométrica griega sorprende al estudioso moderno
por ser bastante dificil y artificiosa, pero los griegos la utilizaron con soltura y para ellos
debid ser una herramienta de utilizacién necesaria, basica y comoda.
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Asi por ejemplo la Proposicion 1.5 de Los Elementos de Euclides:

«Si se divide una recta en partes iguales y desiguales,
< atb > el rectangulo comprendido por las partes desiguales

b de la recta entera, mas el cuadrado de la diferencia
entre las dos partes, es equivalente al cuadrado de la
mitad de la recta dada»

a-b
equivale —a pesar del circunloquio retérico— a la
identidad algebraica:
b* (a+b)(ab) +b>=2a2 6 (a +b)(a—b)=a?—b?
y no es mas que la formulacion geométrica de una de
a las leyes fundamentales de la Aritmética —suma por
Euclides I11.5 diferencia igual a diferencia de cuadrados—.

(a+b)(a—b) +b*=a’

La evidencia visual del teorema aludido para un estudioso griego es muy superior a su
contrapartida algebraica actual. Claro estd que la demostracién rigurosa de Euclides de esta
proposicion puede ocupar mas de una pagina.

Para explicar de forma mas efectiva el método de la aplicacion de las areas, consideremos
un segmento de linea AB y un paralelogramo AQRS cuyo lado AQ esta a lo largo de AB:

-y a//ay

1. Cuando Q coincide con B, se dice que «el paralelogramo AQRS se ha aplicado sobre el
segmento AB».

2. Cuando Q esta entre Ay B, se dice que «el paralelogramo AQRS se ha aplicado sobre el
segmento AB de forma eliptica o con defecto el paralelogramo QBCR».

3. Cuando Q esta en la prolongacién de AB, se dice que «el paralelogramo AQRS se ha
aplicado sobre el segmento AB de forma hiperbdlica o con exceso el paralelogramo
QBCR».

Volviendo a la Proposicién |I.5 de Los Elementos de Euclides, para su demostracion
consideremos la figura siguiente:

A C D B Sea AB el segmento de linea recta
dado, dividido de forma igual por C y de
forma desigual por D, la proposicion
establece que: AD-DB + CD? = CB?.

Tomando AB=2a, AC=a, CD=b, resulta
la identidad algebraica:

K L] H M (a+b)(a-b)+b?=a?.

Simplificando el lenguaje retérico de
Euclides tenemos:

AD-DB + CD? = AKHD + LEGH= AKLC +
CLHD + LEGH = CLMB + CLHD + LEGH = CLMB + HGFM + LEGH = CB”.

E G F
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Digamos que mas importante que la demostracién exhibida, es el diagrama que utiliza
Euclides en esta demostracion porque es un esquema grafico que jugarian un papel
fundamental en la resolucién geométrica de ecuaciones cuadraticas.

En efecto: sea resolver en la Geometria griega la ecuacién ax—x°=b?, es decir, encontrar un
segmento de linea x que cumpla la condicion expresada por la ecuaciéon ax—x*=b?, donde
a,b son segmentos tales que a>2b.

Sea ahora AB=a, y sea C el punto medio de AB, levantemos por C una perpendicular CP de
longitud igual a b. Con centro en P y radio a/2 tracemos una circunferencia que corte a AB
en el punto D.

Construyamos sobre AB un rectangulo ABMK de anchura BM=BD y completemos el
cuadrado BDHM. Este cuadrado es el area x* que cumple la condicién expresada por la
ecuacién cuadratica. En lenguaje griego de la Aplicacién de las Areas se ha aplicado de
forma eliptica al segmento AB=a un rectangulo AH de area (a—x)-x, es decir ax—x?, que es
igual a un cuadrado dado b?, y que es deficiente del rectangulo AM en un cuadrado DM. La
demostracion de este hecho viene dada por la Proposicion Euclides 1.5, segun la cual el
rectangulo ADHK es igual al poligono céncavo CBFGHL, es decir, difiere de (a/2)? en el

cuadrado LHGE cuyo lado es por construccion CD= [\/(a/2)2 -b’ }

Sintetizando los célculos geométricos:
A C D B AB=a, AC=CB

CP=b, PD=a/2, LH=CD=[1/(a/2)2 —bz} .

Rectangulo ABMK (BM=BD)
Cuadrado BDHM = x? .

K L|/ H M Euclides 11.5: AD-DB+CD?=CB? .
ADHK + LHGE = CBFE ,
ADHK = ABMK — BDHM ,

G F ADHK = CBFE — LHGE ,

ABMK-BDHM=CBFE-LHGE
2
ax —x* = (al2)? - [«/(a/2) Z-bz} =b?.

De manera similar se resuelve la ecuacién cuadratica ax+x*=b? mediante la Proposicién 11.6
de Los Elementos de Euclides:

«Si se divide una recta en dos partes iguales y se prolonga, el rectangulo comprendido
por la recta entera, mas la prolongacion, y por la prolongacién, junto con el cuadrado
de la recta mitad, es equivalente al cuadrado de la recta formada por la recta mitad y la
prolongacién.»

En este caso se trata de aplicar de forma hiperbdlica a una linea recta dada AB=a, un
rectangulo AM=ax+x?, que sea igual a un cuadrado dado b? y que exceda al rectangulo AH
en un cuadrado x2.

Sea C el punto medio de AB, levantemos por C una perpendicular CP de longitud igual a b.
Con centro en C y radio PB tracemos una circunferencia que corte a AB en el punto D.

Esta vez la distancia es CD=PB=./(a/2)’ +b’ , y como por la proposicién se sabe que el

rectangulo AM=ax+x?> mas el cuadrado LG=(a/2)* es igual al cuadrado CF=(a/2)+b? se
verifica la condicién de la ecuacién ax+x*=b?.
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A C B D

/ Sintetizando los calculos geométricos:
« - “*—{M AB=a, AC=CB, CP=b, CD=PB=[«/(a/2)2 +sz .
Rectangulo ADMK (BM=BD), Cuadrado BDHM = x?.
Euclides 11.6: ADMK + LHGE = CDFE .
P ADMK = CDFE - LHGE, ADMK= ABHK + BDMH ,
E ABHK + BDMH = CDFE - LHGE

ax +x2 = [«/(a/2)2 b T— @2y =b?.

EL ALGEBRA GEOMETRICA Y LA APLICACION DE LAS AREAS
EN EL LIBRO II DE LOS ELEMENTOS DE EUCLIDES

58 BOOK I1I. PROP. V. PROB, BOOK II. PROP. V. THEOR 59

but . = " (cor. pr. 4. B. 2.)

= i ® (coOnft.)

§F « J’xu he

I ﬁ ’ line be divided

into twoe equal

parts and alf} m——

into two unequal parts, —
: the reclangle contained by
the wx.:’g-‘:la/pﬂr:.r rtogether with Mt’fg‘ﬂaﬂ' 5f.ff‘n line between .. (ax. 2.) —_
e
N A —

the points of feétiom, is equal to the fquare of haif that line

ey — e +_2= T e —
Q.E.D.

1. La Proposicion IL5 de Los Elementos de

Deferibe (pr. 46, B. 1.), draw —— and Euclides en la edicion de Oliver Byrne

(Londres,1847).

| % & ha Aplicacion de las Areas se convirtié para los
griegos en una de las técnicas mas importantes
en Geometria como ftil instrumento de Algebra
Geométrica para la resolucion de ecuaciones. En
principio debié de ser ideado para sustituir al
método de las proporciones, ya que el
descubrimiento de las magnitudes inconmensu-
rables hizo practicamente inviable el uso de las
: = mismas en el tratamiento de los problemas
AL C geométricos, hasta la introduccion por Eudoxo de
la Teoria general de la Proporcién del Libro V de
Los Elementos de Euclides.

Las bases firmes de Teoria de la Proporcion permiten a Euclides en las Proposiciones 27, 28 y 29 del
Libro VI dar una generalizacion del método de Aplicacién de las Areas, donde el libre uso del concepto
de semejanza facilita la sustitucion de los rectangulos del Libro II por paralelogramos, permitiendo
aplicar a un segmento dado un paralelogramo igual a una figura rectilinea dada y que exceda o sea
deficiente en un paralelogramo semejante a otro dado. Las construcciones correspondientes como las de
las Proposiciones II.5, I1.6 son en la practica soluciones geométricas de las ecuaciones cuadraticas
ax+x?=bx, sometidas a la restriccién geométrica equivalente a que el discriminante sea no negativo, es
decir, las aludidas Proposiciones V1.27, V1.28 y V1.29 son una especie de contrapartida geométrica de la
forma algebraica mas generalizada de ecuaciones cuadraticas con raiz real y positiva.

Ademis, desde el punto de vista histérico la Aplicacion de las Areas esta en el punto de partida de la
teoria de Apolonio (hacia 200 a.C.) de las secciones conicas. De hecho los tres nombres acufiados por
Apolonio para las cénicas no degeneradas provienen de la denominacion de los tres tipos de aplicacién
de las areas: eliptico (dado un segmento construir sobre una parte de él o sobre él mismo extendido, un
paralelogramo igual en area a una figura rectilinea dada y resultando deficiente en un paralelogramo
semejante a uno dado), hiperbdlico (idem. resultando excedente) y parabélico (idem. resultando igual).
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Coordenadas en Las Cdnicas de Apolonio

Las Cébnicas de Apolonio es una de las obras mas importantes de toda la Geometria griega.
En ella quedan acunadas, con significado, para la posteridad, los nombres de elipse,
parabola e hipérbola, procedentes del lenguaje pitagorico de la Aplicacion de las Areas. En
el cambio de denominacion de las conicas por Apolonio subyace un cambio conceptual, toda
vez que una vez construidas a través del cono, Apolonio maneja las cénicas mediante
relaciones de areas y longitudes, que expresan en cada caso la propiedad caracteristica de
definicion de la curva de la que se obtienen sus propiedades intrinsecas. Apolonio fue capaz
de vincular los aspectos estereométricos y planos de las cénicas, al mostrar que las
secciones de los conos tenian importantes propiedades como lugares planos, traducibles en
basicas expresiones geométricas —equivalentes a nuestras ecuaciones—, que permitian
deducir, a su vez, otras innumerables propiedades de las conicas. Es bajo esta visidn sobre
el trabajo de Apolonio que algunos historiadores modernos (Zeuthen, Coolidge, Loria y
Heath) reclaman para los griegos, y empezando por Apolonio, la paternidad de la Geometria
Analitica, al establecer como la esencia de esta rama de la Matematica el estudio de los
lugares por medio de ecuaciones.

En el estudio de las coénicas, Apolonio considera ciertas lineas de referencia —diametros
conjugados o diametro-tangente—, que juegan un papel de coordenadas. En el segundo
caso al tomar un diametro y una tangente en uno de sus extremos como rectas de
referencia, las distancias medidas a lo largo del diametro a partir del punto de tangencia son
las abscisas y los segmentos paralelos a la tangente, interceptada por el didmetro y la curva,
son las ordenadas. Para cada conica, la conocida relacién de areas y longitudes en forma
de proporciéon en el lenguaje del Algebra Geométrica —propiedad geométrica de la curva
equivalente a su definicion como lugar geométrico— se traduce en una relacién entre las
abscisas y las correspondientes ordenadas, que Apolonio llamaba el symptoma de la curva
y que no es sino la expresion retérica de la ecuacion analitica de la curva, que en su
evolucion histdrica daria lugar a la llamada ecuacién caracteristica. El lenguaje de Apolonio
es sintético, utilizando con una pericia increible la técnica pitagérica de la Aplicacion de las
Areas, pero sus «métodos de coordenadas» guardan una gran similitud con los de la
Geometria Analitica.

Debemos aquilatar, no obstante, ciertas afirmaciones sobre elementos precursores de la
Geometria Analitica, porque al sefalar tales atribuciones, mas o menos fundadas o
infundadas, siempre nos encontraremos con las serias limitaciones impuestas por el
caracter geométrico-sintético de la Geometria griega y por la ausencia de un Algebra
simbdlica en sentido algoritmico, que es un componente ineludible de una verdadera
Geometria Analitica general, y que a fin de cuentas es lo que permite la real y mutua
correspondencia entre curvas y ecuaciones.

Esto fue realmente lo que se plantearon y resolvieron Fermat y Descartes con el concurso
del Arte Analitica de Vieta, al establecer que una ecuacion arbitraria en dos cantidades
indeterminadas determina, con respecto a un sistema dado de coordenadas, una curva.

Al analizar la posicion histérica de Apolonio en el camino hacia la Geometria Analitica
digamos que, a pesar de los conceptos y elementos geométricos introducidos, que parecen
emular la presencia de sistemas de referencia con coordenadas —abscisas y ordenadas—
que permiten expresar las ecuaciones de las coénicas, estos sistemas de coordenadas
aparecian siempre superpuestos a posteriori a las curvas para estudiar sus propiedades. En
la Geometria griega, las coordenadas, variables y ecuaciones no eran elementos de partida,
sino conceptos subsidiarios derivados de situaciones geométricas concretas de curvas que
determinan las ecuaciones sin que se dé la situacion inversa, es decir, que las ecuaciones
determinen las curvas, ya que éstas siempre se producian mediante una construccion
estereométrica como secciones de un solido —tal es el caso de las propias coénicas de
Apolonio— o de forma cinematica como composiciéon de movimientos —tal es el caso de la
Espiral de Arquimedes o la cuadratriz de Dinostrato—, de forma que el conjunto de curvas
manejadas por los griegos fue necesariamente muy limitado.
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LAS CONICAS DE APOLONIO
Y LA GEOMETRIA ANALITICA

APOLLONII PERGZAI Tst % e N

CONICORVM LIB V.VLVIL
ABALP z:.{i [Rk._: ‘ASPHAHANENSI

Nunc primidm editi.

ADDITVS IN CALCE
ARCHIMEDIS ASSVMPTORVM LIBER;
EX CODICIBVS ARABICIS MSS.
SERENISSIMI

MAGNI DVCIS ETRVRIE

ABRAHAMVS ECCHELILENSIS MARONITA
In Alma Vrbe Linguar. Oriens, Profeffor Lartinos reddidic,
IO ALFONSVS BORELLWVS

In Pifana Academia Mathefleos Profeffor curam in Geometricis verfioni
conzulit, & notas vberiores in vniuerfum opus adiecit.

AD SERENISSIMVM

COSMVM IIL

ETRVRIZ PRINCIPEM

FLORENTIE,

Ex Typographia lofephi Cocchini ad infigne Stelle MDCLXL
SVPERIORVM PERMISSV,

Portada y pagina con ilustraciones de figuras geométricas de Apollonii Pergaei Conicorum Lib. V, VI,
VII. Edicion de Borelli. Florencia 1661. Biblioteca de la Universidad de Pavia.

Las Conicas de Apolonio contienen muchos aspectos que anticipan elementos de la Geometria
Analiticas. Como Descartes, Apolonio considera, ciertas lineas de referencia -didmetros conjugados o
diametro-tangente- que al jugar un papel de coordenadas, son asociados a la cénica dada, de modo
que mediante Algebra retérica son expresadas en funcion de esas lineas las propiedades geométricas
de la curva equivalentes a su definicion como lugares geométricos.

C.Boyer escribe sobre Apolonio y la Geometria Analitica (en Historia de las Matemidticas, Alianza
Universidad, Madrid, 1986, cap.17, p.208):

«El hecho de que Apolonio, uno de los mds grandes gedmetras de la untlguedud no consiguiese
desarrollar de una manera efectiva la Geometria Analitica, se debe probablemente mds a una
pobreza en el niimero de curvas que de pensamiento; los métodos generales no son ni muy
necesarios ni muy iitiles cuando los problemas se refieren siempre a un niimero limitado de casos
particulares. Por otra parte, es bien cierto que los primeros inventores de la Geometria Analitica
tenian a su disposicion todo el dlgebra renacentista [el Algebra de los cosistas italianos y el
Algebra simbélica de Vieta], mientras que Apolonio tuvo que trabajar con las herramientas del
Algebra Geométrica, mucho mds rigurosa pero a la vez mucho mds incémoda de manejar».

Hay que ponderar la magnifica obra de Apolonio, primer estadio en la Historia de la Matematica
sobre la aplicacion de coordenadas al estudio de las propiedades de las curvas; y aunque el discurso
retdrico sustituye al simbolismo y la construccién geométrica a las técnicas algebraicas, las relaciones
de areas y longitudes mediante las que Apolonio expresa las propiedades intrinsecas de la curva se
traducen con gran facilidad al ulterior lenguaje del Algebra simbélica de ecuaciones que permitira la
asociacion de curvas y ecuaciones, esencia de la Geometria Analitica. Asi pues, el trabajo de
Apolonio inicia la singladura historica hacia el desarrollo de la Geometria Analitica de Descartes.

Ademas, dos problemas histéricos importantes de gran incidencia sobre la Geometria Analitica de
Descartes tienen su origen en los trabajos de Apolonio:

1. El Problema de Apolonio («Dados tres elementos, punto, recta o circunferencia, trdcese una
circunferencia que sea tangente a cada uno de los tres»)

2. El Problema de Pappus o «lugar geométrico determinado por tres o cuatro rectas»: «Dadas tres
(resp. cuatro) rectas en un plano, encuéntrese el lugar geométrico de un punto que se mueve de forma
que el cuadrado de la distancia a una de las tres rectas es proporcional al producto de las distancias
a las otras dos (resp. el producto de las distancias a dos de ellas es proporcional al producto de las
distancias a las otras dos), si las distancias se miden en direcciones tales que formen dngulos dados
con las lineas correspondientes».
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El Analisis Geométrico griego y la Geometria Analitica

Los Elementos de Euclides establecieron en la Geometria griega un severo modelo de
exposicion y demostracion que oculta el camino de la investigacion hacia el descubrimiento.
Surge de forma natural la pregunta acerca de cémo los gedmetras griegos encontraban sus
impresionantes resultados que después plasmaban en sus obras con un rigor impecable.
Pues bien, es aqui donde interviene el Analisis como un procedimiento metodoldgico capital
para el progreso de la Matematica, del que la Geometria Analitica heredara no sélo su
nombre sino sobre todo sus procedimientos.

Proclo (411-485 d.C.) en sus Comentarios al Libro | de los Elementos de Euclides atribuye a
Hipdcrates de Quios (hacia 450 a.C.) la invencion del Método Analitico cuando lo define:

«La apagogé es una reduccion de un problema o de un teorema a otro, que si es
conocido o determinado, conduce a la solucion de la cuestion propuesta».

Pero siempre se ha imputado su paternidad a Platén —segun ciertos pasajes del Menén
(86e—87a), la Republica (510c) y la Etica a Nicomaco de Aristételes (1095a)-, que lo
formularia como un método pedagdgicamente conveniente, viniendo a decir que cuando una
cadena de razonamientos desde unas premisas a una conclusion no es obvia, se puede
invertir el proceso; uno puede empezar por la proposicion que ha de probarse y deducir de
ella una conclusion que es conocida. Si entonces podemos invertir los pasos en esta cadena
de razonamientos, el resultado (Sintesis) es una prueba legitima de la proposicién. Es decir,
mediante el Analisis se asume como cierto aquello que hay que probar y se razona con base
en esta asuncién hasta llegar a algo que forma parte de los principios o alcanzar un
resultado cierto por haber sido previamente establecido. Si entonces podemos invertir la
secuencia de los pasos anteriores se obtiene una demostracion del teorema que habia que
probar. Asi pues, el Analisis viene a ser un procedimiento sistematico de descubrir
«condiciones necesarias» para que un teorema sea cierto, de modo que si por medio de la
Sintesis se muestra que estas condiciones son también suficientes, se obtiene una
demostracion correcta de la proposicion.

Conviene explicar un poco en qué medida la Geometria Analitica recibe su nombre
precisamente del método de Anadlisis de los griegos. Como se ha dicho, el Analisis empieza
«asumiendo como cierto aquello que hay que probar». Esto es precisamente un principio
que aplica Descartes desde el comienzo de La Geometria. Por ejemplo en el segundo
epigrafe del Libro |, titulado: «Cémo se llega a las ecuaciones que sirven para resolver los
problemas», Descartes escribe (G.AT,VI,372):

«Asi, si se quiere resolver algun problema, debe de antemano considerarse como ya
resuelto,[...]»

Descartes no sélo realizara una aplicacién directa de los procedimientos del Analisis y la
Sintesis de los griegos sino que reformulados seran las dos reglas intermedias de las cuatro
reglas del E/ Discurso del Método (DM.AT,VI,17-18). Una y otra vez en la multiplicidad de
problemas que resuelve en La Geometria, Descartes empezara por suponer el problema
resuelto. En concreto en dos de los problemas mas importantes que trata, Descartes escribe
literalmente:

«Primeramente yo supongo la cosa como ya hecha, ...» (Problema de Pappus
[G.AT,VI, 382)).

«Supongamos que la cosa esta hecha, ...» (rectas normales a una curva [G.AT,VI,
413]).

Naturalmente hay una diferencia notable entre la aplicacién que del método de Analisis y
Sintesis hacen los griegos y lo que realiza Descartes en lo que se ha llamado su Geometria
Analitica. Este es el asunto que queremos estudiar: a partir de algunos de los principios
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metodolégicos de la Geometria griega tiene lugar el nacimiento de algo completamente
nuevo y revolucionario —La Geometria de Descartes— que consigue clausurar, en gran parte,
el punto de partida — la propia Geometria griega—.

¢ Qué poderoso instrumento utilizara y Descartes para alcanzar tal hazafa matematica? El
Algebra, una herramienta que no pudo disfrutar la Geometria griega porque la aparicién
subita de los inconmensurables desvié la influencia de la Matematica babilénica, bien
versada en Aritmética y en incipientes técnicas algebraicas, hacia la Geometria Sintética y el
Algebra Geométrica. Cuando Descartes, bajo la inspiracién de Vieta (1540-1603), aplique
todo el potencial algoritmico del Algebra arabe, renacentista y del propio Vieta, el Anélisis
alcanzara su maximo poder heuristico para la resolucion de los problemas geométricos —
incluso los que se habian resistido de forma reiterada a los métodos clasicos, como el
Problema de Pappus y el Problema de Apolonio—, a base de complementar el estudio
analitico con la sintesis algebraica, lo que le permitira mediante las ecuaciones pasar de la
Geometria al Algebra y del Algebra a la Geometria.

La forma mas esmerada del Andlisis y la Sintesis la aplica Pappus en el Tesoro del Analisis,
describiendo como para comprobar la validez y encontrar la prueba de un teorema o
resolver un problema —en general de construccion— se procede analiticamente, asumiendo
por el momento que el teorema en cuestion es valido o que el problema esta resuelto.
Siguiendo entonces las implicaciones légicas del teorema o la solucion del problema, se
llega a alcanzar una solucion conocida que es verdadera o falsa. Si se trata de un teorema,
de una falsa conclusion resulta la invalidez del teorema, y entonces del mismo Analisis
resulta la refutacion del teorema por reduccion al absurdo; pero, si la conclusién obtenida a
través del Analisis es verdadera, nada se puede decir de la validez del teorema. Es decir, el
método de Andlisis produce una cadena de inferencias que lleva de una premisa de valor
verdadero desconocido a una conclusion de valor verdadero conocido; la falsedad de la
conclusion implica la de la premisa, pero la verdad de la conclusion no dice nada acerca de
la de la premisa, a menos que, como sefalaba Platén, uno pueda dar la vuelta a la
inferencia. La eficiencia del Analisis es doble, por una parte abundan los teoremas
geomeétricos que tienen un reciproco valido, y por otra, cuando el reciproco de un teorema
no es valido puede llegar a serlo afiadiendo ciertas condiciones suplementarias, que eran
llamadas por los griegos «diorismos». Gran parte de la investigacion geométrica consistia en
la busqueda del diorismo adecuado para poder invertir una inferencia. Una vez que se ha
hallado el diorismo, la inferencia invertida constituye una Sintesis, es decir la rigurosa
demostracion del teorema. Las considerables dificultades inherentes a la inversién de
inferencias propiciaron que los grandes matematicos griegos se expresaran en sus obras
mediante formales demostraciones sintéticas de los resultados que habian obtenido
aplicando el método de Anadlisis. Es decir, el Analisis geométrico griego era una fecunda
heuristica geométrica, el instrumento fundamental de investigacion y creaciéon matematica;
pero, alcanzada tras el Analisis, la Sintesis, en presencia de la demostracion sintética
cualquier andlisis era superfluo y como tal se suprimia de los grandes tratados. De esta
forma, los griegos ocultaban la forma y el camino utilizados en la obtencion de sus
magnificos resultados matematicos.

Cuando a partir del Renacimiento tiene lugar la recuperacion, reconstruccion y divulgacion
del legado clasico griego, los matematicos lo acogen con entusiasmo, pero preocupados
porque el estilo sintético y apodictico de exposicién de la Geometria griega, y en particular
de las obras de Euclides, Arquimedes y Apolonio, privaba a los investigadores de la forma
en que habian sido descubiertos los resultados, manifiestan junto a su admiracién, una
cierta perplejidad y extraneza. Incluso algunos (Torricelli, Barrow, Wallis,...) sospechaban sin
fundamento que los griegos disponian de algun instrumento (;el Algebra?), un determinado
tipo de Analisis Geométrico, pero que lo habian ocultado de forma tan perfecta que a los
modernos matematicos les habia resultado mas facil inventar un nuevo Analisis —la
Geometria Analitica— que recuperar el antiguo. Quiza es Descartes quien con mayor
claridad muestra — en la Regla IV de las Regulae— la insatisfaccion de una curiosidad
frustrada por la ocultaciéon de los métodos de descubrimiento de la Geometria griega.
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ANALISIS Y ALGEBRA EN LA REGLA 1V (AT.X.373-377)

DE LAS REGLAS PARA LA DIRECCION DEL ESPIRITU DE
DESCARTES

Retrato caricaturesco de Descartes escribiendo un libro
con el pie apoyado en una obra de Aristételes.
Grabado de C.Hellemans. Biblioteca Nacional. Paris.

Descartes subraya en la regla IV (Regulae ad directionem
ingenii) que los antiguos gedmetras utilizaban cierto
Andlisis para la resolucion de todos los problemas
geométricos -como se advierte en Pappus y Diofanto-,
pero privaron de él a la posteridad con la expresion
sintética que oculta los métodos de descubrimiento, y
merecen por ello -al impedir la divulgacion de los
métodos de trabajo- la mas acerba de las criticas.

Descartes elogia, en cambio, a «hombres de gran talento»
(¢Vieta?), que han recuperado el Anilisis Geométrico de
los antiguos y lo han desarrollado con los nuevos
instrumentos del Algebra -un arte que clarificado y
liberado de su actual farragosidad podria cumplir una
funcién similar a la del Andlisis de los antiguos-. Con
base en estos analistas Descartes destilara un auténtico
Analisis Algebraico, que histéricamente se desarrollara
en la linea de una verdadera Geometria Analitica.

«[...] En las mds faciles de las ciencias, la
Aritmética y la Geometria, vemos con
toda claridad que los antiguos gedometras
se han servido de cierto Andlisis, que
extendian a la resolucion de todos los
problemas, si bien privaron de él a la
posteridad. Y ahora florece cierta clase de
Aritmética que llaman Algebra, para
realizar sobre los niimeros lo que los
antiguos hacian sobre las { ;ums [...]
Cuando por primera vez me dediqué a las
disciplinas Matemdticas, de inmediato lei
por completo la mayor parte de lo que
suelen ensefiar sus autores, y cultivé
preferentemente la Aritmética y la
Geometria, porque se las tenia por las
mds simples y como un camino para las
demds. Pero no caian en mis manos
autores que me satisficieran plenamente:
leia cosas acerca de los niimeros que yo
comprobaba, habiendo hecho cilculos, ser
verdaderas; y lo mismo respecto de las
figuras; [...] Pero por qué esto era asi, y
como eran halladas, mno parecian
mostrarlo suficientemente a la mente, [...]
Pero como después pensase por qué
sucedia que antiguamente los primeros
creadores de la Filosofia no quisieran
admitir para el estudio de la sabiduria a
nadie que no supiese Mathesis, [...], tuve
la sospecha de que ellos conocian cierta
Mathesis muy diferente de la Matemdtica
vulgar de nuestro tiempo [.] Y
ciertamente e parece que vestigios de
esta verdadera Mathesis aparecen en
Pappus y Diofanto, [..] Y féicilmente
creeria que después fue ocultada por cierta
audacia perniciosa por los mismos
escritores; pues asi como es cierto que lo
han hecho muchos artistas con sus
inventos, asi ellos temieron quizd que,
siendo tan ficil y sencilla, se envileciese
después de divulgada; y para que les
admirdsemos prefirieron presentarnos en
su lugar, como productos de su método,
algunas verdades estériles deducidas con
sutileza, en vez de enseiiarnos el método
mismo que hubiera hecho desaparecer por
completo la admiracién. Ha habido,
finalmente, algunos hombres de gran
talento que se han esforzado en este siglo
por resucitarla; pues aquel arte no parece
ser otra cosa, que lo que con nombre
extranjero llaman Algebra, con tal que
pueda zafarse de las miiltiples cifras e
inexplicables  figuras de que estd
recargado a fin de que no falte ya aquella
claridad y facilidad suma que suponemos
debe haber en la verdadera Mathesis [...]».
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El texto de la IV Regla de Descartes es fundamental para poder entender la actitud mental
de Descartes sobre su magno proyecto de reforma de la Filosofia, la Ciencia, y sobre todo
de la Matematica de donde surgen las fuentes de su Geometria Analitica.

Descartes habla de la Mathesis como si se tratara de un saber aun mas universal que la
propia Matematica, y aplicable a todas las ciencias. En puridad, la Mathesis no se identifica,
por tanto, con la Matematica, pero surge del espiritu, de la naturaleza, de los rasgos, del
estilo, del modo, del proceder, de los métodos, etc., de las ciencias matematicas —de la
Geometria (Pappus), de la Aritmética (Diofanto) y del Algebra (Vieta, uno «de los hombres
de gran talento» que han resucitado la Mathesis)—. Precisamente uno de los instrumentos
mas potentes que se ha desarrollado en toda la Historia del Pensamiento matematico —la
Geometria Analitica Cartesiana—, sin duda intimamente vinculada a la Mathesis, surge de la
aplicacion del Algebra simbdlica de Vieta al estudio de los problemas del Andlisis
Geomeétrico de Pappus mediante ecuaciones indeterminadas, cuyo origen remoto, asi como
las raices de la esencial simplificacion de la notacién cartesiana estan en La Aritmética de
Diofanto. Por eso Descartes rinde claro homenaje a los matematicos griegos, Pappus y
Diofanto, y de forma implicita también a Vieta, al atribuirles vestigios de la Mathesis.

Como sefiala Descartes, en la pléyade de gedmetras griegos, Pappus fue una excepcion,
porque desarrollé una singular metodologia en la forma de exposicioén, codificando todo un
cuerpo de tratados analiticos de solucién de problemas en el llamado Tesoro del Analisis del
Libro VIl de La Coleccion Matematica. En estos tratados queda patente el camino que sigue
la investigacion matematica ya que se procede a la reduccion de un problema dado a un
problema equivalente cuya solucién era ya conocida. Encontramos en la obra de Pappus,
ademas de infinidad de teoremas y problemas sobre Geometria superior —no incluida en Los
Elementos de Euclides—, un gran numero de cuestiones que debemos situar en las raices
histéricas de la Geometria Analitica como son la mas elaborada exposicion sobre los
métodos de Analisis y Sintesis, numerosas soluciones a los problemas clasicos —sobre todo
la duplicacién del cubo y la triseccion del angulo—, nuevos estudios y extensiones de
propiedades de las secciones conicas como lugares geométricos y la clasificaciéon definitiva
de los problemas geométricos en planos, sdlidos y lineales —segun sean resolubles,
respectivamente, con rectas y circunferencias, coénicas u otras curvas superiores—, que
perseguia la idea de ajustar la envergadura de los instrumentos geométricos a utilizar a la
enjundia de los problemas geométricos a resolver, en la linea de aplicar siempre los medios
mas simples posibles, lo que sera no solo un rasgo distintivo de la Geometria Analitica de
Descartes, sino un componente general de la mejor Matematica, que siempre exige
elegancia y economia en el razonamiento.

Pero quiza el asunto mas importante sea el tratamiento general del llamado Problema de
Pappus o lugar geométrico de n rectas, que en su formulacion mas sencilla, para tres o
cuatro rectas ya era conocido por Apolonio, siendo la solucién una cénica, y que ha tenido
un valor emblematico para la Historia de la Geometria Analitica. Pappus realiza un estudio
exhaustivo del problema, propone la generalizacion a mas de cuatro rectas y reconoce que
independientemente del nimero de rectas involucradas en el problema, queda determinada
una curva concreta. He aqui la observacion mas general sobre lugares geométricos de toda
la Geometria griega, lo que implica, ademas, la consideracion de infinitos tipos nuevos de
curvas planas, algo esencial en un mundo geométrico tan limitado en cuanto a curvas
planas. Pappus vacila a la hora de considerar el problema para mas de seis lineas porque:
«ho hay nada contenido en mas de tres dimensiones». De haber seguido en esa direccion,
se habria dado un paso muy importante de anticipacion de la Geometria Analitica, toda vez
que ello hubiera propiciado un necesario tratamiento algebraico y no geométrico de los
productos de lineas involucradas en el problema. Naturalmente los métodos sintéticos le
desbordan a Pappus en el abordaje del problema. Cuando el nuevo Algebra Simbodlica de
Vieta actie sobre el Analisis Geométrico de los griegos aparecera la Geometria Analitica
cartesiana como poderoso instrumento algoritmico de ataque de los problemas geométricos
dificiles como el propio Problema de Pappus, que fue la prueba de fuego que tuvo que pasar
La Geometria de Descartes par demostrar la potencia de los nuevos métodos de la
Geometria Analitica.
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PAPPUS Y DIOFANTO
Y LA GEOMETRIA ANALITICA
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1. La Coleccién Matemdtica de Pappus. Edicién de F.Commandino. (Bolonia, 1670).

2. La Aritmética de Diofanto. Edicion de 1670 de S. de Fermat con las observaciones de su
padre P. de Fermat.

La Coleccién Matemdtica de Pappus tiene un gran valor histérico y didactico. Pappus realiza
una encomiable labor de compilacién, comentario, restauracién, organizacion, clasificacion y
generalizacion del conocimiento matematico superior de la antigiiedad. La obra describe una
multitud de trabajos matematicos perdidos que constituyen lo que se llama Tesoro del
Anilisis. Ademas, Pappus nos relata las vias que seguia la investigacion geométrica, oculta en
los grandes tratados clasicos debido a su estilo sintético, es decir, lo que los antiguos
geometras entendian por Andlisis y Sintesis.

La obra de Pappus contiene soluciones nuevas a numerosos problemas clasicos, la
clasificacién definitiva de los problemas geométricos en planos, sdlidos y lineales, estudios
definitivos de las conicas como lugares geométricos y una vision mas general del famoso
Problema de Pappus, todas ellas cuestiones de trascendental influencia sobre la evolucion del
Algebra Geométrica y el Analisis Geométrico griegos hacia la Geometria Analitica de
Descartes.

Diofanto es el responsable, con su obra La Aritmética, de los primeros escarceos del Algebra
simbolica -el Algebra sincopada-. A base de adoptar ciertas letras o expresiones como
abreviaturas para las cantidades indeterminadas y sus potencias y para las operaciones mas
habituales, fragua un incipiente simbolismo antecedente de la notacion algebraica que en su
evolucion a lo largo de los siglos, culminara con la simplificacion notacional poderosamente
definitiva que acufiard Descartes en La Geometria y que se convertira en el alfabeto de la
Matematica. Al ser el Algebra simbélica un instrumento algoritmico ineludible de la
Geometria Analitica, y Diofanto el primer iniciador de esta utilidad, debemos situar su obra,
en una direccién conveniente hacia la generacién de la Geometria Analitica.
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La Geometria de Descartes
La formacion de Descartes en La Fleche

Descartes instaura una nueva época en la Matematica, la Ciencia y la Filosofia sin parangén en
la Historia de la Cultura, donde el conocimiento cierto y seguro de la Matematica ejerce un poder
y adquiere una universalidad, que se convierte en la base racional del pensamiento cartesiano y
revoluciona todas las ciencias. Con sus fundamentales aportaciones en los campos de la
Filosofia, la Geometria, la Optica, la Mecanica y otros, Descartes da un aliento unitario y
organico al pensamiento cientifico, construye una visién global del conocimiento y marca un
nuevo rumbo en la Filosofia.

René Descartes nace en La Haye, en Touraine, el 31 de marzo de 1596. Su formacion tiene
lugar con gran autosatisfaccion en el Colegio jesuita de La Fléche entre 1606 y 1616. Descartes
siempre tuvo la conciencia de haber sido instruido en una de las mejores escuelas de Europa,
como manifiesta en E/l Discurso del Método (DM.AT,VI,5).

Descartes habia alcanzado en La Fléche un soberbio conocimiento de la Cultura clasica, que
incluia un gran dominio del latin —incluso como lengua viva, en la que podia hablar y escribir—,
griego e italiano, y habia desarrollado una irrefrenable aficion a la lectura como demuestran
ciertos pasajes de El Discurso del Método (DM.AT,VI,5).

En cuanto a la Filosofia aprendida, siempre se mostré un tanto displicente (DM.AT,V1,6):

«[...] Mientras las Matematicas me han hecho disfrutar he visto la Filosofia como un medio
para hablar de manera superficialmente convincente de cualquier cosa y ganar la
admiracion de los menos cultos.»

Es mas, a juzgar por El Discurso del Método, parece que la Filosofia inicialmente no le interesara
(DM.ATVI,17):

«La Légica, sus silogismos y la mayor parte de sus otras reglas sirven mas bien para
explicar a otro lo que uno sabe mas que para aprenderlo.»

En cuanto a su formacion matematica el joven Descartes confiesa que quedd cautivado por la
parte del curso de Filosofia referente a las Matematicas que impartia el padre Frangoise, que
atendia no solo a los aspectos tedricos de las Matematicas, sino también a las artes mecanicas,
los autématas, la Optica, la magia y la Astrologia.

La propia Ratio Studiorum de los Jesuitas de 1586 establece:

«La Ensefianza de las Matematicas conviene a los fines de la Orden, no sélo por el
prestigio que dan a toda Academia, sino también en razén de su utilidad en todas las
profesiones.»

También en el folio 183 de los Archivos romanos de la Compaiiia de Jesus consta:

«La Ensefianza de las Matematicas es de las mas utiles no sélo porque contribuye a la
precision del razonamiento sino también porque procura conocimientos infinitamente
ventajosos para el bien de la sociedad.»

La ensefianza matematica de los Jesuitas tenia una orientacion eminentemente practica.
Ademas del Cuadrivium pitagérico afiadia nociones de Mecanica, Optica, Acustica, Topografia,
Perspectiva, Hidraulica y Balistica, segun el cuadro general de la Matematica practica
renacentista, y con una orientacion hacia la ingenieria civil y militar, de interés para los jovenes
nobles que ocuparian cargos en la administraciéon y en el ejército. Por eso cuando un Descartes
ya maduro mira retrospectivamente, en el autobiografico Discurso del Método, hacia sus afios de
formacién comenta (DM.AT,VI,16):

«Las Matematicas tienen invenciones muy sutiles y pueden utilizarse tanto para contentar
a los curiosos como para facilitar todas las Artes y disminuir el trabajo de los hombres.»
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LA INFLUENCIA DE C.CLAVIUS SOBRE DESCARTES

! U CHOE RO B | El jesuita aleman C.Clavius,
R : ' 3 profesor de Matematicas en el
Colegio Romano de Roma, fue el
gran inspirador de la Ensefianza de
la Matemitica en la época de
Descartes que incluia La Ratio
Studiorum de los Jesuitas.

Clavius organizé un verdadero
seminario de jovenes matematicos,
destinados a proveer de profesores
de Matematicas a los colegios
jesuitas.

Aparte de excelente profesor,
Clavius se reveld6 como un
magnifico escritor de libros de
texto. Publicé en 1574 una célebre
edicion de Los Elementos de
Euclides, que tuvo reediciones en
1589, 1591, 1603, 1607, 1612 y 1674,
lo que da idea de su valor.
También  escribi6  magnificos
manuales de Aritmética Prictica
(1583), Geometria Prdctica (1604),
Algebra  (1608), wuna edicién
comentada de la Sphera de
Sacrobosco (1591), un compendio
de Trigonometria y Astronomia
ampliamente utilizado y muy
encomiado por Kepler y tuvo una
importante intervencion en la
reforma gregoriana del calendario.
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Ediciones de Clavius de Los Elementos de Euclides (Colonia 1591), Geometria Prictica (Maguncia,
1606) y Aritmmética Prdctica (Venecia, 1738)

Ya que la ensefianza en el Colegio de La Fleche estaba inspirada en la Ratio Studiorum de los
Jesuitas, es de suponer que la doctrina Matematica recibida por Descartes en sus afios de
Formacién se basaria en las primeras ediciones de estos manuales de Clavius. Pero su proyecto de
reforma de la Geometria tuvo que partir necesariamente de un profundo conocimiento de las
grandes obras de la Matematica Griega de Euclides, Apolonio, Diofanto y Pappus.
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Con toda seguridad los Jesuitas usaban los manuales del mas famoso de sus matematicos
C.Clavius, llamado «El nuevo Euclides» por sus coetaneos, quien con su ensefianza de
Matematicas en el Colegio Romano, la mas prestigiosa institucion docente de los Jesuitas, y
sus publicaciones, contribuydé mas que nadie, a dignificar y extender el papel de la
Matematica en el Curriculum general de la Ensefianza. Sus trabajos fueron recopilados en
su famosa Opera Mathematica, publicada en cinco volumenes en 1611. En esta obra,
Clavius realiza una apasionada apologia de la Matematica, contrastando la firmeza y la
unanimidad de las opiniones de los matematicos con la multiplicidad de visiones diferentes,
y por tanto de incertidumbre, que habita en la mente de los filésofos, sensacion que
manifestara claramente Descartes en E/ Discurso del Método (DM.AT, VI, 7-8):

«Me complacia especialmente [en mi juventud] en las Matematicas por la certeza y la
evidencia de sus razonamientos, [...] De la Filosofia s6lo diré que, habiendo sido
cultivada por los espiritus mas excelentes, y que sin embargo aun no hay nada de lo
que no se discuta, [...] , y considerando cuantas opiniones diversas pueden haber

acerca de un mismo tema, [...].»

EL JOVEN DESCARTES

Descartes joven. Supuesto retrato del
fil6sofo. Escuela Francesa del siglo
XVII. Museo de los Agustinos de
Toulouse.

A través de una irresistible pasion por la lectura, la
actividad intelectual adolescente de Descartes iba
fraguando su pensamiento filos6fico y matematico.

La s6lida formaciéon en las humanidades del mundo
clasico y la consiguiente aficion de Descartes a la
Cultura griega, se extendia a los grandes tratados de la
Matematica griega: Los Elementos de Euclides, las Obras
de Arquimedes, La Aritmética de Diofanto y sobre todo
Las Conicas de Apolonio y La Coleccion Matemdtica de
Pappus, obras que conocia en profundidad. Asimismo,
Descartes debia estar al corriente de los desarrollos del
Algebra de los matematicos italianos, Tartaglia, Cardano
y Ferrari, y aunque confiesa que desconocia la obra de
Vieta antes de escribir El Discurso del Método, es
inconcebible que asi fuera, ya que hay una manifiesta
continuidad en la linea de pensamiento geométrico
entre la obra de Vieta y La Geometria de Descartes.

Descartes sale de La Fléche con el mejor bagaje cultural
para emprender su aventura intelectual. El dominio del
latin y del griego le abren las puertas al saber de los
clasicos y a toda la erudicion renacentista; las
Humanidades y la Retérica animaron una conversaciéon
interesante y el don de gentes; situandose en las mejores
condiciones de integrarse en la agitada vida social y
pablica de su época y dedicarse al conocimiento del
mundo, como manifiesta en El Discurso del Método
(D.M.AT,VL, 9):

« [..], gracias a Dios, no me encontraba en la
situacion de verme obligado a hacer de la Ciencia
un oficio para alivio de mi fortuna, [...] Empleé el
resto de mi juventud en viajar, en ver cortes y
ejércitos, |[...], en recoger experiencias diversas, en
probarme a mi mismo, en reflexionar sobre lo que
me ocurriera, [...].»

Hegel en su Lecturas sobre la Historia de la Filosofia
describe al joven Descartes cono un ser vivaz e inquieto,
con insaciable afin de conocimiento en todos los
sistemas y formas de pensamiento, de modo que tres
experiencias juveniles sucesivas jalonarian la forja de su
espiritu: sus amplios estudios de juventud en La Fléche;
su buceo en el gran libro del mundo, con otros hombres
y otros pueblos; y el encanto o hechizo de las
Matematicas, cuya esencia impregnard todo su
pensamiento. Tres experiencias que sefialan tres
caminos o vias en la basqueda incesante de la verdad.
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CITAS MEMORABLES DE DESCARTES

REGLAS PARA LA DIRECCION DEL ESPIRITU. (R.AT.X. 359-468)

Sélo la Aritmética y la Geometria estan libres de todo defecto de falsedad e incertidumbre.
[RIL 364].

Los que buscan el camino recto de la verdad no deben ocuparse de ningiin objeto sobre el
que no puedan tener una certidumbre semejante a las demostraciones de la Aritmética y de
la Geometria. [RII. 366].

Es mucho mas acertado no pensar jamas en buscar la verdad de las cosas que hacerlo sin
método. [RIV. 371].

Ninguna ciencia puede obtenerse, sino mediante la intuicion de la mente o la deduccién.
[RIV. 372].

Cultivé [en mi juventud] preferentemente la Aritmética y la Geometria, porque se las tenia
por las ciencias mas simples y como un camino para las demas. [RIV. 374].

El silogismo es completamente inttil para los que desean investigar la verdad de las cosas y
solo puede aprovechar , a veces, para exponer con mayor facilidad a los otros las razones ya
conocidas. [RX. 406].

EL DISCURSO DEL METODO (DM.AT.VI. 1-78)

. Las Matematicas tienen invenciones muy sutiles y pueden utilizarse tanto para contentar a
los curiosos como para facilitar todas las Artes y disminuir el trabajo de los hombres. [6]

. Mientras las Matematicas me han hecho disfrutar he visto la Filosofia como un medio para
hablar de manera superficialmente convincente de cualquier cosa y ganar la admiraciéon de
los menos cultos. [6]

. Gustaba, sobre todo de las Matematicas por la certeza y evidencia de sus razones. [7].

. La Légica, sus silogismos y la mayor parte de sus otras reglas sirven mas bien para explicar
a otro lo que uno sabe mas que para aprenderlo. [17].

. Esas largas cadenas trabadas de razones muy simples y faciles, que los gedmetras
acostumbran a emplear para llegar a sus mas dificiles demostraciones, me habian dado
ocasidn para imaginar que todas las cosas que entran en la esfera del conocimiento humano
se encadenan de la misma manera. [19].

. Entre todos los que han buscado la verdad en las ciencias, s6lo los matematicos han podido
hallar algunas demostraciones, esto es, algunas razones ciertas y evidentes. [19].

. No esperaba sacar de las demostraciones matematicas mas utilidad que acostumbrar mi
espiritu a saciarse de verdades y a no contentarse con falsas razones. [19].

LA GEOMETRIA (G.AT.VI. 369-485)

. Todos los problemas de Geometria pueden reducirse facilmente a términos tales, que no es
necesario conocer de antemano mas que la longitud de algunas lineas rectas para
construirlos. [369].

. Pero no me detengo a explicar esto con mas detalle para no privar a cada uno del placer de
aprenderlo por si mismo, ni impedir el cultivo ttil del propio espiritu ejercitindolo, que es,
a mi parecer, la principal utilidad que puede obtenerse de esta ciencia [374].

. Se pueden construir todos los problemas de la geometria ordinaria sin hacer mas que lo
poco que esta comprendido en las cuatro figuras que he explicado. [376]

. Para encontrar todas las propiedades de las lineas curvas basta con saber la relacién que
tienen todos sus puntos con los de las lineas rectas, [...] y conocer la manera de trazar otras
lineas que las corten en todos esos puntos en angulo recto. [...] Y me atrevo a decir que éste
es el problema mas util y mas general no sélo que yo conozca, sino aun que yo haya
anhelado jamas conocer en Geometria. [412-413].

.Y yo espero que nuestros descendientes me estaran agradecidos no sdlo por las cosas que
aqui he explicado, sino también por aquellas que he omitido voluntariamente a fin de
dejarles el placer de descubrirlas. [485].
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10.

11.

12.

13.

CITAS MEMORABLES SOBRE DESCARTES

A Descartes le fue revelada en sueiios la clave magica que le abria el acceso al tesoro de
la naturaleza y que le colocaba en situacion de poseer los verdaderos fundamentos de
todas la ciencias. A.Baillet. La Vie de Monsieur Des-Cartes.

Acudiendo a la cita con su ejército, en la calma del invierno, combinaba en su mente los
misterios de la naturaleza con las leyes de las Matematicas, aspirando a desvelar los
secretos de ambas. Epitafio de Descartes por H. Pierre Chanot, 1650.

Su alma siempre con sabiduria fecunda, hacia ver a los espiritus lo que se esconde a
los ojos. Después de haber explicado el modelo del mundo revelé el misterio de los
cielos. Epitafio de Descartes por C. Huygens, 1650.

Descartes mediante un nuevo método hizo pasar de las tinieblas a la luz cuanto en las
Matematicas habia permanecido inaccesible a los antiguos y todo cuanto los
contemporaneos habian sido incapaces de descubrir; luego puso los cimientos
inquebrantables de la Filosofia sobre los cuales es posible asentar la mayor parte de las
verdades en el orden y con la certidumbre de las Matematicas. Spinoza. Los Principios
de la Filosofia cartesiana.

Lo que ha inmortalizado el nombre de este gran hombre, es la aplicaciéon que ha sabido
hacer del Algebra a la Geometria, una idea de las mas vastas y felices que haya tenido
el espiritu humano, y que sera siempre la llave de los mas profundos descubrimientos
no solamente en la Geometria, sino en todas las ciencias fisico-matematicas.
D'Alembert. Discours Préliminaire de I'Encyclopédie (Orbis, 1984, pp.84,85).

La Diéptrica de Descartes es la mas grande y la mas bella aplicacion que se haya hecho
hasta ahora de la Geometria a la Fisica. D'Alembert. Discours Préliminaire de
I'Encyclopédie (Orbis, 1984, p.85):

Descartes se caracterizaba por su espiritu vivaz e inquieto, que buscaba con insaciable
afan todas las ramas del conocimiento humano, buceando en todos los sistemas y
formas de pensamiento. Hegel. Lecturas sobre la Historia de la Filosofia.

S6lo quien haya pensado real y detenidamente este escrito [Las Reglas para la
direccién del espiritu], radicalmente parco, hasta en sus rincones mas reconditos y frios,
estd en condiciones de tener una idea de lo que pasa en la ciencia moderna.
M.Heidegger. Die Frage nach dem Ding.

El cartesianismo no debe nada esencial a ninguna doctrina de la antigiiedad.
H.Bergson. La Filosofia.

No hay una Matematica, hay muchas Matematicas. [...]. El espiritu antiguo creo su
Matematica casi de la nada. El espiritu occidental, historico, habia aprendido la
Matematica antigua, y la poseia, aunque sélo exteriormente y sin incorporarla a su
intimidad; hubo, pues, de crear la suya modificando y mejorando, al parecer, pero en
realidad aniquilando la Matematica euclidiana, que no le era adecuada. Pitagoras llevo
acabo lo primero; Descartes lo segundo. Pero los dos actos son, en lo profundo,
idénticos. O.Spengler. El sentido de los numeros. (La decadencia de Occidente, p.144).

La Geometria analitica, mucho mas que cualquiera de sus especulaciones metafisicas,
inmortaliza el nombre de Descartes y constituye el maximo paso hecho en el progreso
de las ciencias exactas. J. Stuart Mill. (citado por E.Bell en Les grands mathématiciens.
Payot, Paris, 1950. Cap.3. p.46).

La Geometria Analitica de Descartes ha afectado probablemente a la vida humana mas
profundamente, aunque menos violentamente, que la maquina de vapor o el aeroplano.
L.Hull. Historia y Filosofia de la Ciencia, 1981, p.268.

La Geometria Analitica de Descartes cambié la faz de las Matematicas. M.Kline. EJ
pensamiento matematico de la Antigiiedad a nuestros dias, 1992. vol.1, p.425.
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Los sueinos de Descartes y los origenes de La Geometria

El 10 de noviembre de 1618 ocurrié un evento de trascendental importancia en la vida de
Descartes, el encuentro con Beeckman, un intelectual amante de la Fisica y la Matematica.
Vagando por Breda, Descartes se tropezd con una gente que miraba un anuncio en el que
un matematico retaba a que se resolviese un problema, cosa muy propia de la época. Como
Descartes todavia no dominaba el holandés, suplico a quien estaba al lado que se lo
tradujese al latin o al francés. Resulté ser Beeckman, quien hablandole en latin, le explico
en qué consistia el problema: «¢ Cuan lejos caera una piedra en una hora si se sabe cuan
lejos cae en dos?», y le dio su tarjeta de visita. Beeckman se quedd aténito cuando al dia
siguiente el joven francés se presentd en su casa, sin anunciarse, con la solucién del
problema, lo que inicié6 una fructifera amistad, mantenida sobre todo de forma epistolar,
plena de gratitud reciproca, como muestran sendas cartas de Descartes a Beeckman, donde
se explaya en palabras de agradecimiento hacia él por ser el catalizador de la empresa
intelectual de ordenamiento de sus reflexiones y concepciones cientificas.

«Podéis estar sequro que antes olvidaria a las musas que a vos, [...], ellas me han
atado a vos con lazos de afecto» (24/1/1619, AT, X, 162-163).

«[...] Vos habéis sido el instigador, el motor primero de mis investigaciones, [...], vos
me sacudisteis la desidia, apartandome de la erudicién inatil, conduciendo mi espiritu,
que vagaba en ocupaciones ociosas, a otras mejores, [...]» (23/4/1619).

Influido por Beeckman, Descartes emprende una serie de estudios matematicos en relacion
con la triseccion del angulo y las ecuaciones cubicas, y es consciente, tras los contactos con
la literatura rosacruciana alemana, de que los aspectos algebraicos, en especial el
simbolismo que apuntaba a convertirse en el lenguaje universal que permitiria el
conocimiento y el dominio global de la realidad, entroncan con la tradicién hermética y
cabalistica del arte luliano en intima relacién con la idea del saber universal.

EN UNA MANO LA PLUMA Y EN L A OTRA LA ESPADA

S. de Sacy, en su biografia de Descartes de
1956, refleja la imagen del filé6sofo como lo
hace esta ilustracion, describiendo «al
hombre izado entre una generacion de
aventureros, [...], un mosquetero del alma,
[...] en vagabundeo metédico, [...]».

En el gran teatro del mundo, apareciendo
como desherado y marginal de las clases
sociales dominantes, desligado de Ia
tradicion y del marco familiar, Descartes
«sostiene en una mano la pluma y en la otra
la espada», en un continuo vaivén entre el
afan de retiro y el estudio y su curiosidad por
la vida mundana, alistindose en ejércitos,
dedicado a la vida militar, como aventurero
y rebelde, junto a los mercenarios de las
guerras de Religién que asolaban Europa.

Provisto del bagaje intelectual del
Renacimiento, dotado de una prodigiosa
erudicion alcanzada en La Fléche y de una
brillante retdérica, con una incontenible
aficién a la Matemadtica, trasmitida por el
padre Francoise y por Beeckman, Descartes
viaja y conoce mundo «pues es casi lo mismo
conversar con gentes de otros siglos que
viajar» (DM.AT,VI, 6) y se convierte en el
filosofo enmascarado que persigue la
sabiduria universal que anunciaban sus
curiosas lecturas de adolescencia, de raices
lulianas, dentro de la tradicion hermético-
Descartes en las calles de Paris, por Chartan. cabalistica.

304



El interés por los rosacruces, que presumian de tener la clave de la sabiduria universal,
impele a Descartes a abandonar Holanda hacia mayo de 1619 camino de Alemania, donde
asiste a la coronacioén de Fernando Il y se enrola en las tropas del Duque de Baviera.

A la llegada del invierno, Descartes se retira a alguno de los refugios militares, quiza en Ulm,
donde vivia el matematico Faulhaber. En un ambiente propicio para la meditacion,
Descartes se plantea algunos problemas geométricos y la solucion lograda le induce a
buscar un método general para resolver cualquier problema de Geometria que se le
presentase. Pero enseguida extrapola sus ideas y amplia tan ambicioso plan para concebir
la posibilidad de encontrar un método para el descubrimiento de la verdad en cualquier rama
de la ciencia. Asi que en la mente de Descartes fue tomando cuerpo el ideal de un
conocimiento integral, unificado sobre la totalidad global de las ciencias, que al tratar de lo
divino y de lo humano, reuniria todas las ciencias con un simbolismo adecuado, intuyendo
que el Algebra y la Geometria, adecuadamente interpretadas e insertas en un simbolismo
superior, podian convertirse o al menos apuntar hacia el tan proclamado saber universal.

Con estas ideas fijas en la mente, en la noche del 10 de noviembre de 1619, primer
aniversario del encuentro con Beeckman, Descartes tuvo una concatenacion de suefios que
le dejaron una profunda impresién marcando un hito en su ulterior evolucion espiritual.

La profunda experiencia visionaria fue plasmada por Descartes en un manuscrito de 1620,
en latin, con el nombre de Olympica, ahora perdido, que parece ser fue ojeado por Leibniz
en su estancia en Paris en 1675 y que fue traducido por Baillet, el biégrafo de Descartes
(AT.X, 181-188). En una minuciosa descripcién de los suefios y su interpretacion, Descartes
relata un itinerario simbdlico en sus tres suefos: siente angustia en el primero, luces
prometedoras en el segundo, hasta alcanzar la revelacion de la verdad en el tercero, en el
cual el espiritu de la Verdad queria «abrirle los tesoros de todas las ciencias».

Los Olympica comienza con estas palabras:

«X Novembris 1619, cum plenus forem Enthousiasmo et mirabilis scientiae
fundamenta reperirem ...»

«X de noviembre de 1619, cuando, lleno de entusiasmo, descubri los fundamentos de
una ciencia admirable.»

En la interpretaciéon mistica que hace Descartes de sus suefos, a él se le ha revelado la
unidad de la ciencia, ha sido ungido de un sagrado entusiasmo mistico que le ha liberado de
una crisis espiritual y le ha cargado de una gran responsabilidad en el alumbramiento de la
verdad al tomar conciencia de una mision:

. Sera ésta emprender la magna empresa de reforma de la Filosofia y
consecuentemente de la Matematica?

El espiritu de la verdad ha conducido a Descartes a una exaltacion intelectual para alcanzar
«la visién de una ciencia nueva y admirable», que tal vez debia de ser el conocimiento de
todas las cosas de las que el espiritu humano es capaz, y que sus fundamentos consistirian
en un método general —extraido de los procedimientos del pensamiento matematico— donde
se experimenta la certeza y evidencia inherentes al verdadero saber.

Al afio siguiente, el mismo dia 10 de Noviembre, aniversario del encuentro con Beeckman y
de los suefios, Descartes vuelve a tener una vision que le ilumina, escribiendo al margen del
manuscrito de Los Olympica (AT.X.179):

«X Novembris 1620. Coepi intelligere fundamentum inventi mirabilis.»

«10 Noviembre 1620. He empezado a entender el fundamento de un admirable
descubrimiento.»
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LOS SUENOS DE DESCARTES Y LA GEOMETRIA

La noche del domingo del 10 al 11 de
noviembre de 1619, en un descanso en
los cuarteles de invierno de los
ejércitos de Maximiliano de Baviera,
Descartes enfrebrecido sufre
alucinaciones. Sintiendo una
iluminaciéon interior asiste «lleno de
entusiasmo» a la revelacion de «los
fundamentos de una ciencia admirable».
Descartes tiene tres suefios que le hacen
tomar conciencia de su vocaciéon
filos6fica. En palabras de su primer
biégrafo A.Baillet (La Vie de Monsieur
Des-Cartes):

«[...] Le fue revelada la clave
mdgica que le abria el acceso al
tesoro de la naturaleza y que le
colocaba en situaciéon de poseer
los wverdaderos fundamentos de
todas la ciencias».

La descripcion de los suefios de
Descartes en los Olympica pudo ser un
pretexto literario o un artificio poético-
filosofico para explicar que se sentia
predestinado a la buasqueda de la
sabiduria universal. En todo caso la
experiencia onirica de Descartes fue
una intensa vivencia personal, un
auténtico Pentecostés, que marcé su
porvenir. A raiz de los suefos,
Descartes, imbuido de entusiasmo y
satisfaccion, decidié ir en peregrinacion
al santuario de Santa Maria de Loreto y
aunque cambié de residencia muchas
veces entre 1619 y 1650, jamas se separ6
del manuscrito de sus suefios.

Descartes representado como Fausto. Opuscula posthuma,
physica et mathematica. J. Blaeu. Amsterdam, 1701.

Los suefios de Descartes, de gran significado freudiano, marcaron una impronta inmarcesible en la
orientacion de su pensamiento. El rapto mistico habria de servir a Descartes de cimiento de un
solido edificio racionalista, presidido por la «unidad» como emblema para entender el mundo:
unidad de la Matematica a través de la fusién del Algebra y la Geometria; unidad entre Fisica y
Matematica; unidad de todas la ciencias; presidida por la unidad de método y criterio «para bien
conducir la razon y buscar la verdad en las ciencias», que asi subtitulara precisamente a su principal
obra filoséfica y cientifica: EI Discurso del Método; en suma, unidad de todo el saber radicada en el
espiritu proclamada con caracter de primariedad desde el comienzo de su ultimo escrito de
juventud: Las Reglas para la direccién del espiritu (Regulae ad directionem ingenii)

La importancia que La Geometria de Descartes tiene en la Historia de la Matematica, ha
propiciado, a veces, la sublimacién de la intuicién de sus raices en la mente de Descartes,
de modo que algunos historiadores le atribuyen un origen casi legendario, segun el cual el
10 de Noviembre de 1619, en su delirio onirico Descartes habria adivinado la uniéon del
Algebra y la Geometria en un solo cuerpo de doctrina: La Geometria Analitica —aunque mas
bien habria que hablar de Geometria Algebraica— y ante «la visién de una ciencia nueva y
admirable» se habria sentido predestinado para construir un nuevo sistema filoséfico, donde
la Matematica ocuparia una situacion privilegiada como llave del conocimiento y la sabiduria
universal e instrumento de explicacion racional de los fendmenos naturales, de modo que la
iluminacion de Descartes le procuraria una explicacion global de la naturaleza fisica, es
decir una Filosofia natural —una Fisica en sentido actual- basada en la Matematica. Asi se
explicarian los tres ensayos que al acompafar a E/ Discurso del Método justificarian de
forma verdadera y global el método cartesiano.
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Las Regulae, El Discurso del Método y La Geometria

La lectura de las Regulae y El Discurso del Método es un preliminar necesario, o al menos
aconsejable, para entender la motivacion y los presupuestos intelectuales de Descartes
acerca de la Ciencia, de la universalizacion del razonamiento matematico como base del
conocimiento racional y en particular de los origenes y objetivos de La Geometria. Como
sefala Victor Goémez Pin (Congreso de Ontologia, 24/3-31/3 de 1996, San Sebastian-
Barcelona):

«El Discurso del Método es tan sdlo el prélogo afadido por Descartes a sus escritos
cientificos [los tres ensayos la Diéptrica, los Meteoros y la Geometria), a fin de mostrar
lo estéril que seria abordar éstos sin el hilo conductor de la problematica comun, es
decir, sin referencia a la unidad de la razén que tales escritos despliegan.»

Descartes habia estudiado las Matematicas con gran fruicién en su adolescencia y desde el
primer momento aprecié su indudable condicion de certeza, pero s6lo mas tarde llegdé a
reparar en lo que él llama su verdadero uso hacia la gestacion y desarrollo del Método. Es
en los suefios de 1619 y cuando escribe, en 1620, en los Olympica, sobre «los fundamentos
de una ciencia admirable», cuando empieza un primer estadio en la intuicion del Método; el
segundo estadio de puesta a punto del Método tiene lugar con las Reglas para la direccion
del espiritu de 1628 (Las Regulae) y el tercero, de codificacién, con El Discurso del Método
de 1637.

Descartes busca un fundamento absoluto e inconmovible de la verdad en que basar el
conocimiento cientifico sobre el que cimentar la vida y la accién. Pero ello no es posible
alcanzarlo sin método. La Regla IV de las Regulae se titula precisamente: «El método es
necesario para la investigacion de la verdad de las cosas» (RIV.AT.X.371), y en ella
Descartes alude de forma reiterada sobre el asunto:

«[...] Es mucho mas acertado no pensar jamas en buscar la verdad de las cosas que
hacerlo sin método» (RIV.AT.X.371).

«[...] Entiendo por método reglas ciertas y faciles, mediante las cuales el que las
observe exactamente no tomara nunca nada falso por verdadero, y, no empleando
indtilmente ningun esfuerzo de la mente, sino aumentando siempre su ciencia, llegara
al conocimiento verdadero de todo aquello de que es capaz» (RIV.AT.X.371-372).

«El método explica rectamente de qué modo ha de usarse la intuicion de la mente
para no caer en el error contrario a la verdad y céomo han de ser hechas las
deducciones para llegar al conocimiento de todas las cosas, [...] ninguna ciencia puede
obtenerse, sino mediante la intuicion de la mente o la deduccién» (RIV.AT.X.372).

Asi pues, las reglas del método se remiten al saber de la razén, pero de los textos
cartesianos hay que colegir, como veremos, que en principio se trata de la razéon matematica
y que en origen las reglas del método lo son primariamente del saber matematico.

En el cultivo de las Matematicas desde su juventud, Descartes atribuye a las verdades
matematicas una naturaleza esencialmente diferente a la de las verdades basadas en la
experiencia. Segun Descartes las proposiciones matematicas no deben su verdad a la
experiencia y no pueden ser desmentidas por ésta, es decir son «verdades de razén» con
una validez universal y absoluta. Es el ambito de la razén, sobre el que descansa la
Matematica, al que acudira Descartes para fundamentar su método que impone la certeza
como condicién epistemoldgica ineludible que excluye los conocimientos tan solo probables.
Asi tiene lugar en la Regla Il de las Regulae titulada (RII.AT.X.361):

«Conviene ocuparse tan sélo de aquellos objetos, sobre los que nuestros espiritus
parezcan ser suficientes para obtener un conocimiento cierto e indudable.»
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La exigencia cartesiana de encontrar un conocimiento cierto y evidente que alcance vy rija
con seguridad la unidad del saber, hace recalar a Descartes en el modo del pensar
matematico, elaborando el Método con base en su larga experiencia en las ciencias
geomeétricas y aritméticas. Asi se advierte de forma palmaria a lo largo de las Regulae:

«[...] Cuando por primera vez me dediqué a las disciplinas Matematicas, de inmediato
lei por completo la mayor parte de lo que suelen ensefiar sus autores, y cultivé
preferentemente la Aritmética y la Geometria, porque se las tenia por las mas simples
y como un camino para las demas» (RIV.AT.X.374-375).

La Aritmética y la Geometria deben, pues, ejercer para Descartes una funcidén propedéutica
e indicativa porque en ellas se experimenta la certeza y evidencia requeridas para el
verdadero saber; a ellas hay que reducirse, pues solo ellas estan libres de incertidumbre y
falsedad, de modo que (RII.AT.X.363,364):

«[...] Si calculamos bien, de las ciencias ya descubiertas sélo quedan la Aritmética y la
Geometria, a las que la observacion de esta regla [ Regla Il] nos reduce.»

«[...] Solo la Aritmética y la Geometria estan libres de todo defecto de falsedad e
incertidumbre.»

En el Colegio de La Fléche Descartes habria recibido una solida formacion matematica, pero
mas alla de esta ciencia, habria captado el espiritu mismo del saber matematico, que al
aunarlo con su notable y peculiar penetracion filoséfica, alcanzaria la vision de las
Matematicas, por la certeza y evidencia de sus razones, como instrumento clave del
descubrimiento de una técnica puramente especulativa —el Método— que sitlua al espiritu en
posesion de la verdad y en posesion de si mismo, experimentando lo que deviene el
conocimiento humano cuando se le ahorma segun el patron de la evidencia matematica.
Descartes se propone con El Discurso del Método y La Geometria una magna empresa de
reforma de la Filosofia y de la Matematica, tomando esta ciencia como principio basico del
fundamento de la sabiduria universal. Descartes adopta la demostracion matematica frente
al recurso a la autoridad y pondera la firmeza y certeza de la Matematica versus la
incertidumbre de la Filosofia. Pero no todo es panegirico respecto de las Matematicas, ya
que Descartes se queja tanto del uso restringido que se hacia de la Matematica como de la
forma misma de ensenarla y pone en un plano secundario el valor técnico de las
Matematicas como mera herramienta para las artes y los oficios mecanicos. En efecto, al
aludir a su etapa de formacién, Descartes escribe, en el Discurso del Método, respecto de
las Matematicas (DM.AT,VI,7):

Gustaba [en mi juventud], sobre todo, de las Matematicas por la certeza y evidencia de
sus razonamientos, pero no habia entendido todavia su verdadero uso y, pensando
que solo servian para las artes mecanicas, me sorprendia de que, siendo tan firmes
sus fundamentos, no se hubiera construido sobre ellas nada mas relevante.»

Mas adelante, en la segunda parte de la obra, Descartes continta diciendo (DM.AT,VI,17):

«Habia estudiado entre las partes de la Filosofia, la Logica, y de las Matematicas, el
Andlisis de los gedémetras y el A/gebra, tres Artes o Ciencias, que debian, al parecer,
contribuir algo a mi propésito. [...] Respecto al Anélisis de los antiguos y el Algebra de
los modernos, aparte de que no se refieren sino a muy abstractas materias que no
parecen ser de ningun uso, el primero esta siempre tan constrefiido a considerar las
figuras, que no puede ejercitar el entendimiento sin fatigar mucho la imaginacion, y en
la dltima hay que sujetarse tanto a ciertas reglas y cifras, que se ha hecho un arte
confuso y oscuro, bueno para enredar el espiritu, en lugar de una ciencia que lo
cultive. Esto fue causa de que pensase que era necesario buscar algin otro método
que, reuniendo las ventajas de estos tres, estuviese libre de sus defectos.»

308



A juzgar por este texto, el valor propedéutico y pedagdgico de la Aritmética y la Geometria
en la concepcién del Método, es asumido por Descartes una vez se hayan corregido las
deficiencias y limitaciones de estas ciencias, es decir, una vez que Descartes haya
transformado los antiguos instrumentos de la Geometria griega —el Algebra Geométrica y el
Analisis Geométrico— en lo que hoy llamamos la Geometria Analitica cartesiana, mediante la
intervencion del Algebra literal y simbdlica de Vieta sobre la Geometria, tras la drastica
reforma y simplificacion de la notacion algebraica que el propio Descartes realizara, primero
de forma provisional en la Regla XVI de las Regulae (RXVI.AT.X.455) y ya de forma
definitiva en La Geometria (G.AT,VI,371). Efectivamente, uno de los atributos mas
importantes de la Geometria Analitica es que libera al investigador de la dependencia a
ultranza de las figuras geométricas al reemplazar las ingeniosas construcciones geométricas
de la Geometria griega por sistematicas operaciones algebraicas, es decir, permite «ejercitar
el entendimiento sin fatigar mucho la imaginacion» (DM.AT,VI,17). Asi concibe Descartes
una ciencia matematica que se convierte en un saber mas facil y simple, y generalizable y
valido para todo el ambito de la cantidad. Pero no sélo esto, porque el modo de proceder y
el espiritu de esta verdadera Matematica, experimentado y cultivado en el quehacer y en la
investigacion matematicos, es lo que inspira las reglas del Método y el Método mismo.

Segun Descartes, sélo la Aritmética y la Geometria no ofrecen dudas ni conocimientos
probables. Pero esto no significa que sélo haya que aprender y ocuparse de estas ciencias
sino que la certeza y los rasgos que encontramos en ellas es lo que debemos requerir en la
blusqueda del camino que nos conduce a la verdad en general (RII.AT.X.366):

«[...] Mas de todo esto se ha de concluir no ciertamente que se han de aprender solo
la Aritmética y la Geometria, sino Gnicamente que aquellos que buscan el recto camino
de la verdad no deben ocuparse de ningtin objeto del que no puedan tener una certeza
semejante a la de las demostraciones de la Aritmética y de la Geometria.»

Aun mas esclarecedor es el texto que sigue a las famosas cuatro reglas en el que Descartes
reconoce el proceder de los gedmetras en la inspiracion de su método (DM.AT,VI,19):

«Esas largas cadenas trabadas de razones muy simples y faciles, que los geébmetras
acostumbran a emplear para llegar a sus mas dificiles demostraciones, me habian
dado ocasion para imaginar que todas las cosas que entran en la esfera del
conocimiento humano se encadenan de la misma manera, [...], y considerando que
entre todos los que antes han buscado la verdad en las ciencias, sélo los matematicos
han podido hallar algunas demostraciones, esto es, algunas razones ciertas y
evidentes, no dudé de que debia comenzar por las mismas que ellos han examinado.»

He aqui un texto muy significativo de la importancia del método matematico en el
fundamento del pensamiento cartesiano, sobre todo el método seguido por los gedmetras,
que parten de las cosas mas sencillas y faciles de conocer para elevarse mediante «largas
cadenas de trabadas razones» hasta alcanzar las cuestiones mas dificiles y complejas.
Descartes concebia que las entidades del conocimiento se encadenan como las
proposiciones geométricas, que son, junto con las aritméticas, las Unicas que gozan de
certeza y evidencia, por tanto por ellas habia que empezar como guia hacia el Método.

La naturaleza de la Matematica, tiene para Descartes un acusado caracter instrumental y
pedagogico en la busqueda y fundacién de un saber cientifico unificado, universal, cierto y
evidente, que Descartes denomina Mathesis Universalis, una cierta ciencia general, una
determinada y precisa forma de saber extraida del modo, el estilo y el método de los
saberes matematicos. En este sentido Descartes se acerca al pensamiento platénico de la
Republica que concebia la Matematica no s6lo como imprescindible propedéutica en el
ascenso hacia la Filosofia y fundamento de todo el saber humano, sino también como el
camino inexcusable en la realizacion de la Paidea, entendida como cultivo y formacién del
espiritu humano en todas sus facetas. En efecto, asi lo manifiesta Descartes en la Regla IV
(RIV.AT.X.375-376):
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«[Pensé] por qué sucedia que antiguamente los primeros creadores de la Filosofia no
quisieran admitir para el estudio de la sabiduria a nadie que no supiese Mathesis,
como si esta disciplina pareciese la mas facil y sobremanera necesaria de todas para
educar los espiritus y prepararlos para comprender ofras ciencias mas altas, [...].»

El dltimo texto citado de El Discurso del Método continua con estas palabras (DM.AT,VI,20):

«[...] Al advertir que, aunque [las ciencias matematicas] tienen objetos diferentes,
concuerdan todas en no considerar sino las relaciones o proporciones que se
encuentran en tales objetos, pensé que mas valia limitarse a examinar esas
proporciones en general, [...] , pensé que, para considerarlas mejor particularmente,
debia suponerlas en linea [recta], pues nada hallaba mas simple ni que mas
distintamente pudiera representarse a mi imaginacion y a mis sentidos. Y que para
retenerlas o comprenderlas era necesario explicarlas mediante algunas cifras lo mas
cortas que fuera posible; de esta manera tomaria lo mejor del Analisis geométrico y del
Algebra y corregiria los defectos del uno por medio de la otra.»

He aqui, en términos del propio Descartes, el origen y los fundamentos de La Geometria.
Descartes toma la linea recta como representacion de toda magnitud y, ademas, propone
una reforma de la notacion algebraica. De esta forma conservara del Andlisis Geométrico el
auxilio que recibe de la imaginacion y del Algebra —una vez reformada la notacién— la
mecanizacién operacional que permite su simbolismo. La proyeccién del Algebra sobre el
Analisis geométrico —Descartes dice «corrigiendo sus defectos»— producira lo que llamamos
su « Geometria Analitica».

EL MAS FAMOSO RETRATO DE UN FILOSOFO

Retrato de Descartes atribuido
a F.Hals. Museo de Louvre.

Tal vez es el retrato mas célebre
de un filésofo. aunque no se
puede decir con certeza que sea
Descartes ni que sea de F.Hals.
Impresiona por su penetrante e
inteligente mirada.

Descartes es considerado como
el fundador de la Filosofia
moderna. Prescindiendo de las
bases ideolégicas de sus
antecesores, Descartes intenta
construir, tanto en Filosofia
como Matematica, un edificio
completamente nuevo y
sistematicamente completo en
si mismo. La evolucién ulterior
del pensamiento nos indica que
fue mas afortunado en ésta que
en aquélla. La originalidad de
Descartes siempre ha sido muy
ponderada en la historiografia,
de modo que es casi una regla
en la Historia de la Filosofia y
de las Ciencias, la afirmacién
de que Descartes no debe casi
nada a sus predecesores. Asi lo
asegura Bergson (La Filosofia,
Larouse, Paris, 1916). con la
frase:

«El cartesianismo no debe
nada esencial a ninguna
doctrina de la antigiiedad.»

310




EL DISCURSO DEL METODO Y LAS MATEMATICAS

r La primera edicion de EIl Discurso del
DISCOURS Método con los tres ensayos Ila

D E L A N_[ F, T H O D E gtfypjgifty;so;).Meteoros y la Geometria

El Discurso del Meétodo es Ila
autobiografia intelectual de Descartes.

Pout bien conduire fa raifon,& chercher

. &
la verite dans lesfciences. Descartes encontré en la Matematica,
Prus un modelo paradigmitico en la
basqueda de las primeras verdades
A cDIOPTRI Q VE absolutamente ciertas que pudieran
servirle de base, apoyo y fundamento
en la reconstruccién de todo el edificio
LES METEORES. cientifico y filoséfico, por eso la
ET Matematica devino en la base racional

- de su pensamiento
LA GEOMETRIE, Cuando se habla del cartesianismo
? : como método de la razéon se debe
le ﬁ’m‘ des cﬂkm‘ de cete METHODE, entender «método de la razon

matemdtica» en el sentido de que las
reglas del método son extraidas por
Descartes del saber y del conocimiento
matematicos, por una parte, y de la
practica, estilo y procedimientos
matematicos, por otra.

Concretamente Descartes habla de tres
Artes o Ciencias que habian de
contribuir a su propésito (DM.AT,V1,17):

e LaLégica como parte de la Filosofia.
» El antiguo Andlisis de los geometras.
e El Algebra de los modernos.

Asi pues, utilizando la Matematica

A Leype como paradigma en la indagacion de la
De 1’Impr1mcric delan MAIRE. veltdad, es decir, el ,Anal'zsm de los
geometras y la Sintesis de los
Ccd.9. 0. X X XL algebristas, Descartes establece el
Auec Priy :/rge. «Método para conducir bien la razon y
> buscar la verdad en las ciencias».

Descartes persigue ante todo en EIl Discurso del Método la basqueda de un «ars inveniendi», es
decir, un método que sirviera para descubrir verdades y no para probar lo que ya se ha hallado,
defender tesis o exponer teorias, y aplicable en todas las ciencias y en particular en la Geometria.
Como ya habia sentado R. Bacon en el Novum Organum, la Logica aristotélica era inttil para la
invencién cientifica porque el silogismo no es aplicable a los principios de las ciencias, ya que sdlo
sirve para imponer el asentimiento y no para aprehender la realidad. Esta misma actitud asume
Descartes con respecto a la 16gica tradicional tanto en EI Discurso del Método como en las Regulae:

«La Légica, sus silogismos y la mayor parte de sus otras reglas sirven mds bien para explicar a otro
lo que uno sabe mds que para aprenderlo» (DM.AT,VI,17).

«El silogismo es completamente iniitil para los que desean investigar la verdad de las cosas y sélo
puede aprovechar, a veces, para exponer con mayor facilidad a los otros las razones ya conocidas»
(RX.AT.X.406).

Descartes ya se habia fijado, para su propdsito, en la IV Regla de las Regulae, especialmente en la
bondad del Analisis de los antiguos y del Algebra de los modernos, cuando escribe:

«[...] Los antiguos gedmetras se han servido de cierto Andlisis, que extendian a la resolucion de
todos los problemas, si bien privaron de él a la posterzdad Y ahora florece cierta clase de
Aritmética que llaman Algebra, para realizar sobre los niimeros lo que los antiguos hacian sobre las
figuras» (RIV.AT.X.373).

«Ha habido, finalmente, algunos hombres de gran talento que se han esforzado en este siglo por
resucitarla; pues aquel arte no parece ser otra cosa, que lo que con nombre extranjero llaman
Algebra, con tal que pueda zafarse de las miiltiples cifras e inexplicables figuras de que esti
recargado a fin de que no falte ya aquella claridad y facilidad suma que suponemos debe haber en la
verdadera Mathesis» (RIV.AT.X.377).

Todas estas cuestiones e inquietudes que Descartes refleja en El Discurso del Método y en las
Regulae, con un lenguaje bello y claro, son esenciales de tener en cuenta para entender como se
habia ido fraguando en su mente adolescente no sdlo el origen de La Geometria sino la idea de la
sabiduria universal.
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Descartes ilustra la introduccion de los célebres cuatro preceptos o reglas —evidencia,
analisis, sintesis y verificacion— de El Discurso del Método, que aplicara cuidadosamente en
toda especulacion filosdéfica y matematica, con estas palabras(DM.AT,VI,18-19):

«Y como la multitud de leyes sirve a menudo de disculpa a los vicios, siendo un
Estado mucho mejor regido cuando hay pocas pero muy estrictamente observadas,
asi también, en lugar del gran nimero de preceptos que encierra la logica, crei que me
bastarian los cuatro siguientes, siempre que tomara la firme y constante resolucion de
no dejar de observarlos ni una sola vez.»

El primer precepto es el criterio de evidencia, que determina los primeros conocimientos y
verdades, las ideas «claras y distintas» de los Principia philosophiae de 1644, siendo el
«cogito, ergo sum» la primera verdad indudable y el punto de arranque de toda su Filosofia.
Los otros tres preceptos corresponden, a la primera y segunda parte de la Regla V y a la
Regla VIl de Las Regulae. De acuerdo con el segundo precepto —Regla del Analisis— hay
que dividir las dificultades hasta descubrir los elementos mas simples, que se aprehenden
por intuicidon. Segun el tercero —Regla de la Sintesis—, debemos partir de tales objetos
simples y ascender por deduccion, poco a poco, hasta los mas complejos. Ambos preceptos
encierran el nucleo del método cartesiano. Por fin, hay que aplicar el cuarto precepto para
hacer una revision final, examinar cuidadosamente la cadena deductiva, ordenar y enumerar
esos elementos simples de modo que estemos seguros de no omitir nada.

LAS CUATRO REGLAS DE EL DISCURSO DEL METODO

Discouxs

Le premier eftoit de ne recenoiriamaisaucune chofe
pour vraye que ie ne la connoffe evidemment eftre telle:
c’efta dire, d’euiter foigneufement la Precipitation, &
la Preuention; & de ne comprendre riende plus enmes
iugemens, que ce qui {e prefenteroit fi clairement & fi
diftin&tementa monefprit, que ie n’cuffe aucune occa-
fionde le mettre en doute.

Le fecond, de diuifer chafcune des difficultez que
i'examincrois en autant de parcelles qu'il fe pourroit,, &
qu'il feroit requis pour les mieux refoundre.

Letroifiefme de conduirepar ordre mes penfées, en
commenceant par les obiets les plus fimples, & lesplus
ayfeza connoiftre , pour mouter peu a2 peu comme par
degrez iufques ala connoiffance des plus compofez: Et
fuppofant mefme de I'ordre entre ceux qui ne fe prece-
dent point naturellement les vns les autres.

Etledernier de faire partout des denombremens
entiers, & des reuenés fi generales,que ic fufle affur¢de
ne rien omettre.

Las cuatro reglas de El Discurso del Método en la primera edicion de 1637:

1. Evidencia: no aceptar como verdadero lo que no ofrezca plena
evidencia, evitando la precipitacion y la prevencién.

2. Analisis: dividir las dificultades en tantos elementos como sea
necesario para resolverlas completamente.

3. Sintesis: Llevar los pensamientos en orden, procediendo de lo simple a
lo complejo.

4. Verificacion: hacer suficientes enumeraciones y revisiones para tener la
seguridad de no omitir nada.
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LA GEOMETRIA DE DESCARTES

GEOMETRIE

RENE DESCARTES:

A PARIS.
Chez Cuariis Ancor, rué faint Iacques,
au Lion d'or.

——

—_—

M. DC. LXIV.
AVEC PRIVILEGE DV ROT.

La Geometria de Descartes, edicién separada de El Discurso del Método (Paris, 1664).

La Geometria de Descartes es considerada con gran unanimidad como una de las obras
fundamentales del pensamiento geométrico a lo largo de toda la Historia de la Matematica. Mediante
el uso del Algebra como herramienta algoritmica esencial, Descartes da una nueva lectura a la
Geometria de los griegos, que supera sus limitaciones y trasciende sus conquistas geométricas a base
de elaborar un magnifico instrumento de ataque de los problemas geométricos antiguos y modernos
que libera a la Geometria de la dependencia y sometimiento a la estructura geométrica de la figura y
su representacion espacial y propone una forma de solucion de los problemas basada en la aplicaciéon
del Analisis mediante la actuacién del Algebra, que supone el problema resuelto y establece una
ordenada dependencia entre lo conocido y lo desconocido, hasta hallar el resultado buscado, de modo
que las reglas del método cartesiano adquieren el sentido matematico de normas para la solucién de
los problemas geométricos mediante ecuaciones.

De acuerdo con la idea de Descartes acerca de la Matematica como fundamento de la sabiduria
universal, y en particular como base racional de todas las ciencias, La Geometria de Descartes
perfecciona de forma muy notable el Algebra esbozada en el Libro II de las Regulae al establecer el
Anadlisis Algebraico no s6lo como un instrumento que aplicado a la Geometria creara la Geometria
Analitica sino como algo mucho mas universal todavia, el lenguaje de expresion y por tanto la clave
de todas las ciencias.
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La percepcidn de Descartes sobre el eco cientifico de La Geometria

La Geometria de Descartes no puede entenderse de forma aislada ya que forma parte
indisoluble del proyecto metodolégico general de alcanzar la unidad de la Ciencia que
Descartes intenta fijar en las Regulae y en El Discurso del Método. Descartes se propone
con El Discurso del Método y los tres ensayos que lo acompafnan, demostrar que ha
alcanzado un nuevo método de especulacion sobre la verdad cientifica, mejor que todo
método anterior y que precisamente La Geometria demuestra este aserto. En este sentido
escribe en una carta al Padre Mersenne de diciembre de 1637 (AT,1,478):

«[...] Con La Diéptrica y Los Meteoros he querido unicamente convencer de que mi
meétodo es mejor que el ordinario y creo que lo he demostrado con mi Geometria, al
resolver en las primeras paginas una cuestion que, segun Pappus, no habia podido
resolver ningun gedmetra de la antigiiedad [...]»

Ya cerca de la fecha de publicacién de EI Discurso del Método y La Geometria, en marzo de
1637, Descartes escribe otra carta al Padre Mersenne para comunicarle el titulo y el
contenido de la magna obra:

«Proyecto de una Ciencia universal que pueda elevar nuestra naturaleza a su mas alto
grado de perfeccion. Ademas, La Didptrica, los Meteoros y la Geometria, donde las
mas curiosas materias que el autor haya podido elegir, para dar prueba de la Ciencia
universal que él autor propone, son explicadas de tal manera, que aun aquellos que no
han estudiado puedan entenderlos.»

Descartes elaboré La Geometria como un ejemplo de su método y fue uno de los gérmenes
del mismo y aunque la labor matematica de Descartes, en cierto modo, no fue mas que un
episodio en su tarea como filésofo, la Matematica era para él la base racional de su
pensamiento y estaba convencido de que en el campo de las Matematicas La Geometria
contenia todo el elenco de conocimientos en esa area del saber. Asi se lo habia propuesto
desde los primeros planteamientos de su magna empresa intelectual. En una carta a su
amigo Beeckman del 26/3/1619, Descartes se expresa (AT.X,157):

« [...]. Y para no ocultaros nada de lo que es motivo de mi trabajo quisiera publicar no
un Ars Brevis, como Lulio, sino una ciencia toda nueva, que permitiera resolver en
general todos los problemas que pudieran presentarse. [...] Porque ciertos problemas
pueden ser resueltos con lineas rectas o circulos, pero otros requieren otras lineas
que puedan originarse por el movimiento continuo, [...] Finalmente otros problemas
s6lo pueden resolverse mediante lineas curvas engendradas por movimientos
diferentes y no continuos. Espero poder demostrar qué problemas se resuelven de una
manera y cuales de otra, por lo cual no quedara casi nada por resolver en Geometria.
jQue proyecto tan ambicioso! jApenas concebible! Pero en el oscuro caos de esta
ciencia, he podido vislumbrar yo no sé que luz, gracias a la cual las mas espesas
tinieblas podran disiparse.»

La impresién del volumen, tras la concesidn del privilegio real, se termina el 8 de junio de
1637, en Leyden, en la imprenta de Jan Maire, tirandose 3000 ejemplares en dos ediciones.
Con tal de conocer mejor las opiniones y las criticas, Descartes decidié que en la portada no
figurara el nombre del autor. Aun cuando el titulo fue simplificado quedd en la forma:

“DISCOURS DE LA METHODE pour bien conduire sa raison et chercher la verite dans
les sciences. Plus LA DIOPTRIQUE, LES METEORES ET LA GEOMETRIE, qui sont
essais de cette METHODE”

“DISCURSO DEL MI:‘TODO,para conducir bien la razén y buscar la verdad en las
ciencias. Ademas LA DIOPTRICA, LOS METEOROS y LA GEOMETRIA que son
ensayos de este METODO”.
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A lo largo de la correspondencia con el Padre Mersenne Descartes asegura, una y otra vez,
que La Geometria trata de dar un procedimiento general para resolver todos los problemas
que no lo habian sido jamas, por ejemplo el Problema de Apolonio y el famoso Problema de
Pappus que en su formulacién general se habia resistido a lo largo de toda la historia y que
llegd a ser la prueba de fuego de la eficiencia del método cartesiano en Geometria.

Con estos antecedentes en la gestacion de su magnifica obra filoséfica y matematica, es
facil comprender la importancia que Descartes concede a La Geometria, lo que se puede
calibrar por algunos de sus escritos de lo que son buena muestra los parrafos siguientes
entresacados de su correspondencia y de su obra:

En la carta al Padre Mersenne de diciembre de 1637 Descartes escribe (AT,l, 478):

«Ademas, lo que he escrito en el segundo libro sobre la naturaleza y las propiedades
de las lineas curvas y sobre el método para estudiarlas, esta tan lejos de la geometria
ordinaria, como lo esta la retérica de Cicerdn del abc de los chiquillos ...

Ante la sugerencia de que lo que he escrito puede haber sido sacado facilmente de
Vieta, la realidad es que mi tratado es precisamente dificil de comprender porque he
intentado no introducir en él nada de lo ya conocido por Vieta o por cualquier otro [...]
Comienzo las reglas de mi algebra con lo que Vieta escribe al final de su libro De
emendatione aequationum [...], es decir, que comienzo donde él abandond.»

En otra carta al Padre Mersenne de 31/3/1638:

«No describo todos los casos posibles, sino que, como los arquitectos que solo indican
lo que se debe hacer, dejando el trabajo manual a los albafdiles y carpinteros, [...] .He
prescindido en mi Geometria de muchas cosas que puedan servir para facilitar la
practica, y lo he hecho deliberadamente, [...] Habia previsto que ciertas gentes, que se
vanaglorian de saberlo todo, no hubieran dejado de decir que yo no habia escrito nada
que ellos no supieran, si lo hubiera hecho de forma mas inteligible.»

En una carta a Alphonse Pollot:

«Es un gran honor para mi que o0s hayais tomado la molestia de examinar mi
Geometria, 0os guardo uno de los seis ejemplares que destino para los seis primeros
que me parezcan que la entienden.»

En una carta al Padre Mersenne de mayo de 1637:

«Tengo que decirle que honestamente creo que hay muy poca gente que pueda
entenderla.»

En una carta a Plempius de 3 de octubre de 1637 (AT,1,409):

«La Geometria tendra un pequefio nimero de lectores, pues deben ser personas que
no solamente estén al corriente de todo lo que se sabe en Geometria y Algebra, sino
que deben ser ademas laboriosos, ingeniosos y atentos.»

Empieza el Libro Primero de La Geometria con un auténtico desafio geométrico en el que
anuncia las coordenadas (G.AT,VI, 369):

«Todos los problemas de Geometria pueden reducirse facilmente a términos tales,
que no es necesario conocer de antemano mas que la longitud de algunas lineas
rectas para construirlos.»

En el mismo Libro | de La Geometria, tras la construccidon geométrica de la solucion de las
ecuaciones, inmediatamente antes del ataque al problema de Pappus, Descartes escribe:
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«[...] Se pueden construir todos los problemas de la geometria ordinaria sin hacer mas
que lo poco que esta comprendido en las cuatro figuras que he explicado.»

En la aplicacién del Andlisis y la Sintesis al planteamiento y resolucién de las ecuaciones,
Descartes indica (G.AT,VI, 374):

«[...] Pero no me detengo a explicar esto con mas detalle para no privar a cada uno del
placer de aprenderlo por si mismo, ni impedir el cultivo util del propio espiritu
gjercitandolo, que es, a mi parecer, la principal utilidad que puede obtenerse de esta
ciencia, [...]-»

En el problema de la determinacién de las rectas normales a una curva, Descartes enfatiza
(G.AT,VI, 412-413):

«Para encontrar todas las propiedades de las lineas curvas basta con saber la relacion
que tienen todos sus puntos con los de las lineas rectas, [...] y conocer la manera de
trazar otras lineas que las corten en todos esos puntos en angulo recto. [...] Y me
atrevo a decir que éste es el problema mas util y mas general no sélo que yo conozca,
sino aun que yo haya anhelado jamas conocer en Geometria.»

La Geometria termina con una frase antoldgica de las que hacen época (G.AT,VI, 485):

«[...] Y yo espero que nuestros descendientes me estaran agradecidos no solo por las
cosas que aqui he explicado, sino también por aquellas que he omitido
voluntariamente a fin de dejarles el placer de descubrirlas.»

IMAGENES DE DESCARTES EN LOS SELLOS DE CORREOS
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1. Emitido en Francia el 9 de junio de 1937, en conmemoracién del tercer centenario de la
publicacion de El Discours sur la Méthode.

2. Emitido en Ménaco en el 400 aniversario del nacimiento de Descartes.
3. Emitido en Francia en el 400 aniversario del nacimiento de Descartes.
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El contenido de La Geometria

La Geometria se compone de tres libros bien diferenciados y a la vez muy entrelazados;
tiene en la edicién original 120 paginas, con 48 figuras de las que son diferentes 30.

El Libro Primero de La Geometria trata «De los Problemas que pueden construirse sin
emplear mas que circulos y lineas rectas».

En este libro Descartes fija (basandose siempre en El Discurso del Método) la metodologia
cartesiana que aplicara a la traduccion algebraica de los problemas geométricos clasicos, de
modo que el libro contiene el ndcleo de toda la formulacién cartesiana de La Geometria,
siempre intimamente ligada al método.

Empieza el libro con una auténtica declaracién de principios (G.AT,VI, 369):

«Todos los problemas de Geometria pueden reducirse facilmente a términos tales,
que no es necesario conocer de antemano mas que la longitud de algunas lineas
rectas para construirlos.»

Asi pues, como las lineas rectas son lo que se nos presenta de la forma mas clara y distinta
en el campo de la Geometria, para resolver problemas geométricos, partiremos de ciertas
lineas rectas —en realidad de algunos segmentos rectilineos—;, pero como un problema
geomeétrico solo esta completamente resuelto —es decir, geométricamente resuelto— cuando
se ha construido la solucion, es preciso dar ésta en términos de segmentos que se deben
construir.

LA

GEOMETRIE.
LIVRE PREMIER.

Des problefimes quwon peut conftruire fans
_y employer que des cercles ¢ des
lgnes drostes.

2% Ou s les Problefmes de Geometrie fe
Ly peuuent facilement reduire atels termes,
76 qu'il n’eft befoin paraprés que de connoi-
 fire lalongeur de quelques lignes droites,
: @ pour les conftruire.

Etcomme toute ' Anthmetique n’eft compofée, que commé:
de quatre ou cing operations, qui font I'Addition, lals st
Souftracion, la Multiplication, la Diuifion, & PExtra- thmeci
&ion des racines, qu’on peut prendre pour vae efpece g‘;;g‘m
de Diuifion : Ainfi n’at’on autre chofe a faire en Geo- auxope-

metrie touchant les lignes qu'on cherche, pour les pre- 22::,ch
parer a eftre connués, que leur en adioufter d’autres , ou we.
enofter, Oubien en ayant vue, que 1e nommeray ['vnité

pour larapporter d’astant mieux aux nombres , & qui
peutordinairement eftre prife a difcrerion, pus en ayant

encore denxautres, en trouuer voe quatriefme , qui foit

al'vne de ces deux,comme lautre eft aPvnité, ce quieft

le mefine que laMultiplication ; oubien en trouuer yne
quatriefme, quifoital'vne de cesdeux , comme I'vnite

Pp eft

Primera pagina de la edicién de 1637 de La Geometria de Descartes.
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LAS PRINCIPALES REFERENCIAS
SOBRE LA OBRA DE DESCARTES

OCEUVRES VIE & OEUVRES

DE

DESCARTES | I DESCARTES

PUBLIEES
rar ETUDE HISTORIQUE

Cuarces ADAM & Paur TANNERY

CHarLeEs ADAM

DISCOURS DE LA METHODE

SUPPLEMENT A L'EDITION DE DESCARTES

PURLIEE 3OUS LES AUIPICES

X REGULA AD DIRECTIONEM INGENII DU MINISTERE DE L'INSTRUCTION PUBLIQUE

NOUVELLE PRESENTATION, EN CO-EDITION AVEC
LE CENTRE NATIONAL DE LA RECHERCHE SCIENTIFIQUE

PARIS
PARIS
LIBRAIRIE PHILOSOPHIQUE J. VRIN LEOPOLD CERF, IMPRIMEUR-EDITEUR
6, Place de ls Sorbonne, V¢ 12, NUE SAINTE=ANNE, 13
1973 igie
Oeuvres de Descartes. Publiées par C.Adam et Vie et Oeuvres de Descartes. Etude historique

P.Tannery. 12 volamenes. Librairie par C.Adam. Paris, 1910.

philosophique J.Vrin. Paris. 1964-74. Es una obra muy completa sobre la vida,

El Volumen VI contiene EI Discours de la viajes, polémicas y escritos de Descartes:
Méthode, La Géométrie y los otros Ensayos. El Metaphysique, Le Monde,  Dioptrique,
Volumen X contiene las Regulae ad directionem Géométrie, Discours de la Méthode,
ingenii entre otros tratados. Polémiques, Méditations, Principes de la

Philosophie, Passions de I’Ame, ...

El primer punto consistira en advertir que las operaciones aritméticas elementales entre
segmentos producen siempre un nuevo segmento, por eso en los primeros capitulos
Descartes expone los procedimientos ya conocidos para construir geométricamente las
operaciones de la Aritmética: omite las construcciones de la suma y diferencia de
segmentos y construye la multiplicacion, la division y la extraccion de raices cuadradas, a
base de introducir el concepto de segmento unidad. Asi pues, Descartes pone de manifiesto
que el producto de dos o de tres segmentos es otro segmento, asi como que el cociente de
dos segmentos también es otro segmento. Esta interpretacion geométrico-algebraica de las
operaciones aritméticas marca un hito en la Historia de la Matematica porque, por una parte
soslaya la limitacién pitagoérica que la inconmensurabilidad habia impuesto a la Geometria
griega —la imposibilidad de asignar niumeros a las figuras geométricas ante el fantasma de lo
inconmensurable—, y por otra, permite romper con el problema de la homogeneidad
dimensional, que habia sido, sin duda hasta entonces, otra de las grandes limitaciones de la
aplicacion del Algebra a la Geometria. Desde luego asi habia sido en la Geometria griega,
pero incluso en la época de Descartes el producto de dos segmentos era un rectangulo, y el
producto de tres segmentos un paralelepipedo, por tanto el producto de mas de tres
segmentos no tenia sentido y en consecuencia no se llevaba a efecto.
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Tras la construccion geométrica de las operaciones, Descartes pasa a mostrar «Como se
llega a las ecuaciones que sirven para resolver los problemas» y «Cémo se resuelven», lo
que aplicara a dar solucion al Problema de Pappus que trata en la forma mas general,
creando el método analitico de solucion y discusion de los problemas matematicos. Este
problema habia sido resuelto por Descartes en 1632 cuando Golius se lo propuso para que
aplicara sobre él sus nuevos métodos, convirtiéndose en una auténtica piedra de toque que
pone a prueba el nuevo método cartesiano, llegando en su resoluciéon mucho mas lejos que
los gedmetras griegos. El enunciado del problema esta dado en latin («cito la version latina y
no la griega con el fin de que pueda ser entendido con mas facilidad», escribe Descartes) y
es la reproduccion de la traduccion de Commandino de La Coleccion Matematica de Pappus
de 1589.

El Libro Segundo de La Geometria titulado «De la naturaleza de las lineas curvas» consta
de cuatro partes bien diferenciadas:

a) La naturaleza geométrica de las lineas curvas, vinculada sobre todo a dos cuestiones
intimamente ligadas: los compases cartesianos y la teoria de la proporcion continua.
Mientras en el Libro |, sin olvidar los lugares geométricos, Descartes centra mas la
atencion sobre puntos individualizados, en el Libro Il se proyecta sobre el objeto
geométrico Curva. Descartes mantiene la division clasica griega de los problemas
geomeétricos en planos, sélidos y lineales (que se resuelven con ecuaciones de segundo,
tercer y cuarto o mayor grado, respectivamente) y demuestra que los problemas planos
se construyen con rectas y circunferencias, los solidos con secciones conicas y el resto
con lineas mas complejas, llamadas por los antiguos curvas mecanicas, aunque mas
correcto seria llamarlas curvas geométricas. Descartes tiene el propdsito de poner un
poco de orden en el estudio de las curvas de la Geometria de los griegos, que segun él
era un caos completo, secuela de la limitacién platonica de la regla y el compas, al no
ser capaces de distinguir las diversas clases de curvas por no poder dilucidar la
naturaleza de las mismas. Esto es precisamente lo que se propone Descartes, a base de
establecer qué curvas son las que se pueden admitir en Geometria.

b) EI Problema general de Pappus, ahora tratado con las herramientas precisas para poder
clasificar las diversas soluciones de los diversos planteamientos del mismo. Con el
método cartesiano el clasico Problema de Pappus queda completamente resuelto.

c) La construccién y propiedades de tangentes y normales a una curva geométrica. Una
vez concebida y definida, de forma clara y distinta, /a naturaleza geométrica de las lineas
curvas, Descartes introduce uno de los principios basicos de su método: «para encontrar
todas las propiedades de las lineas curvas basta con saber la relacion que tienen todos
sus puntos con los de las lineas rectas, [...]», y establece cdmo se puede utilizar la
expresion algebraica (la ecuacion de las curvas) para determinar los elementos
geométricos mas notables de las curvas (diametros, ejes, centros, etc.) y, en particular,
las normales, lineas cuya consideracion y utilidad deriva de los problemas de la reflexion
de la luz sobre las superficies curvas, y que literalmente es considerado por Descartes
como el mas importante problema geométrico que pueda ser concebido.

d) Finalmente Descartes estudia los Ovalos como curvas especiales que responden a
consideraciones fijadas de las tangentes o normales. Descartes introduce cuatro amplias
familias de curvas nuevas, de las que las conicas son casos particulares.

El Libro Tercero de La Geometria trata «De la construccion de los problemas que son
solidos o mas que sdlidos» mediante el estudio de la resolucion de ecuaciones, discusion de
sus raices, y relaciones entre los coeficientes. Descartes pretende ofrecer un método de
resolucion de cualquier ecuacion algebraica. En realidad sélo llega a la resolucion
geométrica de un determinado tipo de ecuaciones de quinto y sexto grado, pero su método
quiere ser general. Muestra que una ecuacién puede tener tantas raices como dimensiones
tiene el grado (existe «la posibilidad de imaginar tantas raices como el grado del
polinomio»), da luego su famosa regla de los signos y adelanta el Teorema de Ruffini del
factor. Descartes introduce como transformaciones de la variable las traslaciones y las
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homotecias (no es el primero, Vieta y Harriot, respectivamente se habian adelantado a
ellas), mediante las cuales consigue (como habia hecho Vieta con anterioridad), reducir el
segundo término y cuando es posible, racionalizar.

Después de fundamentar las operaciones y propiedades algebraicas necesarias, Descartes
introduce el simple criterio de divisibilidad sobre el término independiente de la ecuacién
polinébmica (como condicidén necesaria aunque no suficiente) para obtencion de raices
enteras y a partir de aqui ir reduciendo el grado de la ecuacién mediante el algoritmo de la
division. La existencia de una raiz entera permite caracterizar el problema geométrico inicial
que conduce a la ecuacién polindmica en cuestion como un problema plano, siempre y
cuando la raiz sea adecuada para el problema geométrico. Por ejemplo en el caso de
ecuaciones cubicas con raiz entera, el problema es plano, ya que tras efectuar la division,
obtenemos una ecuacion cuadratica, cuyas soluciones, si existen, se obtienen con regla y
compas, de acuerdo con lo establecido en el libro I. En caso de ausencia de raices enteras,
se puede afirmar, sin duda alguna, que el problema geométrico inicial es solido y Descartes
establece entonces que solo hay dos formas de resolver la ecuacidn mediante la
intervencion de los clasicos problemas: la duplicacién del cubo vy la triseccion del angulo. De
hecho, todo problema cubico es equivalente a uno de estos dos problemas geométricos
(G.AT,VI, 471-475). He aqui un nuevo y magnifico éxito del método cartesiano aplicado a la
Geometria: las ecuaciones del Algebra son el reflejo lingiiistico de los problemas de la
Geometria.

Finalmente, Descartes plantea la siguiente cuestion: si en el caso de ecuaciones
cuadraticas, las soluciones venian dadas por segmentos construibles con regla y compas
(segun el Libro 1), es decir, el problema geomeétrico de donde procedian era plano, ;es
posible construir las soluciones de las ecuaciones cubicas y cuarticas con solucion real?
Descartes resuelve de forma contundente el problema mediante la interseccion de una
circunferencia y una parabola convenientemente determinadas por la ecuacion que se
quiere resolver (G. AT, VI, 464-471).

DESCARTES EN L 'ENC YCLOPEDIE DE D'ALEMBERT Y DIDEROT

D'Alembert escribe sobre Descartes en el Discours
Préliminaire de I'Encyclopédie (Orbis, Barcelona,
1984, pp.84-85):

«Descartes tenia todo lo que se necesitaba para
cambiar la faz de la Filosofia: una fuerte
imaginacion, un espiritu muy consecuente, unos
conocimientos procedentes de su interioridad mds
que de los libros, un gran coraje para combatir los
prejuicios y una total independencia intelectual.

Se puede considerar a Descartes como geémetra o
como filésofo. Las Matemdticas, a las que parece
haberle prestado poca atencion, hoy son sin
embargo la parte mds sélida y menos discutida de
su gloria. El Algebra creada, de alguna forma, por
los italianos, prodigiosamente desarrollada por
nuestro ilustre Vieta, ha recibido entre las manos
de Descartes nuevos enriquecimientos. Uno de los
mds considerables es su Método de las
indeterminadas, artificio muy ingenioso y muy
sutil, que luego se ha podido aplicar a un gran
niimero de investigaciones.

Pero lo que ha inmmortalizado el nombre de este
gran hombre es la aplicacién que hizo del Algebra a
la Geometria, una idea de las mds vastas y felices
que el intelecto humano haya concebido jamds, y
que serd siempre la llave de los mds profundos
descubrimientos no solamente en la geometria
sublime, sino en todas las ciencias fisico-
matemdticas.»
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La construccion geométrico-algebraica de las operaciones aritméticas

Veamos como dados un segmento unidad y dos segmentos a y b, Descartes construye,

mediante circunferencias y rectas, el producto a-b, el cociente a/b y la raiz cuadrada Jg,
que resultan ser segmentos, porque se obtienen como una cuarta proporcional o como una
media proporcional, de modo que establece que las operaciones aritméticas elementales de
segmentos dan segmentos que se construyen mediante la regla y el compas.

Como el calculo de la aritmética se relaciona con las operaciones de geometria.

«Y asi como la aritmética no comprende mas que cuatro o cinco operaciones, que son
la adicion, la sustraccion, la multiplicacion, la division y la extraccidon de raices, que
pueden tomarse como una especie de division, asi también no hay ofra cosa que
hacer en geometria, respecto a las lineas que se buscan, para prepararlas a ser
conocidas, que agregarles o quitarles otras, o bien, teniendo una, que llamaré la
unidad para relacionarla lo mas posible con los numeros, y que ordinariamente puede
ser tomada a discrecion, y teniendo luego otras dos, encontrar una cuarta que sea a
una de esas dos, como la otra es a la unidad, que es lo mismo que la multiplicacion; o
bien encontrar una cuarta que sea a una de esas dos como la unidad es a la otra, lo
que es lo mismo que la divisiéon; o, en fin, encontrar una, dos, o varias medias
proporcionales entre la unidad y alguna ofra linea, lo que es lo mismo que extraer la
raiz cuadrada, o cubica, etc. Y yo no temeré introducir estos términos de aritmética en
la geometria, a fin de hacerme mas inteligible». (G.AT,VI, 369-371).

La limitacion operacional que trajo la inconmensurabilidad impidié en la Geometria griega
asignar a las figuras geométricas niumeros que midieran sus longitudes, areas y voliumenes.
En este ambito, la raiz cuadrada, por ejemplo, equivalia al problema geométrico de cuadrar
un rectangulo, es decir, hallar el lado de un cuadrado equivalente a un rectangulo dado.
Descartes rompe aqui también con el pasado y abre una nueva brecha al asignar longitudes
a los segmentos (empezando por adoptar un segmento unidad del que habia hablado en la
Regla XVI, RXVI.AT.X.449), de modo que mientras en la Aritmética las unicas raices
cuadradas exactas que pueden obtenerse son las de los cuadrados perfectos, en
Geometria, a partir de Descartes, puede hallarse un segmento que represente exactamente
la raiz cuadrada de otro segmento dado, incluso cuando este segmento no sea
conmensurable con la unidad.

Veamos la construccion efectiva de Descartes del producto, el cociente y la raiz cuadrada:

La multiplicacion.

E Sea, por ejemplo, AB la unidad, y que deba
C multiplicarse BD por BC; no tengo mas que unir los
puntos A y C, luego trazar DE paralela a CA, y BE
B es el producto de esta multiplicacion.
D A

Como en muchos problemas de La Geometria, Descartes aplica el Teorema de Tales
(Euclides, VI1.4) a la semejanza de triangulos. En este caso, como en el siguiente de la
division, la semejanza de los triangulos A BAC y A BDE, que determinan BE/BD = BC/BA.

La divisiéon
O bien, si deben dividirse BE por BD, habiendo unido los puntos E y D, se traza AC
paralela a DE y BC es el resultado de esa division.
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La extraccion de la raiz cuadrada

O, si hay que extraer la raiz cuadrada de GH, se le
agrega en linea recta FG, que es la unidad y
dividiendo FH en dos partes iguales por el punto K,
con ese punto como centro se traza el circulo FIH;
luego elevando desde el punto G una linea recta, con
angulos rectos sobre FH, hasta I, es Gl la raiz
buscada. No digo nada aqui de la raiz cubica, ni de
F G K H |as otras, pues de ellas trataré con mas detalle mas
adelante.

En esta ocasién, Descartes usa el otro Teorema de Tales (Euclides, 111.31) y el Teorema de
la Altura (Euclides, V1.8).

No hay ninguna novedad en la traduccion geométrica de las operaciones algebraicas
elementales que hace Descartes pensando en la ulterior resolucion de ecuaciones. De
hecho sabemos que el Algebra Geométrica de los griegos era una forma geométrico-
sintética de resolver ecuaciones, y después de los griegos, los matematicos arabes
disponian de algoritmos de resolucién de ecuaciones mediante ciertas construcciones
geomeétricas, que traducian las operaciones algebraicas casi en los mismos términos que
Descartes. La gran innovacion cartesiana estriba en que Descartes las utiliza para resolver
problemas geométricos, es decir, para hacer Geometria mediante el Algebra y no al revés.
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La edicion de F. van Schooten, de 1659, de La Geometria de Descartes, parte de su largo titulo es:

Geometria, a Renato Des Cartes : anno 1637 Gallice edita; postea autem una cum notis / Florimondi
de Beavne ... Gallicé conscriptis in Latinam Linguam versa, & commentariis illustrata, operd atque
studio Francisci a Schooten ... -- Amstelaedami : apud Ludovicum & Danielem Elzevirios, 1659.

En 1644, el matematico Frans van Schooten, editor de La Geometria de Descartes y autor de las
figuras, graba la imagen ad vitum de un caballero con bigote y barba, circundando el retrato con la
siguiente inscripcion: Renatus Des Cartes ... Natus Hagae Turorum anno MDXCVI. Seiialan los
historiadores que esta inscripcion es el tinico documento que atestigua la fecha de nacimiento de
Descartes. El filésofo encontré este retrato «muy bien hecho, aunque la barba y el vestido no se le
parecen en nada».

El retrato acompafia a la edicion de van Schooten, de 1659, de La Geometria de Descartes.
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La notacion matematica cartesiana

Al comienzo de su trabajo matematico Descartes hace uso, bajo el influjo de Clavius, de la
notacion césica. Pero ya en Las Reglas para la direccion del espiritu hay, quizd como
secuela de la lectura de Vieta, una primera evolucion hacia el simbolismo. En el titulo de la
Regla XVI Descartes pondera el significado y la importancia que tiene una notacién sencilla:

«En cuanto a las cosas que no requieren la atencion presente de la mente, incluso si
son necesarias para la conclusion, es mejor designarlas por medio de signos muy
breves que por figuras completas: pues asi la memoria no podra fallar, mientras que
ademas el pensamiento no se distraera en retenerlas, cuando se dedique a deducir
otras» (RXVI.AT.X.454).

Descartes hace alusion al uso de la escritura (RXVI.AT.X.454—-455):

«[...] Muy acertadamente el arte inventd la escritura, fiados en cuya ayuda nada en
absoluto encomendaremos ya a la memoria, sino que, dejando a la fantasia en su
totalidad libre para las ideas presentes, escribiremos en el papel cuanto haya de ser
retenido; y ello por medio de signos muy breves [...]. A cuanto haya de ser
contemplado para la solucién de una dificultad, lo designaremos por medio de un signo
tnico que puede ser formado al capricho de cada cual.»

Més adelante, Descartes concreta el simbolismo a adoptar: (RXVI.AT.X.455):

«Mas, para mayor facilidad, utilizaremos las letras a,b,c, efc., para expresar las
magnitudes ya conocidas, y las letras A,B,C, efc., para las incognitas; las haremos
preceder frecuentemente de los signos numéricos 1,2,3,4, etc., para expresar su
multiplicidad, y les agregaremos también el numero de sus relaciones que en ellas

habran de entenderse, asi si escribo 2a3, sera lo mismo que si dijera el duplo de la
magnitud denotada por la letra a, que contiene tres relaciones. Con este artificio, no
sOlo resumiremos muchas palabras, sino que, mostraremos los términos de la
dificultad tan puros y desnudos, que sin omitir nada util, no se encuentre en ellos nada
superfluo, que ocupe inutilmente la capacidad del espiritu, mientras la mente se vea
obligada a abarcar a un tiempo muchas cosas.»

He aqui la introduccion de parametros e incégnitas como ya habia hecho Vieta con
anterioridad, aunque Descartes no lo menciona sino que habla de su nueva forma de
trabajar frente a los tradicionales calculistas (RXVI.AT.X.455-456, 458):

«A fin de que todo esto se entienda con mayor claridad, ha de observarse, en primer lugar,
que los Calculistas acostumbran a designar cada una de las magnitudes por medio de
varias unidades o por medio de algun numero, y que nosotros en cambio en este lugar
hacemos abstraccion de los nimeros mismos no menos que poco antes de las figuras
geomeétricas. Hacemos esto tanto para evitar el tedio de un célculo largo y superfluo, como
principalmente para que las partes del objeto que atafie a la naturaleza de la dificultad
permanezcan siempre distintas y no sean envueltas por numeros indtiles: asi, si se busca
la base de un triangulo rectangulo cuyos lados son 9 y 12, el Calculista dira que aquella es

\225 o 15; nosotros, sin embargo en lugar de 9 y 12, pondremos a y b, y encontraremos

que la base es \Ja’ +b” , y aquellas dos partes a’ y b? que en el nimero estan confusas,
permaneceran distintas.»

«Todo esto [diferenciacion entre magnitudes conocidas —parametros— y magnitudes
desconocidas —incognitas—] lo distinguimos nosotros que buscamos un conocimiento
evidente y distinto de las cosas, pero no los Calculistas, que se quedan satisfechos con tal
que se les presente el resultado [numérico] buscado, aun cuando no se den cuenta de
qué modo éste depende de los datos, en lo cual solo, sin embargo, consiste propiamente
la ciencia.»
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Portada de la edicion de 1635In Artem Analyticam Isagoge de Vieta. La primera edicion es de 1591.

La obra de Vieta In Artem Analyticam Isagoge esta inspirada profundamente en la obra de Diofanto y
Pappus. En ella Vieta fundamenta los principios y las reglas del cilculo algebraico literal.

El Arte Analitica de Vieta perfecciona considerablemente el Algebra sincopada de Diofanto y de los
matematicos arabes y renacentistas, e inicia el calculo literal del Algebra simbélica mediante la
introduccién de los parametros, lo que le permite obtener la solucion general de las ecuaciones
mediante féormulas que expresan las incognitas en funcién de los parametros. Ya que los parametros
no permiten obtener un resultado numérico concreto tras las operaciones combinatorias que
conducen a la resolucion de una ecuacién, sino una solucién simbdlica, Vieta trasciende la Logistica
numerosa ordinaria, aplicada al cilculo con nimeros, y alcanza la Logistica speciosa que tiene que
ver con las especies, entendiendo por éstas cualquier tipo de magnitud, en particular elementos
geométricos como angulos o longitudes. Esto quiere decir que las cantidades simbdélicas del Arte
Analitica al ser interpretadas como magnitudes geométricas y las operaciones simbélicas como
procedimientos de construccion geométrica, permiten obtener la solucién simbélica de las ecuaciones
generales con significado geométrico, de modo que el Arte Analitica podia ser aplicado no sélo a los
problemas numeéricos sino también a problemas geométricos. De esta forma, el Arte Analitica de
Vieta que tuvo su origen en el Tesoro del Andlisis de Pappus, revierte sobre éste, de manera que su
contenido es traducido al lenguaje simbdlico del Arte, es decir, mediante el concurso del Algebra
simbélica, Vieta puede reconstruir, en términos algebraicos, el Analisis Geométrico clasico, lo que
prepara el terreno para el advenimiento de la Geometria Analitica de Descartes.

Como explica Vieta:

«La debilidad del antiguo Andlisis residia en que se aplicaba sélo a los niimeros, es decir, era una
Logistica numerosa. Pero el Algebra permite razonar sobre cualquier tipo de magnitud -niimero,
segmento, dngulo, figura,...— de modo que lo que hay que hacer es considerar una Logistica
speciosa, aplicable a cualquier especie de cantidad, que se podri expresar de una manera genérica
mediante letras, tanto si es una magnitud desconocida [incégnita] como conocida [parametro],
ya que no hago diferencia entre ellas. Es mds, consideraré las magnitudes desconocidas como si
se conocieran y operando segiin las reglas del Arte Analitica, las desconocidas con las conocidas,
obtendré aquellas en funcion de éstas. He aqui el fundamento de la obtencién de soluciones
generales de los problemas donde los antiguos solo obtenian soluciones particulares. »

Por la naturaleza del Arte Analitica, el Anilisis algebraico-geométrico de Vieta es un estadio
intermedio esencial en el camino que arranca del Algebra Geométrica de los griegos y confluye en la
Geometria Analiticas de Descartes.
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Aunque nunca reconocera la paternidad de Vieta en algunas de sus ideas fundamentales,
Descartes debio inspirarse en él en la introduccion del uso de letras para designar no sélo
las cantidades desconocidas -—incégnitas o variables— sino incluso las conocidas—
parametros—. Asi se aplica un magnifico instrumento que permite obtener la solucién general
de los problemas mediante formulas que expresan las incognitas en funcion de los
parametros. Como escribe Vieta: «He aqui el fundamento de la obtenciéon de soluciones
generales donde los antiguos sbélo daban soluciones particulares». En este sentido los
calculadores, a los que alude Descartes, siguen siendo antiguos, ya que: «no se dan cuenta
de qué modo el resultado depende de los datos» (RXVI.AT.X.458). En efecto, cuando no se
emplean mas que numeros para designar cantidades conocidas, estos numeros se
confunden y se disipan en el curso de las operaciones, de modo que en la obtencién de la
solucion no queda ninguna traza de la linea seguida en las operaciones. Con la introduccién
de los parametros de Vieta y Descartes, al contrario, la cantidad desconocida siendo
despejada e igualada a las cantidades conocidas, se dispone de un cuadro general con
todas las operaciones que es preciso hacer sobre los datos para obtener la solucion. Asi es
posible construir una Teoria general de ecuaciones, de modo que, por ejemplo, se estudia,
no ecuaciones cubicas, sino la ecuacion cubica, es decir, la ecuacion general de tercer
grado expresaba en una incognita y cuatro parametros.

Vieta habia dado un gran paso hacia el Algebra simbdlica, pero para las potencias
permanecié en la tradicion indicando quad para el cuadrado y cub para el cubo, aeq para la

igualdad y in para el producto. Asi la ecuacion «x3+5bx2—2cx=d», Vieta la expresaria como:
«Acub +B 5in A quad - C plano 2 in A aeq D solido», donde los parametros B,C y D deben
ser tales que cada término de la ecuacion sea tridimensional, ya que para Vieta, como
herencia griega, las operaciones aritméticas estan incluidas todavia en un terreno
estrictamente geométrico, que mantiene la homogeneidad, siendo cuadrado una magnitud
plana y cubo una magnitud espacial. Como se ve, el simbolismo en Vieta no es total, falta
aplicar signos para la igualdad, el producto, las potencias, y otros, que de hecho ya existian
en su época. De haberlo hecho, Vieta, por ejemplo, podria haber escrito todas las
ecuaciones cuadréticas de la forma BA?>+CA+D=0, donde A es la incégnita y B,C,D, son los
parametros. Asi pues, al manejar todavia simplemente abreviaturas el Algebra de Vieta
sigue siendo sincopada. Sera Descartes quien introduce en la Regla XVI, como se ha visto,
la convencidn actual para la codificacion de los simbolos de incégnitas y potencias, que por
primera vez en la Historia de la Matematica seran simbolos artificiales, arbitrarios [«formado
al capricho de cada cual» (RXVI.AT.X.455)] y no abreviadores. El signo cartesiano, como
notacién «no césica», no es considerado como imagen del concepto, sino que es una mera
apoyatura operacional para captar y manipular dicho concepto.

El convenio establecido es perfeccionado por Descartes en La Geometria, donde en lugar
de designar por A,B,C, las incognitas, utiliza las ultimas letras minusculas x,y,z; y en cuanto
a las potencias y raices Descartes establece (G.AT,VI, 371):

Como pueden emplearse letras en geometria.

«Pero a menudo no hay necesidad de trazar esas lineas sobre el papel y basta con designarlas
por ciertas letras, una sola para cada linea. Asi, para sumar la linea BD a la GH, designo a la
unaayalaotrabyescriboa+b;ya-b pararestarb de a; y ab para multiplicar la una por la

otra; y % para dividir a por b; y aa o a’ para multiplicar a por si misma; y a’ para multiplicar otra

vez por a, y asi al infinito; y \a> +b® para extraer la raiz cuadrada de a’+b* y \JC.a® —b’ +abb
para extraer la raiz ctbica a’~b°+abb y asi otras.

Es de sefialar que para a’ o b® u otras expresiones semejantes, yo no concibo ordinariamente
mas que lineas simples, aunque para servirme de los nombres usados en algebra, los designe
por cuadrados, cubos, eftc.

Por dltimo, a fin de no dejar de recordar los nombres de estas lineas, conviene
siempre hacer una anotacioén separada, a medida que se las coloca o se las cambia,
escribiendo, por ejemplo, AB2 1, es decir AB igual a 1».

326



LA NOTACION MATEMATICA CARTESIANA

LivrRe PREMIER.

a—+ b; Et a-- b,pour fouftraire b d’ a; Et 2 b,pour les mul-
tiplier Pvne par I'autre; Et ;, pour divifer aparé ; Et aa,

2 |
ou a, pour multipliers par foy mefme; Etz, pour le
multiplier encore vne fois par 2z , &ainfi a l'infini ; Et

U A 1 2 2
V a—+ b, pour tirer la racine quarrée d' 4 + b ; Et

. 3 ]
V' C.a--b-+abb, pour tirer la racine cubique d'a --4
—+-abb, & ainfides autres.

4
Ouil eft 2 remarquer que par 2 ou & ou femblables,
ie ne congoy ordinairement que des lignes toutes fim-
ples, encore que pour me feruir des noms vfités enl'Al-
gebre, ie les nomme des quarrés ou des cubes, &c.
Heftaufly a remarquer que toutes les partiesd'vne
mefme ligne,fe doiuent ordinairement exprimer par aue

tant de dimenfions 'voe que l'autre, lorfque 'vnit¢n'eft
3
point déterminée enla queftion, comme icy 2 en con-

tientautantqu’ abb ou b ‘dont fe compofe la ligne que

i'ay nommée V'C. a-- b+ abb: mais que ce n'eft
pas de mefime lorfque I'vnité eft déterminée, a caufe
qu'elle peut eftre foufentendue par toutouilya trop ou
trop peu de dimenfions : comme s'il faut tirer la racine
cubique de aabb--b , il faut penfer que la quantité
a a b b eft divifde vne fois par 'vnit€, & que l'autre quan-
tit€ b eft multiplide deux fois par la mefme.

gnes furle papier, & ilfuffift de lesdefigner par quelques ¢, 4.

lettres, chafcune par voe feule. Comme pour adioufter cc?iffrcsen
come-

laligne B Da G H, ie nomme 'vne a & Fautre 4,& efcris e,

Tercera pagina de la ediciéon de 1637 de La Geometria de Descartes donde se introduce el

simbolismo de la notacién cartesiana.
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Vemos, pues, que Descartes asigna una letra a cada segmento, que de hecho designa (y
mide) su longitud. Ademas, introduce los exponentes para escribir las potencias; utiliza a>,
a* a° ab etc., para representar las respectivas potencias de a, pero usa indistintamente aa
o0 a° para el cuadrado, lo cual tiene su explicacién pues mientras que para escribir tanto aa
como a? se precisan dos signos en las potencias superiores a a? hay una gran economia de

lenguaje al escribir a". Ademas, vemos que Descartes designa la raiz ctbica v'a’ —b’ + abb

mediante \/C.a3 —b’ +abb vy la igualdad por medio del simbolo % que pudiera provenir de
las dos primeras letras de la palabra latina aequare.

El penultimo parrafo tiene una gran trascendencia. Con anterioridad a Descartes,
geométricamente solo tenian sentido las potencias cuadratica a® y cubica a, que
representaban respectivamente un cuadrado de lado a y un cubo de arista a. El propio Vieta,
con su ley de los homogéneos, habia permanece fiel al espiritu del pasado geométrico de
los griegos, gobernado por la Teoria de las Proporciones, que habia liberado a los antiguos
del trauma de la inconmensurabilidad. Afortunadamente Descartes elimind esta
reminiscencia clasica en la Regla XVI de las Regulae (RXVI.AT.X.457):

«La misma magnitud aunque, aunque sea llamada cubo o bicuadrado, nunca debe ser
propuesta a la imaginacion [...] mas que como una linea o como una superficie. Por lo
tanto es preciso notar sobre todo que la raiz, el cuadrado, el cubo, etc., no son otra cosa
que magnitudes en proporcion continua, a la que siempre se supone antepuesta aquella
unidad asumida [...]; a esta unidad hace referencia inmediatamente la primera proporcional
y por medio de una unica relacion; la segunda, por su parte, por medio de la primera y por
lo tanto por medio de dos relaciones; la tercera, mediante la primera y la sequnda, y por
medio de tres relaciones, etc. Llamaremos, pues, en lo sucesivo, primera proporcional a
aquella magnitud que en Algebra es denominada raiz, sequnda proporcional a la que es
llamada cuadrado y asi las restantes.»

Como en muchas otras cuestiones lo que Descartes aventura en las Reguale lo consolida
en El Discurso del Método o en La Geometria, como es el caso. En la notacion cartesiana
introducida en este tercer epigrafe del Libro | de La Geometria hay una clave geométrica
que estriba en que un segmento de recta es considerado tanto como magnitud geométrica
continua como una medida numérica, pero la potencia de una linea recta sigue siendo una
linea recta, asi que cuadrado y cubo no indicaran magnitudes planas o espaciales, sino la
segunda o tercera potencia de un numero, de modo que las operaciones aritméticas quedan
incluidas en un terreno estrictamente algebraico. En este punto, Descartes rompe con la
tradiciéon griega al abandonar el principio de homogeneidad. La Geometria da carta de
naturaleza a las potencias superiores a* a° a°,..., todas ellas son legitimas lineas. De esta
forma se produce una cierta unificacién del Algebra y la Geometria. Descartes habria
alcanzado lo que se habia propuesto en El Discurso del Método, ya aludido anteriormente:

«Habia estudiado [...] el Anélisis de los antiguos y el Algebra de los modernos, |...], el
primero esta siempre tan constrefiido a considerar las figuras, que no puede ejercitar el
entendimiento sin fatigar mucho la imaginacion, y en la dltima hay que sujetarse tanto a
ciertas reglas y cifras, que se ha hecho un arte confuso y oscuro, [...]. Esto fue causa de
que pensase que era necesario buscar algun otro método que, reuniendo las ventajas de
estos tres, estuviese libre de sus defectos. [...] pensé que, para considerarlas mejor
particularmente, debia suponerlas en linea [recta), pues nada hallaba mas simple ni que
mas distintamente pudiera representarse a mi imaginacion y a mis sentidos. Y que para
retenerlas o comprenderlas era necesario explicarlas mediante algunas cifras lo mas
cortas que fuera posible; de esta manera tomaria lo mejor del Analisis geométrico y del
Algebra y corregiria los defectos del uno por medio de la otra» (DM.AT,VI, 17-20).

Con sus radicales reformas, Descartes habria superado la esclavitud a la dependencia de las
figuras en la Geometria de los antiguos y la falta de trasparencia del Algebra de los modernos.
Por si fuera poco, Descartes eliminaba otra limitacion de la Geometria griega y del Arte Analitica
de Vieta, la de las tres dimensiones.
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LA NOTACION MATEMATICA CARTESIANA

GEOMETRIA,
a
RENATO DES CARTES
Anno 1637 Gallicé edita ; nunc autem

Cum NoT1s
FLORIMOND! DE BEAVNE,

In Curid Blafenfi Confiliarii Regii,
In linguam Latinam verfa,& commenta-
riis illuftrata,
Operd atque fiudio
FRANCISCI a SCHOOTEN,

Leydentis, in Academid Lugduno-Batavl, Matheleos
Proleiforis, Belgict docentis.

Lvoovs: Baravonvy

Fx Officind Toaxnis Mairs
clo Ioe xnim

1. Retrato de Descartes por Weenix. Museo de Utrecht.

2. La edicion en latin de 1649 de van Schooten (con notas de F. De Beaune) de La Geometria
de Descartes. Esta edicién es la primera separada de EI Discurso del Método y contribuyd
de forma muy considerable a la difusién de la obra de Descartes.

La notacion que Descartes introduce en la Regla XVI de las Regulae y perfecciona al
comienzo de La Geometria tuvo un papel esencial en su magno proyecto de reforma que
alcanz6 a una completa reconstrucciéon de la Matematica sobre premisas muy sencillas, no
geométricas como en Euclides, sino algebraicas, y con unos instrumentos muy modestos, sélo
el Teorema de Tales y el Teorema Pitigoras, como confiesa a dos de sus pupilas, la reina
Cristina de Suecia y la Princesa Isabel de Bohemia.

Descartes alude una y otra vez en las Regulae y en La Geometria a la funcién que debe
cumplir una buena notacién, simple y clara, formada de «signos muy breves»: «ejercitar el
entendimiento sin fatigar mucho la imaginacion» (DM.AT,VI, 17-18), para no distraer el
pensamiento en retener cosas, a base de descargar la memoria por medio de la escritura para
solo confiarle lo imprescindible (RXVI.AT.X.458):

«De modo feneral es preciso observar que jamds debe encomendarse a la memoria
ninguna de las cosas que no requieran una continuada atencion, si podemos depositarlas
en el papel, no sea que un recuerdo superfluo para el conocimiento de un objeto nos prive
de alguna parte de nuestro espiritu.»

El simbolismo algebraico, que apuntaba a convertirse en el lenguaje universal traeria
51mp11f1cac1on, generallzacwn, mecanizacion y unificacion en la notacién, entrafiando
economia de pensamiento y difusién rapida. Después de Descartes, el Algebra es uno de los
mas potentes lenguajes creados por el hombre, un instrumento para la expresion breve,
intuitiva y mecanica de relaciones enormemente complicadas que puedan tener entre si
objetos abstractos cualesquiera, y en su aplicacion a la Geometria, el ingenio que exigia la
lectura y comprensién de la obra de Euclides quedaria eliminado y reemplazado por
procedimientos algoritmicos automaticos.

Aparte de su ingente contribucién al nacimiento de la Geometria Analitica, a Descartes le
cabe, pues, el mérito de haber dado los pasos mas importantes en la introduccién de la
moderna notacion simbélica de las Matematicas, de modo que el convenio notacional
cartesiano se hizo definitivo. La Geometria, es el primer texto matematico en el que un
estudiante actual no encontraria dificultades con la notacion.
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Analisis y Sintesis: planteamiento y resolucién de las ecuaciones

Con las nuevas notaciones y simbolos, Descartes realizé una importante simplificacion en el
lenguaje matematico. Ahora disponia de una Geometria que al poderse expresar de forma
algebraica permitia desarrollar procedimientos para resolver problemas geométricos a base
de traducirlos al lenguaje algebraico de las ecuaciones, simplificar éstas y finalmente
resolverlas (lo que quiere decir construir las soluciones) mediante lo cual Descartes se
propondra rehacer la Geometria.

Coémo se llega a las ecuaciones que sirven para resolver los problemas

«Asi, si se quiere resolver algun problema, debe de antemano considerarse como ya
resuelto, y dar nombre a todas las lineas que parecen necesarias para construirlo,
tanto a las que son desconocidas como a las ofras. Luego, sin considerar ninguna
diferencia entre estas lineas conocidas y desconocidas, se debe examinar la dificultad
segun el orden que se presente como mas natural de todos, en la forma como
aquellas lineas dependen mutuamente las unas de las otras, hasta que se haya
encontrado la manera de expresar una misma cantidad de dos maneras: lo que se
denomina una ecuacioén, pues [el resultado de] los términos de una de esas dos
formas son iguales a los de la otra.» (G.AT,VI,372).

He aqui una aplicacion directa de los procedimientos del Analisis y la Sintesis tal como los
habia descrito Pappus en E/ Tesoro del Anélisis del Libro VIl de la Coleccién Matematica y
tal como lo habia aplicado Vieta con la intervencién del Algebra en su Arte Analitica. Todo
conduce a determinar la ecuacién del problema geométrico, es decir, transitar de la
Geometria al Algebra mediante la metodologia cartesiana, siguiendo unas pautas que
Descartes ya habia insinuado en las Reglas XVII-XXI de las Regulae :

a) Suponer el problema resuelto.
b) Dar nombre a todos los segmentos que parecen necesarios.

El propio Andlisis nos ayudara a determinar quiénes son éstos, tanto los conocidos (datos)
como los desconocidos (incégnitas) sin considerar ninguna diferencia entre ellos.

Estos dos primeros pasos corresponden al Andlisis en sentido de Pappus. Ahora
examinando el problema, siguiendo un orden basado en la intuicion o en el Analisis anterior,
estableciendo las relaciones que existen entre las diversas segmentos —los conocidos y los
desconocidos— hemos de conseguir expresar un mismo segmento por medio de dos
expresiones algebraicas diferentes, lo que permite realizar la Sintesis, es decir:

c) Determinar la ecuacion entre las longitudes conocidas y las desconocidas.
Finalmente para resolver de forma definitiva el problema quedan dos pasos:
d) Resolver la ecuacion resultante.

e) Construir geométricamente la solucion.

Al plantearse problemas geométricos en la Sintesis se han de obtener soluciones
geomeétricas para cuya construccion el Algebra sera el instrumento analitico esencial.

Asi pues, ante un problema geométrico se aplicara todo un protocolo de actuacién —el
método cartesiano—: se empieza suponiendo el problema resuelto y se consideran las
relaciones entre las lineas, lo que lleva al establecimiento de las ecuaciones, es decir, el
estudio analitico se complementa con la sintesis algebraica que lleva a la construccion de la
solucion. El Andlisis y el Algebra que estan ordenados al estudio y conocimiento de la figura,
permiten traducir los datos geométricos de forma que sean tratables por medio del calculo
algebraico; se concluye el problema de Algebra planteando y resolviendo las ecuaciones y
finalmente los resultados obtenidos deben ser traducidos de nuevo al lenguaje geométrico,
operacién que nos da por fin la construccién de la solucién. El Algebra es un instrumento
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que finalmente nos ha de reconducir a la Geometria.

Continia el texto de Descartes con la primera manifestacion irénica de las diversas
presentes en La Geometria (G.AT,VI, 374):

«[...] Y pueden siempre reducirse asi todas las cantidades desconocidas a una sola,
cuando el problema puede construirse mediante circulos y lineas rectas, o bien por
secciones conicas o aun por ninguna otra linea que no esté compuesta, sino en uno o
dos grados més. Pero no me detengo a explicar esto con mas detalle para no privar a
cada uno del placer de aprenderlo por si mismo, ni impedir el cultivo util del propio

espiritu ejercitandolo, que es, a mi parecer, la principal utilidad que puede obtenerse
de esta ciencia, [...]»

Enseguida Descartes realiza una caracterizacién algebraica de los Problemas Planos:

Cuales son los problemas planos.

«Si éste puede ser resuelto por la geometria ordinaria, es decir, sin servirse mas que
de lineas rectas y circulares trazadas sobre una superficie plana, cuando la ultima
ecuacion haya sido enteramente desarrollada, no quedara, al fin, mas que un
cuadrado desconocido, igual a lo que resulta de la adicion, o sustraccion, de su raiz
multiplicada por alguna cantidad conocida [coeficiente], mas alguna otra cantidad
también conocida [término independiente]» (G.AT,VI, 374).

Descartes establece aqui una primera relacion entre los problemas de construccion y los de
clasificacion (que tanta importancia tendra en el Libro Il) relacionando claramente un tipo
concreto de expresiones algebraicas con los instrumentos que permiten trazar determinadas
construcciones. En una primera trasferencia de la Geometria al Algebra, si un problema
geométrico lleva a una ecuacion cuadratica, sera resoluble con regla y compas, pero
Descartes trasciende esta obviedad, identificando totalmente una cuestion geométrica con
una cuestion algebraica al establecer que cualquier problema geométrico resoluble con regla
y compas conduce a una ultima ecuacion que necesariamente es cuadratica.

Vamos a ver concretamente como resuelve Descartes las ecuaciones cuadraticas que
corresponden a los Problemas Planos y que son las unicas que Descartes trata en el Libro I.

Coémo se resuelven [las ecuaciones que resultan de los problemas Planos]
(G.AT,VI, 374-376)

«[...] Si se tiene, por ejemplo z° = az + bb

anEEEE g,
.t ‘e

construyo el triangulo rectangulo NLM, cuyo o e
lado LM es igual a b, raiz cuadrada de la o %,

.
.

cantidad conocida bb, y el otro LN es ;—a, la

mitad de la ofra cantidad conocida, que esta
multiplicada por z, que supongo ser la linea
desconocida. Luego, prolongando MN, base de %
ese triangulo, hasta O, de modo que NO sea ".,.
igual a NL, la linea total OM es z, la linea
buscada; ella se expresa: T. M

zZ= 1—a+ }—aa+bb
2 \4
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Si se tuviera
yy =-ay + bb

e y fuera la cantidad que debe encontrarse, se construye el mismo triangulo rectangulo
NLM y de la base MN se quita NP, igual a NL; el resto PM es y, la raiz buscada. De
modo que tengo

y:—la+,/laa+bb
2 4

Y lo mismo, si tuviera x* =—ax? + b?

PM seria x? y tendria

X = \/—la+ 1/laa+bb
2 4

y asi otros casos.

En fin, si tuviera z° = ax — bb

1
se hace NL igual a Ea, y LM igual a b, como anteriormente; “NR

luego, en vez de unir los puntos M y N, se traza MQR paralela a

LN y trazando un circulo con centro en N y que pase por L la T
cortara en los puntos Q y R; la linea buscada z es MQ, o bien
MR, pues en este caso ella se expresa de dos maneras, a saber:

1 1
z=—a+,/—aa—Dbb
27 V4 Q
/ L
z:la— laa—bb M
2 4

Y si el circulo que tiene su centro en N y pasa por el punto L no corta ni toca la linea
recta MQR, no hay ninguna raiz de la ecuacion, de manera que puede asegurarse que
la construccion del problema propuesto es imposible.

Por otra parte, estas mismas raices se pueden encontrar por una infinidad de otros
medios y he indicado aqui solamente esos muy simples, a fin de mostrar que se
pueden construir todos los problemas de la geometria ordinaria, sin hacer mas que lo
poco que esta comprendido en las cuatro figuras que he explicado. No creo que los
antiguos lo hayan observado; pues en tal caso ellos no hubieran escrito libros tan
voluminosos en que el solo orden de las proposiciones nos muestra que no poseian el
verdadero método para resolverlas todas, sino que solamente han recopilado las que
habian resuelto.»

Situandose en la tradicion, Descartes estudia y resuelve los tres tipos clasicos de
ecuaciones z?=az+bb, yy= —ay+bb, Zz?=ax-bb, que, como se sabe, antes de Vieta, eran
considerados con coeficientes numéricos concretos y positivos, resultando equivalentes a
los tres tipos tradicionales de ecuaciones: z?=az+b, z>+az=b, zZ>+b=az, con a,b positivos, que
en el Algebra Geométrica griega tenian su forma particular de resolucién, como tenian,
asimismo, en la matematica arabe, cada uno de los tipos, su propio algoritmo de resolucion.
Pues bien, ahora Descartes, manteniendo por esta vez la homogeneidad, nos brinda la
resolucion geométrica de cada uno de los casos posibles. Para cada caso, siguiendo el
algoritmo algebraico de resolucion bien conocido, podriamos obtener el valor del segmento
solucion z expresado por las correspondientes operaciones con radicales, de donde se
advierte que todas las operaciones que intervienen son resolubles, a partir de los segmentos
dados, a,b, utilizando sélo la regla y el compas. No obstante, Descartes procede de forma
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geométrica construyendo para cada caso el segmento solucion, por eso no puede
considerar todos los tipos de ecuaciones cuadraticas (por ejemplo no estudia la ecuacion
z°+az+b?=0 porque no tiene raices positivas), y de las que resuelve sélo tiene en cuenta las
soluciones positivas que son las unicas construbles.

Por otra parte, Descartes dice que «estas mismas raices se pueden encontrar por una
infinidad de otros medios». Y la verdad es que no especifica exactamente como obtiene la
construccion geométrica del segmento solucion si aplicando el Teorema de Pitagoras o la
invariancia de la potencia de un punto respecto de la circunferencia. La equivalencia de
ambas aplicaciones deja la construccion geométrica cartesiana en cierta ambigledad.

Asi en la primera ecuacién z?=az+bb, Descartes procede geométricamente indicando cémo
puede construir el segmento de longitud z. Construye un triangulo rectangulo NLM cuyos

catetos estan determinados por los coeficientes
* de la ecuacion: LM=b, LN=(1/2)a y con centro
en N traza una circunferencia de radio NL=a
que es cortada por la prolongacion de la
hipotenusa MN en el punto O, resultando que el
segmento OM es la recta buscada z.

anmun,
o ",

En efecto: MO=MN+NO. Pero por el Teorema

de Pitagoras MN =+ NL’ +LM? , de modo
L M que sustituyendo cada recta por su longitud

tenemos la expresion algebraica indicada: z =%a + 4 /%aa +bb .

Ahora bien, aplicando la invariancia de la potencia de un punto respecto de la circunferencia
(Euclides, 111.36) se tiene: MO-MP=ML?, es decir, z:(z—a)=bb, expresién equivalente a la
ecuacién dada z=az+bb.

La construccién geométrica de la solucion de la dltima ecuacién z’=az—bb es un poco mas
complicada.

Construidos de los elementos geométricos de la figura como indica Descartes, a partir de los
segmentos medidos por los coeficientes de la ecuacién NL=(1/2)a y LM=b, se aplica la
invariancia de la potencia de un punto respecto de la circunferencia: MR-MQ=LM? .

Si z=MR, tenemos que MQ=a-z, y por tanto: z-(a—z)=b? es decir,
z?=az-bb, por tanto el segmento z=MR es una linea solucion.

\ R Si z=MQ, tenemos que MR=a—z, y por tanto: z:(a—z)=b? es decir,
z°=az-bb, por tanto el segmento z=MR es una linea solucion.

Ahora si O es el punto medio de QR tenemos:

z1=MQ=0M-0Q= 1—a — /l—aa —bb
2 4
0 o 1 1

| Z,=MR=MO+0OR= 2—a + Zaa —bb

L ki1

Descartes construye las dos raices porque ambas son positivas.

Si MR es tangente al circulo, es decir si b=(1/2)a, las raices son iguales; mientras que si
b>(1/2)a, la linea MR no cortara al circulo y entonces no hay raices. Descartes expresa esto
en un lenguaje tributario todavia de los gedbmetras griegos:

«Y si el circulo que tiene su centro en N y pasa por el punto L no corta [no es secante]
ni toca [no es tangente] la linea recta MQR, no hay ninguna raiz de la ecuacién, de
manera que puede asegurarse que la construccion del problema propuesto es
imposible.»
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Vemos como Descartes ha vinculado intimamente el Algebra con la Geometria, hasta el
punto de extraer conclusiones geométricas de un hecho estrictamente algebraico: si la
ecuacion no tiene solucioén el problema geométrico no se puede construir, porque «encontrar
la solucién» es «construir la lineax». Los principios del método cartesiano aplicados a la
Geometria inician los problemas geométricos por un proceso intermedio de escritura
algebraica que revierte finalmente sobre la geometria del problema conduciendo a la
construccion de la linea solucion. Es esta intermediacion del Algebra lo que mas se echa de
menos en la Geometria griega, por eso después de la resolucién constructiva de las
ecuaciones, Descartes hace un soberbio alarde de la magnificencia de los métodos de su
Geometria en contraposicion con la precariedad de la Geometria de los griegos. Segun él,
puede construir todos los problemas de la Geometria ordinaria con las escasas cuatro
figuras que ha explicado, mientras que el abstruso orden de las complejas proposiciones de
los voluminosos libros de la Geometria griega era una prueba palmaria de que los antiguos
no disponian de método. Esta afirmacion, ademas de exagerada, es injusta, porque aunque
la Geometria griega no pudo disponer de la claridad, simplicidad, flexibilidad, versatilidad y
capacidad algoritmica que proporciona el Algebra simbdlica que manejé Descartes, éste
estaba al corriente de las grandes obras de la matematica griega, empezando por Los
Elementos de Euclides, que es una obra indiscutiblemente metddica, con fundamentos en el
método axiomatico-deductivo muy diferente del de Descartes, pero tanto o mas riguroso que
lo que se aplica en La Geometria. De hecho la Aplicaciéon de las Areas del Algebra
Geométrica griega de los Libros Il y VI de Los Elementos de Euclides es un procedimiento
metddico de resolucidon de ecuaciones mediante comparacion de areas. Es mas, el método
cartesiano tiene su inspiracion en el método de Analisis y Sintesis, que instaurado por
Hipdcrates de Quios y fundamentado por Platén es explicitado por Pappus, uno de los
matematicos griegos mas admirados por Descartes.

SELLOS DE DESCARTES
EN EL ANO 2000 DE LAS MATEMATICAS
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2. Emitido en Sierra Leona con motivo del afio 2000 de las Matematicas.
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SINTESIS DEL PROGRAMA DE REFORMA CARTESIANA DE
LA GEOMETRIA A TRAVES DE LOS TEXTOS DE DESCARTES

1

Retrato de Descartes como escritor (Biblioteca Nacional de Paris, 1791).

Ejercitar el entendimiento sin fatigar mucho la imaginacién (DM.AT, V], 17)

e Fundir del Analisis Geométrico de los antiguos («siempre tan constreiiido a considerar las figuras»)
[DM.AT,V117)] y el Algebra de los modernos («que se ha hecho un arte confuso y oscuro»
[DM.AT,VI1.17)]; «para buscar otro método que, reuniendo las ventajas de éstos, estuviese libre de sus
defectos»|[ DM.AT,VI.18].

e Introducir las coordenadas: «Todos los problemas de Geometria pueden reducirse ficilmente a
términos tales, que no es necesario conocer de antemano mds que la longitud de algunas lineas rectas
para construirlos» [G.AT,VI, 369].

¢ Reconstruir de forma geométrico-algebraica las operaciones aritméticas, es decir, mostrar «cémo el
cilculo de la aritimética se relaciona con las operaciones de la geometria» [G.AT,VI, 369].

e Introducir una revolucionaria simplificacién en la notacion: «explicarlas mediante algunas cifras lo
mds cortas que fuera posible» [DM.AT,VIL,20].

e Indicar «como pueden emplearse letras en geometria» [G.AT,V1,371].

e Ensefar «cémo se llega a las ecuaciones que sirven para resolver los problemas» [G.AT,VL,372]; y
«como se resuelven» [G.AT,V1,374] estas ecuaciones (es decir, como se construyen las soluciones).

Mediante estas tareas, Descartes «tomaria lo mejor del Anilisis geométrico y del Algebra y corregiria los
defectos del uno por medio de la otra» [DM.AT, V], 201. 135



Sistemas de referencia. El Problema de Pappus

Hasta aqui, Descartes ha elaborado un potente método analitico-sintético de ataque de los
problemas geométricos que utiliza el Algebra como instrumento algoritmico y con el que se
propone no solo rehacer la Geometria griega sino ir mucho mas alla en la resolucion de
antiguos y nuevos problemas geométricos. Por eso se plantea al final del Libro | el abordaje
del famoso problema de Pappus de las tres o cuatro rectas, que tan firmemente se habia
resistido a los gedmetras griegos, y que siendo generalizado a 2n—1, 2n rectas campea a lo
largo de La Geometria de Descartes, de modo que algunos historiadores se atreven a decir
que «Toda La Geometria de Descartes esta destinada a la resolucion del Problema de
Pappus» o que «El Problema de Pappus conforma La Geometria de Descartes».

La profundidad, extensién e inmensa casuistica del tratamiento cartesiano del Problema de
Pappus trasciende de los objetivos de este escrito, por tanto nos cefiiremos a aspectos que
incidan sobre los origenes de la Geometria Analitica, en particular la aparicion de los
sistemas de referencia y las coordenadas.

Ejemplo tomado de Pappus
(G.AT,VI, 377-380)

«Y esto [la insuficiencia de los métodos de la Geometria griega] puede verse bien
claramente en lo que Pappus ha puesto al principio de su Libro VII, donde después de
haberse detenido a citar todo lo que habia sido escrito en geometria por los que lo
habian precedido, habla finalmente de un problema que, segun dice, ni Euclides ni
Apolonio habian podido resolver enteramente; he aqui sus propias palabras: [...]»

Descartes transcribe el enunciado del problema en latin y hace una observacion:

«Os ruego que observéis de paso que el escrupulo que tenian los antiguos en emplear
los términos de la aritmética en la geometria, no podia provenir mas que de no ver
ellos claramente su relacién, lo que producia bastante oscuridad y confusion en la
forma como se expresaban; [sigue el texto latino].»

Descartes no alcanza a interpretar que los escrupulos de los que habla respondian a la
conformacion que dio a la Geometria griega la aparicion de las magnitudes
inconmensurables que impedia asignar a las figuras geométricas numeros que midieran sus
longitudes, areas y volumenes y por tanto los griegos tenian que calcular directamente con
las figuras, que se trataban como magnitudes. Asi se hacia en el Algebra Geométrica del
Libro Il de Los Elementos de Euclides en la que los numeros se sustituyen por segmentos
de recta y las operaciones entre ellos se llevan a cabo mediante construcciones geométricas
pero sin el concurso de Algebra simbdlica porque era inexistente, por lo que las ecuaciones
se resolvian estableciendo relaciones que comparaban —a partir del Libro V de Los
Elementos de Euclides mediante razones— areas dadas con areas buscadas o deseadas
para la resolucién de un problema. En la Geometria griega, los segmentos rectilineos no
tenian longitud ante la eventualidad de la inconmensurabilidad y como consecuencia las
«operaciones» con los segmentos daban rectangulos y paralelepipedos, que eran objetos
de naturaleza estrictamente geométrica imposibles de confundir con el producto de las
longitudes de sus lados, ya que, hasta Diofanto, estaba ausente el sentido aritmético de las
operaciones. De ahi las limitaciones del respeto a la homogeneidad y de la acotacion
tridimensional.

La gran innovacion de Descartes es la asignacion de una longitud a los segmentos («y yo no
temeré introducir estos términos de aritmética en la geometria, a fin de hacerme mas
inteligible») lo que permite su manipulacion algebraica operacional:
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«[...] es de sefalar que para a’ o b> u otras expresiones semejantes, yo no concibo
ordinariamente mas que lineas simples, aunque para servirme de los nombres usados
en algebra, los designe por cuadrados, cubos, etc.» (G.AT,VI, 371),

con base en lo cual Descartes no tiene ningun prejuicio geométrico en hablar en el Problema
de Pappus del «producto de cuatro lineas rectas, de cinco o de mas», es decir, el
instrumental cartesiano no sélo permitira resolver de forma brillante el problema clasico, sino
que ademas propicia su mas amplia generalizacion.

Continua Descartes escribiendo su propio enunciado del Problema de Pappus:

«Asi pues, la cuestion que Euclides habia empezado a resolver y que Apolonio habia
proseguido sin que nadie la hubiera terminado, era ésta: Dadas tres, cuatro o mas
rectas, se trata de encontrar un punto del que se puedan trazar otras tantas lineas
rectas, una sobre cada una de las dadas, y haciendo con ellas angulos dados, y que el
rectangulo formado por dos de esas asi trazadas desde el punto, tenga una proporcion
dada con el cuadrado de la tercera, si no hay mas que tres; o bien con el rectangulo de
las otras dos, si hubiera cuatro; o bien si hay cinco que el paralelepipedo compuesto
por tres tenga la proporciéon dada con el paralelepipedo formado por las dos que
restan y por otra linea dada. O bien si hay seis, que el paralelepipedo formado por tres
tenga una proporcién dada con el paralelepipedo de las otras tres. O bien si hay siete,
que lo que se produce multiplicando cuatro la una por la otra, tenga la razén dada con
lo que se produce por la multiplicacién de las otras tres y ademas por otra linea dada.
O si hay ocho, que el producto de la multiplicacién de cuatro tenga la proporciéon dada
con el producto de las otras cuatro. Y asi este problema se puede extender a todo
numero de lineas. Pero, a causa de que hay siempre una infinidad de diversos puntos
que pueden satisfacer lo que aqui se pide, se requiere también conocer y trazar la
linea sobre la cual deben todos ellos encontrarse; y Pappus dice que cuando no hay
mas que tres o cuatro lineas rectas dadas, es en una de las tres secciones cénicas,
pero él no trata de determinarla ni describirla; ni explicar la linea en que los puntos
deben encontrarse cuando el problema esta propuesto para un mayor numero de
lineas. Solamente agrega que los antiguos habian imaginado una, que mostraban ser
util [para la resolucién del problemal, y aunque parecia la mas manifiesta, sin embargo
no era la primera. Lo que me ha dado ocasion para ensayar si, por el método de que
me valgo, se puede ir tan lejos como ellos fueron.»

Respuesta al problema de Pappus
(G.AT,VI, 380-382)

«He comprendido ante todo, que planteado el problema para tres, cuatro o cinco
lineas, se puede siempre encontrar los puntos buscados, por la geometria simple, es
decir sin servirse mas que de la regla y el compas, ni hacer otra cosa que lo ya dicho;
excepto solamente cuando, siendo cinco las lineas, ellas son todas paralelas. ...

Y he encontrado que cuando no hay mas que tres o cuatro lineas dadas, los puntos
buscados se encuentran todos no solamente en una de las tres conicas sino a veces
en la circunferencia de un circulo o en una linea recta. ...

De modo que pienso haber satisfecho enteramente lo que Pappus nos dice haber sido
buscado por los antiguos, trataré de dar la demostracion en pocas palabras: pues ya
me cansa tanto escribir.
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Sean AB, AD, EF, GH, etc., varias lineas dadas y debe encontrarse un punto, como C,
del cual trazando oftras lineas a las dadas, como CB, CD, CF y CH, de manera que los
angulos CBA, CDA, CFE, CHG, etc. Sean dados, y que el producto de la multiplicacion
de una parte de estas lineas, sea igual al producto de la multiplicacion de las otras; o
bien que ellas tengan otra proporcion dada, lo que no hace, en modo alguno, mas
dificil el problema.»

Como deben ponerse los términos para llegar a la ecuacion de este
ejemplo

(G.AT,VI, 382-385)

«Primeramente yo supongo la cosa como ya hecha y para salir de la confusiéon de
todas esas lineas, considero una de las dadas y una de las que hay que encontrar, por
ejemplo AB y CB como las principales y a las cuales trato de referir todas las otras.
Sea designado x el segmento de la linea AB comprendido entre los puntos Ay B; y CB
sea designado y; y todas las demas lineas se prolonguen hasta que corten a estas dos
también prolongadas, si es necesario y si no le son paralelas; como se ve cortan la
linea AB en los puntos A, E, G y la linea BC en los puntos R, S, T.»

He aqui uno de los puntos de mayor interés de La Geometria de Descartes. Empieza el

analisis:

a) se supone el problema resuelto,

b) se da nombre a todos los segmentos necesarios para representarlos, tanto los
conocidos como los desconocidos,

c) se reconstruye algebraicamente el problema hasta obtener una ecuaciéon que permitira

alcanzar la sintesis.

Pero para facilitar el proceso Analisis-Sintesis Descartes introduce el primer sistema de
coordenadas de La Geometria (G.AT,VI, 383):

«[...] Considero una de las dadas y una de las que hay que encontrar, por ejemplo AB
y CB como las principales y a las cuales trato de referir todas las otras.»
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Los segmentos x = AB . y:@ son las «coordenadas» del punto C en el sistema de
referencia establecido.

A continuacién del texto (G.AT,VI, 383-385), Descartes utiliza el sistema de referencia
introducido para obtener, mediante una serie de célculos elementales aunque prolijos, la
expresion de cada uno de los segmentos que dan las distancias (CB, CD, CF, CH). Resultan
ser todas ellas ser combinaciones afines (diriamos hoy) de «las coordenadas» (x,y) del
punto C, es decir, de la forma Ax+By+C, donde A, B, C, son cantidades no nulas, salvo
cuando hay relaciones de paralelismo:

«Se ve asi que cualquiera que sea el numero de lineas dadas, todas las lineas
trazadas desde C, que forman angulos dados, conforme al enunciado, se pueden
siempre expresar, cada una por tres términos de los que uno esta compuesto por la
cantidad desconocida y multiplicada o dividida por alguna otra conocida, y la otra, de la
cantidad desconocida x, también multiplicada o dividida por alguna ofra conocida y la
tercera, de una cantidad toda conocida.

Ademas se ve que multiplicando varias de estas lineas entre si, las cantidades x e y
que se encuentran en el producto, no pueden tener cada una mas que tantas
dimensiones como lineas haya.»

Asi pues, aunque Descartes no lo explicita, en el caso de tres o cuatro rectas el problema
equivaldria a una ecuacién cuadratica de la forma: Ax*+Bxy+Cy?+dx+ey+f=0. De esta forma
aparecerian por primera vez las curvas como lugares geométricos definidos por ecuaciones,
en el umbral del Libro Il de La Geometria.

Utilizando métodos de la Geometria Analitica moderna, en particular la forma normal de la
ecuacion de la recta, podemos resolver facilmente el problema de tres lineas, por ejemplo,
encontrando que el lugar geométrico es una coénica. Sean a;x+biy+c,=0, axx+boy+c,=0,
asx+bzy+c;=0 las ecuaciones de las rectas, y a4, oy, as, l0os angulos que dan las direcciones
sobre las que se deben medir las distancias. El lugar geométrico del punto C(x,y) viene dado
por la ecuacién:

(a1x+b1y+c1)2 ~ (a2x+b2y+cz)2 .(a3x+b3y+c3)2

2,12 2
(a?+b?)sen’a, \/(a§+b§)senoc2 \/(a§+b§)senoc2

Sigue el texto de Descartes demostrando que si lo que buscamos es un solo punto (para el
problema de menos de cinco rectas) el problema es plano, ya casi al final del Libro I:

Coémo se encuentra que este problema es plano cuando no esta
propuesto para mas de cinco lineas

(G.AT,VI, 385-387)

«Ademas, a causa de que para determinar el punto C no hay mas que una sola
condicién requerida [la de la igualdad de las multiplicaciones de lineas], puede
tomarse a discrecion una de estas cantidades desconocidas x o y, y buscar la otra por
la ecuacion, en la cual es evidente que cuando el problema no esta propuesto para
mas de cinco lineas, la cantidad x que no es utilizada para la expresion de la primera
de las lineas nunca puede tener mas de dos dimensiones. De modo que tomando y
como una cantidad conocida tendremos

XX =+0—ax +0-bb [xX*=+ax+b?
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y asi se podra encontrar la cantidad x con la regla y el compas de la manera ya
explicada. Lo mismo tomando sucesivamente infinitos valores para la linea y, podemos
hallar otros tantos para la linea x; y asi se tendra una infinidad de diversos puntos tales
como el que se ha sefalado con C, por medio de los cuales se describira la linea
curva pedida.»

Nuevamente debemos sefalar aqui otro de los puntos de mayor interés, para nosotros, de
La Geometria de Descartes: una aproximacion al concepto de funcion a través de la
expresion analitica de una ecuacion. Por ejemplo para cuatro rectas la consideracion de las
coordenadas del punto C=(x,y), nos lleva a una ecuacion polindmica de segundo grado
F(x,y)=0, que representa una infinidad de pares (x,y) que satisfacen el problema de las
cuatro rectas. Tal ecuacién es una expresion matematica bien definida que depende de dos
variables x, y, de modo que conociendo una de ellas se puede hallar rigurosamente la otra
(tras la resolucion algebraica de una ecuacién de lo que Descartes se ocupara, en el Libro
Il de La Geometria, para grados superiores), lo que equivale a la determinacién geométrica
del punto C. Asi pues, el conocimiento de la ecuacion permite conocer los puntos de la
curva. Todavia no hay una identificacion de la curva con la ecuacion, Descartes sélo ha
introducido el concepto de curva definida por puntos y esperara al Libro |l de La Geometria
para estudiar ampliamente el problema y establecer cuales son las razones geométricas que
permiten considerar una expresion como una representacion de una curva.

EL PROBLEMA DE PAPPUS
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El Problemna de Pappus. Edicion latina de van Schooten de La Geometria de Descartes, 1659.

El Problema de Pappus -1lamado en su enunciado mas sencillo lugar de tres o cuatro rectas-, es
una de las cuestiones mas importantes de toda la Historia de la Geometria, por ser la piedra de
toque de aplicacién de los diversos métodos y técnicas geométricas. Planteado por los gedmetras
griegos a partir de Euclides, estudiado por Apolonio y Pappus, su dificultad desbordaba, siglo tras
siglo, las posibilidades del Analisis geométrico griego. Campeando a lo largo de La Geometria,
como si fuera su punto de inspiracion, casi como un reto a alcanzar, sera Descartes quien lo
resuelva de forma brillante y general poniendo de manifiesto la potencia de unos métodos
analiticos, que en el curso de los afios se convertirdn en la esencia de la Geometria Analitica.
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Las rectas normales a una curva. El Método del circulo

Descartes desarrolla en el Libro || de La Geometria (G.AT,VI, 412-423) un método para el
trazado de las tangentes a las lineas curvas —el llamado «método del circulo»—, mediante la
construccion previa de la recta normal. Es sin duda uno de los mas significativos problemas
de aplicacién del método cartesiano, con el que, ademas, Descartes participa e interviene, a
través de su celebre polémica con Fermat, en el ambito matematico de la primera parte del
siglo XVII, muy ocupado en la resolucion del problema del trazado de las tangentes a las
lineas curvas.

Una vez concebida y definida en la primera parte del Libro I, de forma clara y distinta, /la
naturaleza geométrica de las lineas curvas, Descartes introduce uno de los principios
basicos de su método ponderando su importancia en la resolucion de los problemas sobre
curvas:

Para encontrar todas las propiedades de las lineas curvas basta con saber la
relacion que tienen todos sus puntos con los de las lineas rectas, y la manera de
trazar otras lineas que las corten en todos esos puntos en angulo recto.

(G.AT,VI, 412-413)

«Luego con sélo saber la relacién que tienen todos los puntos de una linea curva con
todos los de una linea recta, en la forma que he explicado, es facil también conocer la
relacion que ellos tienen con todos los otros puntos y lineas dadas; y, por lo tanto,
conocer los diametros, los ejes, los centros, y otras lineas o puntos que tengan con la
linea curva alguna relacién particular, o mas simple que otros; y, de ahi imaginar
diversos modos de describirlas, y elegir los mas faciles. Y también, con sélo esto, se
puede aun, encontrar casi todo lo que puede ser determinado respecto a la medida
del espacio que abarcan, sin que haya necesidad de que yo me extienda mas. Y, por
ultimo, en lo que respecta a todas las otras propiedades que pueden atribuirse a las
lineas curvas, ellas no dependen mas que de la magnitud de los angulos que ellas
forman con oftras lineas. Pero, cuando puedan trazarse lineas rectas que las cortan
en angulo recto [normales], en los puntos en que se encuentran con aquéllas con las
que forman los angulos que se quieren medir, o, lo que aqui tomo como igual, en que
ellas cortan sus contingentes [tangentes], la magnitud de esos angulos no es mas
dificil de encontrar que si ellos estuvieran comprendidos entre dos lineas rectas. Creo
por esto haber dado aqui todo lo que se requiere para los elementos de la lineas
curvas, cuando haya expuesto la manera general de trazar lineas rectas que las
corten en angulos rectos en los puntos [de las curvas] que de ellas se elijjan. Y me
atrevo a decir que éste es el problema mas util y mas general no sdlo que yo
conozca, sino aun que yo haya anhelado jamas conocer en Geometria.»

Descartes determina que «para encontrar todas las propiedades de las lineas curvas basta
con saber la relacion que tienen todos sus puntos con los de las lineas rectasy, descrita por
medio de una expresion —que es la ecuacién de la curva—, y establece como se puede
utilizar esta expresioén algebraica para encontrar los elementos geométricos mas notables de
las curvas (diametros, ejes, centros, etc.) y, en particular, las normales y tangentes. Con
ello, Descartes enuncia uno de los principios fundamentales de la llamada Geometria
Analitica: el conocimiento de la relacion que liga las coordenadas de los puntos —los
segmentos o «las lineas rectas» a las que alude— de una curva, es decir, la ecuacion de la
curva, es un elemento esencial para dilucidar y desentrafiar las propiedades y elementos de
la curva. La ecuacion de la curva realiza un transito de la Geometria al Algebra, que, por su
caracter operacional, permite, realizando calculos y en particular resolviendo ecuaciones,
regresar a la Geometria, para encontrar y solucionar cuestiones geométricas, de modo que
se fija una correspondencia entre las propiedades algebraicas de la ecuacion y las
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propiedades geométricas de la curva asociada. Como consecuencia, la tarea de probar un
teorema en Geometria se traslada de forma muy eficiente a probarlo en Algebra y, ademas,
ésta se convierte en un poderoso instrumento de investigacién geométrica. Pues bien, en
este lugar, Descartes aplica toda esta filosofia geométrico-algebraica a encontrar las rectas
normales de las lineas curvas.

De pasada Descartes define el angulo entre dos curvas en un punto como el angulo que
forman las normales en ese punto, ademas, afiade de soslayo la frase (G.AT,VI, 413):

«[...] Con sdlo esto, se puede aun, encontrar casi todo lo que puede ser determinado
respecto a la medida del espacio que abarcan»,

de modo que el asunto se podria aplicar al calculo de areas determinadas por curvas de las
que se conoce la ecuacioén, es decir, al otro problema candente en los circulos matematicos
de la primera parte del siglo XVII, el calculo de cuadraturas, problema al que Descartes no
presta atencion alguna en su obra matematica.

ESCENAS DE LA VIDA DE DESCARTES
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Escenas de la vida de Descartes, de C.P.Marillier. Grabado del siglo XVIII.

Este grabado muestra algunos hechos importantes de la vida de Descartes:
1. Izquierda-arriba: muerte de la hija ilegitima del filésofo, Francine, el 7 de setiembre de 1640.

2. Izquierda-abajo: episodio de la esgrima con los marineros del rio Elba que querian desvalijarle
(1621).

3. Arriba-derecha: Descartes imparte lecciones de Filosofia a la reina Cristina de Suecia (1649).

4. Abajo-derecha: Contemplando un cartel con un problema en Breda (Holanda). Encuentro con
Beeckman (1618).
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A continuacion, Descartes entra directamente en el problema. Curiosamente utiliza la
notacion anterior xx para indicar x2, en cambio adopta la notacion potencial x" para el resto
de las potencias. Transcribiremos el texto de Descartes utilizando una notacion uniforme x"
para todas las potencias:

Manera general de encontrar lineas rectas que corten las curvas dadas o sus
tangentes, formando angulos rectos.

(G.AT,VI, 413-414).

«Sea CE la linea curva y que deba trazarse una recta por el punto C que forma con
ella angulos rectos.

Supongamos que la cosa esta hecha y que la linea buscada es CP, que prolongo
hasta el punto P en que encuentra a la linea recta GA que supongo ser aquella a
cuyos puntos se refieren todos los de la linea CE;de manera que haciendo
MA o CB=y, y CM o BA=x, hay alguna ecuacion que explica la relacion que existe
entre x e y [el punto B no figura en el dibujo; guiandose por las siguientes figuras, se
obtendria como interseccion de la perpendicular a AM por Ay la paralela a AM por CJ.

Luego haciendo PC=s, PA=v, o bien PM=v-y, por el triangulo rectangulo PMC
obtengo s?, que es el cuadrado de la base, igual a X*+V—2vy+y? que son los
cuadrados de los dos lados; es decir que tengo

X=\/s2 —v +2vy -y’

o bien

y=v+ds’ —x’

y por medio de esta ecuacion, saco de la otra ecuacion que da la relacion que tienen
fodos los puntos de la curva CE con los de la recta GA [la ecuacion de la curval, una
de las dos cantidades indeterminadas x o y;lo que es facil de hacer poniendo

\/sz —Vv’ +2vy -y’ en lugar de x, y el cuadrado de esta suma en lugar de x? y su
cubo en lugar de X y asi los otros términos si es x que yo deseo sacar; o bien, si es

y, poniendo en su lugar v+ /s> —x* ;y el cuadrado o el cubo, etc. De modo que

quede siempre segun esto, una ecuacion en la cual no hay mas que una sola cantidad
indeterminada x o y.
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EL METODO DEL CIRCULO EN
LA GEOMETRIA DE DESCARTES

La GEOMETRIE
tels deleurs poins qu'on voudra choifir. Et i'ofe dire
quec'eft cecy le problefme le plus vrile , & le plas gene-
ral non feulement queic fgache, mais melme que r'aye
iamais defiré de fgauoir en Geometrie.

Facon .

geoerale Soit C E
PORE laligne courbe,
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onrapporte tous ceuxdelaligne C E : en forte que fai-
fantM A ouC B0y, & C M, ou BA 0, iay quelque
equation, qui explique le rappore, qui eft entre x & 4.
Puisie faisP C20s, &PADv,ouPM D v -y, &2
caufe dutriangle re@angle P M C iay s, quieft |2 quar-
ré de la baze efgal 2 xx =+~vv—2vy-+yy, quifont
les quarrés des deux coftés. ceft a dire iay x
¥V is--0v+4-20y.-yy, oubien y Dv—+ ¥ se--%%,8&
parlemoyende cete equation, i'ofte de l'autre equa.
tion qui m'explique le rapport qu’ont tous lespoins de la
courbe C Eaceuxdeladroite G A,I'vne des deux quan-
tités indeterminées x ou y. ce qui eft ayfé a faire en

mettant partout 7 ss--vv =2 vy~ yy au lieu d'x, &
le quarré de cete fomme au lieu d'x &, & forr cube au lien

d'x; &ainfi desautres, fic'eft # que ie veuilleofter; ou.

Pagina de la edicién de 1637 de La Geometria de Descartes relativa al trazado de rectas
normales a las curva -método del circulo- donde Descartes aplica uno de los Principios
fundamentales de la Geometria Analitica (G.AT,VI, 412):

«Para encontrar todas las propiedades de las lineas curvas basta con saber la
relacion que tienen todos sus puntos con los de las lineas rectas»

Esta frase contiene uno de los principios mas importantes de la Historia de la
Matematica, que instaura los fundamentos de la Geometria Analitica. La relacién que
liga los segmentos o «las lineas rectas» que hacen la funcién de «coordenadas» de los
puntos de una curva, es decir, la ecuacién de la curva, permite conocer las propiedades y
los elementos caracteristicos de la curva. La ecuacion de la curva establece, pues, una
correspondencia entre las propiedades algebraicas de la ecuacién y las propiedades
geométricas de la curva asociada. De esta forma la resolucién de un problema de
Geometria se traslada de forma muy eficaz a resolverlo en Algebra y, ademas, ésta se
convierte en un poderoso instrumento de investigacion geométrica.
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A continuacion, Descartes aplica el método desarrollado a la elipse (G.AT,VI, 414):

Si fuese CE una elipse y MA el segmento de su diametro [eje] al cual corresponde
CM, y siendo r su lado recto y q el transverso se tiene, por el teorema 13 del Libro | de
Apolonio:

x> =1y-=y,
q

[ecuacion de la elipse referida a ejes oblicuos, siendo uno de ellos el diametro y el otro
la tangente en su extremo]

c B

FERLITEII R Y Y

G P M A

de donde sustituyendo x?, queda:
S —vi+2vy -y’ = ry—iy2
q
o bien

qry — 2qy +qvv —gs’
q-r

pues mejor, en este lugar, considerar asi en conjunto toda la suma que hacer una

parte igual a otra.»

y: +

igual a cero.

Dada la curva CE de eje AG y vértice A, Descartes se plantea trazar la normal en el punto C,
para lo cual debe encontrar un punto P sobre el eje AG que al trazar el segmento PC nos de
la normal. De acuerdo con la metodologia cartesiana, comienza el analisis del problema:

a) se considera resuelto, y b) se da nombre a los todos los segmentos que parecen
necesarios: MA =y, CM=x, PC=s, PA=v.

En la sintesis se indica que «[...] Hay alguna ecuacion que explica la relacion que existe
entre x e y», es decir, la ecuacién de la curva.

Y
F A M P G

Ahora Descartes considera la circunferencia de centro el punto P y radio el segmento PC,
que cortara a la curva en algunos puntos segun la naturaleza de la curva. Todavia en el
ambito geométrico del problema, Descartes intuye que el segmento PC sera la normal si la
circunferencia es tangente a la curva en el punto C.
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Descartes prosigue realizando para la parabola calculos analogos a los de la elipse, tras lo
cual vuelve al problema general en una forma que justifica que a su regla se le denomine
«método del circulo» (G.AT,VI, 417):

«Ahora, después de encontrada una ecuacién asi, en lugar de utilizarla para conocer
las otras cantidades x o y, que son ya dadas, puesto que el punto C es dado, se la
debe emplear para encontrar v 0 s que determinan el punto P pedido. Y, a este efecto
se debe considerar que si ese punto P es el punto que deseamos encontrar, el circulo
del cual es centro y que pasa por el punto C, tocara a la linea curva CE sin
cortarla; pero si el punto P esta ya sea mas proximo o mas alejado del punto A de lo
debido, ese circulo cortara a la curva no sélo en el punto C, sino necesariamente en
algun otro. Debe también considerarse que cuando este circulo corta la linea curva
CE,la ecuacion por la cual se busca Ila cantidad xoy, o alguna
semejante, suponiendo PA y PC conocidas, contiene necesariamente dos raices, que

son desiguales. Pues por ejemplo, si este circulo corta a la curva en los puntos C y
E, trazando EQ paralela a CM, los nhombres de las cantidades indeterminadas x e y
convendran igualmente a las lineas EQ y QA que a CM y MA, pues PE es igual a PC
por ser del circulo; si bien, buscando las lineas EQ y QA por PE y PA que se suponen
dadas, se tendra la misma ecuacion que si se buscara CM y MA por PC y PA, de lo
que se deduce, evidentemente, que el valor de x o de y, o de cualquier otra cantidad
que se suponga, sera doble en esta ecuacion, es decir que habra dos raices
desiguales entre si, de las que una sera CM y la otra EQ, si es x que se busca; o bien
una sera MA y la ofra QA, si es y; y asi las otras. Es cierto que si el punto E no se
encuentra del mismo lado de la curva que el punto C, no habra mas que una de estas
raices que sea verdadera y la otra sera opuesta o menor que cero,; pero cuanto mas
proximos estén estos dos puntos el uno del otro, tanto menor diferencia habra entre
las dos raices; y, ellas seran enteramente iguales, si ellos estan juntos en uno, es decir
si el circulo que pasa por C toca la curva CE sin llegar a cortarla.

Ademas, debe considerarse que cuando hay dos raices iguales en una ecuacion, ella
tiene necesariamente la misma forma que si se multiplica por si misma la cantidad que
se supone ser desconocida menos la cantidad conocida que le es igual; después de lo
cual si esta ultima expresion tiene dimension inferior a la de la ecuaciéon precedente,
se la multiplica por otra suma que tenga tanta dimensién como la que le falta, de modo
que pueda haber ecuacion separadamente entre cada uno de los términos de la una y
cada uno de los de la otra.»

Para cada punto C de la curva hay que determinar el punto P —problema geométrico— que
permite trazar el segmento PC, normal a la curva en C, es decir, hay que poner vy s en
funcioén de x e y —problema algebraico—. Suponer el problema resuelto permite determinar en
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un terreno algebraico la ecuacion de un circulo. Regresando a la Geometria, si la recta
trazada por P es la normal «el circulo del cual es centro y que pasa por el punto C, tocara a
la linea curva CE sin cortarla», es decir, sera tangente, cortara a la curva en un solo punto,
un punto doble (en sentido actual). Ahora, volviendo al Algebra, para que el circulo «toque»
(sea tangente) a la curva es preciso que la ecuacion resultante tenga una raiz doble. Esta
ecuacion resultante proviene del sistema de ecuaciones formado por la ecuacion de la curva
y la ecuacién del circulo.

Aqui aparece otro principio fundamental de la Geometria Analitica: «la interseccion de
curvas —que es un problema geométrico— se reconduce a la resolucion de sistemas de
ecuaciones — que es un problema algebraico—.

Descartes resolvera el problema algebraico final que se plantea mediante el método de
coeficientes indeterminados, y en este tema, asi como en el asunto paralelo de las raices
dobles, también es un pionero.

Continta Descartes aplicando el método a la elipse (G.AT,VI, 419):
Asi, por ejemplo, digo que la primera ecuacién encontrada mas arriba [la de la
elipse], a saber

2+qry—2qu+qu—qs2

y

q—-r

debe tener la misma forma que la que se
obtiene haciendo e igual a y, y multiplicando
y—e por si misma: de lo que resulta

\ _ 2
e P M \ y2— 2ey + e?,
de manera que se pueden comparar

separadamente cada uno de sus términos y decir que, puesto que el primero, que es
y? es el mismo en la una y en la otra; el sequndo que en una expresion es:

qry —2qvy
q-r
es igual al segundo de la otra que es —2ey.
De donde, buscando la cantidad v que es la linea PA, se tiene
T 1
v=e——e+—T,
q 2
o bien, por haber nosotros supuesto e=y, se tiene

V—y—£y+lr
2 b

y también podria encontrarse s por el tercer término:
2 2

2 _qv_—9g8
q-r

pero, puesto que la cantidad v determina bien el punto P, que es el unico que
buscamos, no hay necesidad de proseguir.»

€

De forma analoga Descartes realiza la argumentacion y el calculo para la parabola y la
Concoide de Nicomedes (G.AT,VI, 420-424).
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DESCARTES EN LA PRENSA

|
X

: AN - g 7
Caricatura de Descartes que publico el 23 de marzo de 1996 1a scee.e TO de

la revista LA ESFERA del Diario EL MUNDO de Madrid, con motivo del cuarto centenario de
su nacimiento.

A Descartes se le considera, junto con Fermat, el fundador de la Geometria Analitica. En el
propio ambito de La Geometria, Descartes hizo trascendentales contribuciones a la Teoria de
Ecuaciones, donde vislumbré importantes cuestiones como la regla de los signos para
descifrar el ntimero de raices negativas y positivas de cualquier ecuacién algebraica, la Regla
de Ruffini y el Teorema Fundamental del Algebra. Ademas en sus estudios sobre poliedros,
parece ser que Descartes llegé a conocer la conocida Formula de Euler que relaciona aristas,
caras y vértices de un poliedro.

Al inicio del Libro II de La Geometria Descartes introduce los llamados compases
cartesianos, ingenios que tienen la misma precision que los instrumentos platonicos y que
utilizard para la construccién de diversas curvas geométricas de gran importancia en la
resolucion de ecuaciones correspondientes a problemas geométricos.
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Para mayor comprensién del método del circulo de Descartes, interpretemos la técnica
cartesiana para una funcién algebraica general, de forma deliberadamente anacrénica en
términos del lenguaje moderno. Tendriamos lo siguiente:

Sea la curva y=f(x), y P un punto cualquiera de ella de abscisa x, donde queremos trazar la
normal. Descartes supone como siempre el problema resuelto y la soluciéon dada por la recta
CP, siendo C=(v,0) la interseccion de la normal con el eje de abscisas.

En general un circulo con centro en un punto D proximo a C y que pase por P, cortara a la
curva y=f(x), no solo en P, sino en otro punto Q, cercano a P, pero si CP es la normal a la
curva en el punto P, este punto sera un punto doble de la interseccion de la curva y=f(x) y el
circulo (x—v)? + y2=r2,

A
y=1(x)
P
[AY
1\
P\
fx) '\ D
€3 >
V-X

Eliminando la y de ambas ecuaciones resulta que la ecuacion
[FOOT? + (v—x)* =r2 (1)

donde v,r, son fijos, debe tener la abscisa x de P como raiz doble.
Pero una funcién algebraica con una raiz doble x=e, debe ser de la forma: (x—e)2-2bnx”,

de modo que se puede imponer la condicién de raiz doble anterior en la forma:
[FO)] + (v—x)* — r? = (x—)*Zbx" 2).

Identificando coeficientes se encuentra el valor de v, en términos de la raiz doble e.

En general mediante el método de Descartes lo que se halla es la «subnormal» v—x, que
permite hallar la pendiente de la normal: —f(x)/(v—x) y de ésta la pendiente de la tangente, es
decir, nuestra derivada: (v—x)/f(x).

La condicion de raiz doble sobre (1) hoy la impondriamos (utilizando las derivadas formales
de una curva algebraica), aplicando que «toda raiz doble de una funcién es raiz de su
derivaday, por tanto de (1) se deduce:

2f(x)-f'(x) — 2(v—x) = 0,
y de aqui f'(x)=(v—x)/f(x), obteniéndose el mismo valor que antes para la pendiente de la

tangente.
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Apliquemos la técnica de Descartes, con lenguaje actual, a diversos casos sencillos.
A1.- La pardbola y=x2.
La ecuacion (2) ahora se escribe: x* + (v—x)? — r? = (x—e)?(x2 + bx + c).

Identificando coeficientes se obtiene: v=2e*® + e, sustituyendo e=x, la «subnormal» vendra
dada por: v—x=2x°, y la pendiente de la tangente en el punto (x,x?) de la curva sera:

(v=x)/f(x) = 2x%/x2 = 2x.

A,.- La parabola y?=2px.

La ecuacién (2) ahora se escribe: 2px + (v—x)* — r? = (x—e)?.

Identificando coeficientes se obtiene v=e+p, sustituyendo e=x, la «subnormal» vendra dada
por v—x=p, y la pendiente de la tangente en el punto (X, \/ﬂ ) de la curva sera:

vV—X |y P

fx)  Jpx v

La ecuacion de la tangente a la parabola y?=2px en el punto (X,Y.) Ssera pues:

Y=Y, = L(x —X,), de donde haciendo operaciones resulta:

[}

YYo= P(X*X,), expresion habitual de la tangente a la parabola.

2 2
. X y

B.- Laelipse —+—=1.
P a’ b’

2
. A W2 X 22 _ 2,
La ecuacion (2) ahora se escribe: b {1 —a—2j+ (V—=-x)"—1r" =(x—-e)c

Identificando coeficientes resulta: —(b%a?) + 1 = ¢, —2v = —2ec.

Despejando v se tiene: v = e:[1—(b%a?)].

Sustituyendo e=x, la «subnormal» vendra dada por v—x=(—b?x)/a?, de modo que la pendiente
de la recta tangente en el punto (x,y) sera:

V—X b’x

f(x) a’y

De aqui resulta que la ecuacion de la recta tangente a la elipse en el punto (X,Y,) se
2

[8)
2

o

expresara:y —y,6 =— (x —x,), de donde haciendo operaciones resulta:

XX
o y};o
a b

=1, expresion habitual de la tangente a la elipse.

Hemos visto que la técnica cartesiana, bajo un punto de vista de Geometria Algebraica
(diriamos hoy), encuentra las tangentes a las curvas —via la normal—, mediante la técnica de
considerar el doble contacto del circulo osculador como una caracteristica de la normal. De
este modo, Descartes obtiene un método de tratar el problema, que al intuir que sera el
germen de una ciencia futura, le concede una importancia capital, al reconocer que las
tangentes y normales a las curvas son rectas que, de alguna forma, imponen sus leyes a las
curvas.
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El problema del trazado de las normales a una curva en un punto, es considerado el mayor
éxito del método cartesiano, marcando una impronta en la génesis de la Geometria Analitica
por la capacidad que desarrolla Descartes de establecer puentes de ida y vuelta entre el
Algebra y la Geometria: analisis geométrico de los problemas, sintesis del analisis en el
Algebra de ecuaciones y traduccién geométrica de los resultados algebraicos, un magnifico
y poderoso diccionario reversible entre dos lenguajes, el geométrico y el algebraico, con la
posibilidad de traducir no so6lo en el ambito gramatical —puntos por coordenadas, curvas por
ecuaciones—, sino también en el dominio sintactico —las relaciones entre los elementos
geométricos, por ejemplo intersecciones de curvas, se traducen en relaciones entre los
correspondientes elementos algebraicos, por ejemplo mediante sistemas de ecuaciones—.

Con un énfasis inusitado Descartes considera que este problema es el mas importante, no
solo de cuantos ha resuelto sino de cuantos anhelara descubrir en Geometria (G.AT,VI,413):

«[...] Y me atrevo a decir que éste es el problema mas util y mas general no sélo que
yo conozca, sino aun que yo haya anhelado jamas conocer en Geometria».

Con estos antecedentes, se comprende la sorprendente acritud con que se desarrollé su
polémica con Fermat, a partir de la difusion de los métodos de maximos y minimos ideados
por este «aficionado» ya que se aplicaban también al trazado de tangentes. El desarrollo de
la controversia, en el que participaron casi todos los matematicos del circulo de Mersenne,
tuvo la feliz virtualidad de ir obligando progresivamente a Fermat a aclarar la naturaleza de
sus procedimientos, en el curso de lo cual nuevas curvas nacieron para la Geometria
Analitica y para el Calculo Infinitesimal, que simultaneamente estaba eclosionando gracias a
toda la parafernalia analitica que ofrecian los métodos de Fermat y Descartes.

EL CARTESIANISMO
. % P g i Estatua de Descartes. Palacio de

Versalles.

El término latinizado del
apellido de Descartes ha dado
nombre tanto a su doctrina
filosofica: el cartesianismo,
basada en el método de la razén
matematica, como a las
aplicaciones geométricas de La
Geometria: la Geometria
cartesiana, llamada en su forma
académica Geometria Analitica.

Pocos sabios han dejado su
nombre a una doctrina
filos6fica o a wuna teoria
matematica, pero todavia menos
han tenido la gloria de verlo
adjetivado en el lenguaje
coloquial. Cartesiano ha pasado
a ser sinénimo de racional y
metodico en el sentido de
analista y riguroso. Asi se
reconoce cuando se habla, por
ejemplo, de wuna mente
cartesiana .
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DESCARTES SEGUN SPINOZA

GEOMETRIA Y FILOSOFIA

El método de la Filosofia cartesiana basado en
la razén matematica impactdé en sus
contemporaneos, como los  filésofos
Malebranche y Spinoza, quien en el prélogo
de su obra Los Principios de la Filosofia
cartesiana escribe el siguiente panegirico de
Descartes:

«Se alzé6 al fin este astro, el mds
destellante de nuestro siglo, René
Descartes, quien, en primer lugar, mediante
un método nuevo, hizo pasar de las
tinieblas a la luz cuanto en las
Matemiticas habia permanecido
inaccesible a los antiguos y todo cuanto
los contempordneos habian sido incapaces
de descubrir; luego puso los cimientos
inquebrantables de la Filosofia sobre los
cuales es posible asentar la mayor parte de
las wverdades en el orden y con la
certidumbre de las Matemdticas, tal como
él mismo lo demostré realmente y como
aparece mds claro que la luz del dia a
todos cuantos han estudiado atentamente
sus escritos, cuya alabanza nunca serd tan
alta como merece.»

DESCARTES Y LA REINA CRISTINA DE SUECIA

Detalle del cuadro Cristina de Suecia y su corte, de P.Dumesnil. Descartes aparece haciendo una
demostracién geométrica.

Descartes, tomando una decision excepcionalmente poco cartesiana, acepta la invitacion de Cristina de
Suecia, que deseaba «intruirse en Filosofia», y se desplaza en setiembre de 1649 a Suecia, «el pais de los
osos, entre rocas y hielos». La reina le cita «en la biblioteca, todas las maiianas, a las cinco», «en Suecia se
hielan hasta los pensamientos». Descartes, que tenia la costumbre de levantarse tarde desde la época de
estudiante en La Fleche, enferma gravemente y muere el 11 de febrero de 1650, oficialmente de una
pulmonia, pero tal vez tuvo que ver la afioranza, los caprichos de la reina y los celos de los cortesanos. A
pesar de las disputas ente la reina y el embajador de Francia, el cuerpo de Descartes permanecié en
Suecia y no fue repatriado hasta 1666. No obstante, el craneo se quedd en Estocolmo hasta 1822, cuando
el quimico sueco Berzelius lo regal6 a Cuvier. En la actualidad el cuerpo de Descartes descansa en Paris,
en la Iglesia de Saint-Germain-des-Prés, aunque el craneo se exhibe en el Museo del Hombre.
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La Geometria de Descartes y la Geometria Analitica

Descartes participd de los objetivos y propdsitos reformadores de Vieta al realizar la
construccion geométrica de las raices de las ecuaciones algebraicas, que empieza, una vez
fijada una unidad, por la asignacion a cada segmento de una longitud, facilita la asociacion
implicita del sistema de numeros reales con los puntos de una linea recta —origen de las
coordenadas— y proporciona con esta base un substrato geométrico a las operaciones
aritméticas. Después muestra como se pueden construir —con instrumentos euclidianos pero
con el concurso del Algebra— las soluciones de las ecuaciones algebraicas, soslayando la
necesidad que habia en el Algebra Geométrica griega de conservar la homogeneidad y
eliminando la barrera dimensional. Todo ello son ingredientes de lo que mucho después de
Descartes se llamaria la Geometria Analitica.

Portada de la primera edicion de Opera
mathematica de Vieta. Fue editada por Van
OPERA Schooten, en Leyden, en 1646, justo tres afios antes
5 4 de que el propio Van Schooten, y también en
MATHEMATICA, Leyden, publicara La Geometria de Descartes. Se
cree que esta edicion de Van Schooten contiene la
In unum Volumen congelta, mayor parte de lo escrito por Vieta, con notaciones
ac recognita, nuevas introducidas por el editor.

FRANCISCI VIETXE

Operé atque frudio Con su Arte Analitica, Vieta habia ya establecido
N Leydenis, una conexién entre Algebra y Geometria, al obtener
las ecuaciones que corresponden a diversas
construcciones geométricas, en el caso de problemas
geométricos determinados, es decir manejando sélo
ecuaciones determinadas, en las que la variable
aunque es una incégnita, es una constante fija a
encontrar. Descartes, en La Geometria desarrolla
esta idea para problemas geométricos
indeterminados mediante la consideraciéon de
ecuaciones indeterminadas en variables continuas
que representan segmentos geométricos. En un
sentido general, se puede decir que la invencion de
la Geometria Analitica por Descartes consiste en la
Lv : extension del Arte Analitica de Vieta a la
Ex Officind Bonsventur & Abrahami Elzcviriorum. construccién geométrica de las soluciones de
> 15 © XLV ecuaciones indeterminadas.

Al partir del rastro de Vieta, Descartes alcanza el principio fundamental de la Geometria
Analitica, que expresado en lenguaje moderno, consiste en el descubrimiento de que las
ecuaciones indeterminadas en dos incognitas, f(x,y)=0, se corresponden con lugares
geomeétricos, en general curvas, determinadas por todos los puntos cuyas coordenadas
relativas a dos ejes satisfacen la ecuacion. Un aspecto de esta idea es anunciado por
Descartes en un enunciado basico que viene a decir: «una ecuacion en dos cantidades
indeterminadas determina, con respecto a un sistema dado de coordenadas, una curva»,
expresado como vimos, en el Libro Il de La Geometria de la siguiente forma (G.AT,VI, 412):

«Para encontrar todas las propiedades de las lineas curvas basta con saber la relacion
que tienen todos sus puntos con los de las lineas rectas [la ecuacién de la curva]»,

La relacion a la que alude Descartes es la ecuacion de la curva en un sistema de
coordenadas, una expresion algebraica que permite estudiar las propiedades y encontrar los
elementos caracteristicos de la curva —diametros, ejes, centros, normales, tangentes, etc.—
como asegura Descartes (G.AT,VI, 412—-413):

«Luego con sélo saber la relacion que tienen todos los puntos de una linea curva con
todos los de una linea recta [la ecuacion], en la forma que he explicado, es facil
también conocer la relacion que ellos tienen con todos los otros puntos y lineas dadas;
y, por lo tanto, conocer los diametros, los ejes, los centros, [...]. Y también, con sélo
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esto, se puede aun, encontrar casi todo lo que puede ser determinado respecto a la
medida del espacio que abarcan, [cuadratura].»

He aqui pues una correspondencia entre las propiedades geométricas de la curva y las
propiedades algebraicas de la ecuacion asociada que anuncia la esencia de la Geometria
Analitica como puente entre el Algebra y la Geometria y poderoso instrumento de solucién
de problemas geométricos mediante la intervencion del Algebra, una vez se ha definido un
sistema de coordenadas, mediante el que se obtiene la ecuacion de la curva como relacion
algebraica que liga las coordenadas de los puntos de la curva. El caracter algoritmico y
operacional del Algebra convierte a ésta en una potente herramienta no sélo de resolucién
de problemas geométricos concretos sino también en un magnifico util de exploracion e
investigacion geométrica, que en esto estriba realmente la eficiencia de la Geometria
Analitica.

De esta forma se comprende que a la Geometria Analitica, la « Geometria de coordenadas»
se le llame Geometria cartesiana. Aunque a tenor de lo que hizo Descartes mas bien habria
que llamarle « Geometria de ordenadas», ya que fijadas las dos incognitas que componen la
ecuacion, los segmentos de la primera se miden a partir de un punto inicial —origen de
coordenadas—, a lo largo de un eje dado y los segmentos de la segunda —que son
determinados por la ecuacion— se elevan como «ordenadas» formando un angulo con el eje.
Asi resultan lo que Descartes llama por primera vez en el Problema de Pappus «lineas
principales de referencia» (G.AT,VI,383). No hay, pues, una identidad entre la Geometria
Analitica moderna y la de Descartes, incluso son un cierto anacronismo las expresiones
actuales como «sistema de coordenadas cartesianas». De hecho, Descartes pocas veces
utiliza ejes perpendiculares, conocidos como cartesianos, sino que emplea diferentes
sistemas de coordenadas, en general oblicuos.

Descartes tenia una opinion muy negativa sobre los métodos sintéticos de los antiguos
griegos, por la ocultacion del proceso inventivo y la excesiva particularidad, y en
consecuencia no participd como hicieron muchos matematicos coetaneos en el movimiento
de restauracion de los trabajos perdidos de Apolonio. Descartes era consciente de que su
método estaba suplantando a los antiguos. De hecho ése era su proposito desde el
principio: no solo rehacer la Geometria griega, sino crear un nuevo método para la
resolucion de antiguos y nuevos problemas que rompiera de forma definitiva con la tradicion
griega y llega incluso a reemplazarla.

Como consecuencia de la aparicion de los inconmensurables, el Algebra Geométrica de los
griegos estructura casi toda la Matematica griega, con una rigidez que obliga a un
tratamiento sintético de los problemas, esclaviza a depender de la naturaleza geométrica
intrinseca de las figuras, de modo que cada problema exige un tratamiento local que
atomiza la casuistica de los casos especificos y precisa de sutiles construcciones
geométricas para cada caso particular. Es decir, cada demostracion de la Geometria
euclidea exigia nuevos e ingeniosos argumentos originales y estaba tan ligada a las figuras
que «que no puede egjercitar el entendimiento sin fatigar mucho la imaginacién», como diria
Descartes (DM.AT,VI,17-18). Pero lo mas grave era la ocultacion del procedimiento y el
método de descubrimiento como manifiesta en la Regla IV de las Regulae (RIV.AT.X.376-
377). Incluso Descartes llega a decir que «[...] los antiguos no poseian un verdadero
meétodo, ...,» sino «ellos no hubieran escrito libros tan voluminosos [para resolver las
cuestiones geométricas],» (G.AT,VI,376).

Las Geometria Analitica de Descartes nace, precisamente, de su interés por la metodologia.
Como escribe Kline (1985, p.51):

«Las contribuciones de Descartes a las Matematicas propiamente dichas no
ofrecieron nuevas verdades, sino, mas bien, una soélida metodologia que ahora
llamamos Geometria Analitica.»

La Geometria de Descartes tienen su anclaje en la Geometria Griega, pero se plantea como
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tarea esencial encontrar nuevos métodos mas simples, mas operativos, mas resolutivos,
mas heuristicos y sobre todo mas generales. La intencionalidad de Descartes es palmaria
hasta en el propio titulo de la obra de la que es tributaria La Geometria, que con titulo
abreviado se llama Discours sur la Méthode, en la que Descartes plasma, de forma clara y
distinta, «el método para dirigir correctamente la razén y buscar la verdad en las ciencias»,
es decir, primero el método, después la ciencia que resulta de su fiel aplicacién.

Bajo esta filosofia de trabajo Descartes es uno de los principales artifices de la inflexiéon
radical que presenta la Matematica del siglo XVII respecto a la clasica griega, que es
ponderada y es la fuente de formacion y de inspiracién de los matematicos, pero se
abandonan y critican sus métodos porque no son heuristicos. Con un nuevo enfoque se
trata ante todo de crear y descubrir, mas que de expresar demostrativamente o
axiomaticamente. Es mas relevante la forma de resolucion de los problemas que el estilo de
la presentacion. Lo que importa es la obtencion de métodos que permitan resolver de forma
directa y operativa los problemas y escribirlos formalmente siguiendo la linea de la propia
investigacion geométrica, es decir, métodos que al describir el proceso inventivo ensefen a
descubrir y rompan la clasica dualidad helénica invenciéon-demostracién que tiene lugar en
dos estadios de tiempo y espacio diferentes. Se pondera la heuristica y se busca
afanosamente la fusién, en un solo acto matematico, del descubrimiento y de la
demostracion. Esto es lo que ante todo persigue Descartes en El Discurso del Método la
busqueda de un «ars inveniendi», es decir, un método que sirva para descubrir nuevas
verdades mas que para probar lo que ya se ha hallado. Pues bien, aqui es donde interviene
el Algebra como instrumento inherente a la Geometria Analitica.

En efecto, el Algebra mecaniza la Matematica de forma que el pensamiento se simplifica y
disminuye el esfuerzo de la mente ante la automatizacién de los procesos. Para Descartes
el Algebra debe preceder a las deméas ramas de la Matematica y en cierto modo es una
extension de la Légica, como motor del razonamiento, en la linea de lo que llamaba
Matematica universal (la Mathesis de las Regulae, RIV.AT.X.376). El Algebra es la ciencia
universal del razonamiento. Y al concretar sobre el &mbito geométrico, el Algebra es la clave
para reconocer los problemas de la Geometria y unificar cuestiones cuya forma geométrica
no parece guardar a priori relacién alguna. Es decir, el Algebra aporta los principios de
clasificacion y jerarquia de los problemas y es el instrumento fundamental para discutir con
agilidad y generalidad las cuestiones geométricas. El Algebra simbdlica literal, con
incognitas, variables y parametros, libera de la necesidad de tratar casos especificos y
ejemplos concretos y permite formulaciones generales y desarrollos de procedimientos de
resolucion independientes de la estructura geométrica particular, que posibilita la aplicacion
de las mismas técnicas a situaciones analogas.

Concretemos aun mas qué funcién cumple el Algebra en la Geometria Analitica desde el
punto de vista del Analisis griego, con el fin de justificar el propio nombre de Geometria
Analitica, que algunos consideran inapropiado. El término Analisis se aplica desde Platon y
Pappus para describir el proceso de remontarse desde lo que se desea demostrar hasta
llegar a alguna verdad conocida —admitida o probada anteriormente—. En este sentido es lo
opuesto a la Sintesis, que es la presentacién deductiva de lo que se hall6 mediante el
Analisis. Es bajo estas concepciones que todavia Vieta y Descartes consideraban el Analisis
para describir la aplicacién del Algebra a la Geometria, puesto que el Algebra era el
instrumento adecuado para analizar el problema de construccién geométrica. En efecto,
Vieta habia definido el Analisis como «doctrina bene inveniendi in mathematica». Para Vieta
el Arte Analitica constaba de tres partes: zetetic donde se determinan las propiedades de los
elementos que pide el problema a partir de las propiedades de los datos, poristic que es el
proceso de verificacion y exegetic que es la demostracion de la proposicién. Tal como habia
sido usado por Platén y Pappus, la palabra Analisis hacia referencia al orden de las ideas en
una demostracién. El Analisis es la descomposicién en elementos mas simples que se hace
en el camino de la investigacion, la Sintesis es la composicién o reordenacion que se hace
en la exposicion. Vieta aplicara la palabra Anélisis en la Geometria algebraica, a la que mira
como una nueva forma de Analisis matematico y usa el término bajo el significado de los
griegos, pero remarca que en la fase zetética de ataque algebraico del problema se procede
indirectamente a base de asumir lo que se quiere probar o construir y se maneja y se opera
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con las cantidades incégnitas como si fueran conocidas.

Descartes reproducira, en el segundo epigrafe del Libro | de La Geometria titulado «cémo se
llega a las ecuaciones que sirven para resolver los problemas», estas ideas en torno a la
aplicacion del Analisis: (G.AT,VI,372):

«Asi, si se quiere resolver algun problema, debe de antemano considerarse como ya
resuelto, y dar nombre a todas las lineas que parecen necesarias para construirlo,
tanto a las que son desconocidas como a las otras. Luego, sin considerar ninguna
diferencia entre estas lineas conocidas y desconocidas, se debe examinar la dificultad
segun el orden que se presente como mas natural de todos, en la forma como
aquellas lineas dependen mutuamente las unas de las otras, hasta que se haya
encontrado la manera de expresar una misma cantidad de dos maneras: lo que se
denomina una ecuacioén, pues [el resultado de] los términos de una de esas dos
formas son iguales a los de la otra.»

Asi pues, tanto para Vieta como para Descartes, el Algebra se convierte en el instrumento
adecuado para emprender el camino analitico en Geometria, que de acuerdo con las
palabras mencionadas de Descartes, debe seguir un protocolo de actuacion. Senalemos,
punto por punto, los pasos a seguir, segun Descartes, para resolver cualquier problema
geométrico, que en esencia son casi los mismos que realizamos de forma académica
cuando resolvemos actualmente cualquier problema de Geometria Analitica:

a) se da nombre a todos los segmentos que parecen necesarios;

b) se supone el problema resuelto, es decir, se supone conocida la longitud
buscada;

c) se plantea la ecuacién entre las longitudes conocidas y desconocidas;
d) se resuelve esta ecuacion;
e) se concluye con la construccion geométricamente de la solucién.

Este es el camino que sigue el método cartesiano en el que el estudio analitico se funde con
la sintesis algebraica en transicién de la Geometria al Algebra y del Algebra a la Geometria.
El Analisis mediante el Algebra traduce los datos geométricos de forma que sean tratables
por medio del automatismo del calculo algebraico, esto es el Analisis Algebraico. Se
comprende, pues, el nombre de Geometria Analitica que en el curso de la Historia se le dio
al instrumento desarrollado por Descartes, aunque tal vez hubiera sido mas descriptivo el de
Geometria Algebraica —que curiosamente resultaria de la permutacion de los términos de
Algebra Geomeétrica con que se nombra buena parte de la Matematica de Los Elementos de
Euclides—, aunque este nombre también seria deficiente, toda vez que la Geometria
Analitica es mucho mas que una mera aplicacion del Algebra a la Geometria, ya que
requiere el uso de coordenadas. En suma, la Geometria Analitica seria el Analisis moderno,
siendo el Algebra por su caracter algoritmico el principal instrumento de la aplicacién de ese
Analisis, por eso también se podria definir con mayor precisién como la aplicacién del
Analisis Algebraico a la Geometria. Histéricamente, hasta muy tarde se han utilizado los
términos Algebra y Analisis como sindnimos. Asi aparecen, por ejemplo, en la famosa
Encyclopédie, donde D’Alembert escribe:

«El Analisis es propiamente el método de resolver los problemas matematicos,
reduciéndolos a las ecuaciones. El Analisis para resolver problemas, emplea el
recurso del Algebra, o célculo de las magnitudes en general: estas dos palabras,
Anélisis y Algebra, son a menudo miradas como sinénimas [...] Algunos autores
definen el Algebra (como siendo) el arte de resolver los problemas matematicos: pero
ésta es la idea del Anélisis o del arte analitico mas bien que del Algebra.»

Cuestiones nominalistas aparte, volvamos a los origenes para reiterar que la Geometria
Analitica recibe su nombre y sus procedimientos del método de Anaélisis de los griegos y
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permite recuperar el Analisis Geométrico de los antiguos mediante la accién del Algebra, ya
que el caracter algoritmico de ésta promociona y acentua las aptitudes heuristicas del
Analisis. Asi lo observamos claramente en La Geometria, donde uno se convence de la
posibilidad cartesiana de reconstruir toda la Geometria con una simplicidad sorprendente
como el propio Descartes asegura (G.AT,VI,376):

«[...] Se pueden construir todos los problemas de la geometria ordinaria, sin hacer mas
que lo poco que esta comprendido en las cuatro figuras que he explicado»,

y con unos instrumentos francamente modestos, sélo los Teoremas de Tales y de Pitagoras,
como indica a la Princesa Elisabeth en la comunicacion epistolar de noviembre de 1643:

«Yo no considero ofros teoremas que los lados de los triangulos semejantes estan en
proporcion, y que, en los triangulos rectangulos, el cuadrado de la base es igual al
cuadrado de los dos lados».

Descartes hace esta observacion respecto de la resolucion del problema de Apolonio, pero
lo mismo se puede decir de La Geometria en general.

Es asombroso jcomo se puede hacer tanto con tan poco! Y es que el enfoque analitico,
siempre con el recurso algoritmico del Algebra simbdlica, permite la generalizacion de los
métodos y la aplicacion uniforme de los mismos procedimientos a cuestiones similares.

Durante algunos afios después de 1637, la Geometria Analitica fue considerada como la
invencién de un solo hombre —Descartes—, debido a que los trabajos de Fermat sobre
Geometria Analitica —la Introduccién a los Lugares Planos y Sélidos—, conocida como
Isagoge, no fueron publicados en vida del autor. Por ello es dificil aquilatar el grado de
influencia que tuvo sobre sus contemporaneos. No obstante, tanto la Isagoge como los
trabajos de Fermat sobre maximos y minimos y su aplicacion a las tangentes fueron
conocidos —por voluntad de Fermat a través de manuscritos que acompafiaban a su
correspondencia con Mersenne—, por el circulo de matematicos de Paris, incluso antes de la
aparicion de La Geometria de Descartes, pero asi como las tangentes de Fermat causaron
una gran impresién sobre todo en Descartes, la Isagoge parece que fue rapidamente
eclipsada por el trabajo de Descartes. Mientras algunos aspectos de los maximos y minimos
y las tangentes de Fermat fueron incorporados a algunas publicaciones de otros
matematicos, la Isagoge no aparece en imprenta hasta la publicacion de Varia Opera
Mathematica de Fermat por parte de su hijo Samuel en 1679, catorce afos después de la
muerte de su autor, cuarenta y dos afos después de la publicacion de La Geometria de
Descartes y casi cincuenta anos después de ser escrito el tratado, en unos momentos en
que la influencia cartesiana se habia extendido notablemente, de modo que la memoria de
Fermat sobre Geometria Analitica, ya incluso con una notacién obsoleta, tenia simplemente
un valor histérico para atestiguar (debido a la fecha de composicién y a su contenido) la
independencia de la Geometria Analitica de Fermat respecto de la de Descartes. Asi pues,
el nombre de Geometria cartesiana con que se denomina a veces a la Geometria Analitica
no hace justicia a ambos fundadores, incluso entre profesionales de la Matematicas se
desconoce, a veces, la copaternidad de Fermat, pero es bien cierto que fue bajo la forma
cartesiana como este magnifico instrumento se impuso y echo raices en la Matematica.

Al contrario que la Isagoge, La Geometria de Descartes tuvo una rapida difusién, de modo
que por la importancia que se dio a la obra, enseguida aparecieron nuevas ediciones que
recibieron infinidad de comentarios por parte de matematicos coetaneos. Ademas, no todo el
mundo entendia la obra de Descartes, de modo que incluso algunos eruditos solicitaron
aclaraciones para poderla seguir. Estas preocupaciones latentes en los ambitos
matematicos propiciaron el que van Schooten —que habia sido el disefiador de las figuras de
la primera edicion— afadiera, a su traduccion latina de 1649, toda una serie de comentarios
propios, las Notas Breves de F. de Beaune y aportaciones de Witt, de Hudde, de van
Heuraet y otros, que contribuyeron a extender su difusion e incrementar su inteligibilidad.
Tanto éxito tuvo la publicacién de van Schooten que se reedité en 1659 y 1695.
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LA GEOMETRIA ANALITICA DE FERMAT DE LA
INTRODUCCCION A LOS LUGARES PLANOS Y SOLIDOS

VARIA OPERA

MATHEMATICA

D PETRI DE FERMAT,
SENATORIS TOLOSANI

Accefleunt {cle@z quzdam cjufdem Epiftole, vel
ad ipfuma plerifque doctifsimis viris Gallice, Latine,
vel Iralice, de rebus ad Mathematicas difciplinas,
aut PE!’\'ECJHI }){:r(incnnbus [L‘rlp(.u,

TOLOS &,

Apud JOANNEM PECH, Comiri F Ty hum , juxta

e i

Collegium PP. Socictatis JES U.

M. DC LXXIX

1. Retrato de Fermat como consejero del parlamento de Toulouse (atribuido a Antoine Durand).
Académie des Sciences et Belles Lettres de Toulouse.

2. Ediciéon de Samuel de Fermat de VARIA OPERA MATHEMATICA de D. PETRI DE FERMAT. Tolosa, 1679.

La particular forma que tenia Fermat de trabajar en Matematicas, asi como de comunicar sus descubrimientos,
unida a la despreocupacién por la conservacion de sus papeles y la constante reticencia en torno a su eventual
publicacién -Fermat no escribié grandes tratados, sino apuntes episddicos y notas marginales-, supuso que a su
muerte en 1665 gran parte de su trabajo quedara desperdigado en numerosos ambientes cientificos de toda
Europa. Por esta razén su influencia directa no tuvo la envergadura y la inmediatez de la de Descartes.

Catorce afios después de la muerte de su padre, habiendo reunido la mayor parte de los escritos latinos, asi
como un numero suficiente de cartas inéditas, Samuel de Fermat hizo imprimir en 1679 Varia Opera
Mathematica, que a pesar de las lagunas de importantes desarrollos de Fermat y de las excesivas incorrecciones
-Samuel no era matematico-, constituyé hasta finales del siglo XIX -se reimprimié en 1861- la tnica
publicacién donde se podian estudiar los trabajos de Fermat

La Geometria Analitica de Fermat tiene su origen en su profundo conocimiento de la Geometria de Apolonio y
Pappus y del Arte Analitica de Vieta. Fermat se dio cuenta de que las relaciones de areas, expresadas segtn el
Algebra” Geométrica de los griegos en forma de proporciéon, mediante las que Apolonio escribia las
propiedades intrinsecas de las coénicas se prestaban con gran facilidad a ser traducidas en el lenguaje de
ecuaciones del Algebra simbdlica de Vieta. De esta forma el symptoma de la curva de Las Cénicas de
Apolonio, forma retérica de la expresién de la curva en el lenguaje pitagorico de la Aplicacién de las Areas,
evolucionaba hacia la ecuacion caracteristica de la curva de la Introducccion a los Lugares Planos y Sélidos (Ad
Locos Planos et Solidos Isagoge) de Fermat, memoria que contiene la llamada Geometria Analitica de Fermat .

Al vincular los trabajos matematicos de Vieta y Apolonio, Fermat alumbra su Geometria Analitica que
establece un efectivo puente entre la Geometria y el Algebra, lo que le permitird la asociacién de curvas y
ecuaciones, a base de aplicar el Analisis algebraico de Vieta a los problemas de lugares geométricos de
Apolonio y Pappus, definidos, en un sistema de coordenadas, por una ecuacién indeterminada en dos
incoégnitas. De este modo Fermat resolvera los problemas del Analisis Geométrico de los antiguos mediante la
mecanica operatoria del Algebra simbélica.

Con la Geometria Analitica de Fermat se alcanzaba el maximo grado de consumacién en la aplicacién a los
problemas geométricos del antiguo método de Andlisis (de ahi procede el adjetivo Analitica que acompaiia al
sustantivo Geometria), siendo el Algebra por su caracter algoritmico el principal instrumento de la aplicacién
de ese Analisis.

La Geometria Analitica se convierte enseguida, en la mente de Fermat, en una poderosa herramienta heuristica
de investigacion, mediante la cual é1 mismo resolvera de forma prodigiosa y brillante, numerosos problemas,
antiguos y nuevos, en particular numerosas cuestiones de lugares geométricos, maximos y minimos, tangentes,
cuadraturas y cubaturas, centros de gravedad y problemas de rectificacion de curvas.
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1. Edicion latina de 1695 de van Schooten de La Geometria de Descartes.

2. Edicion francesa de 1705 de La Geometria de Descartes.

A diferencia de las obras de Fermat, La Geometria de Descartes tuvo numerosas ediciones, tanto
en latin como en francés, algunas de ellas con prolijos comentarios para hacerla mas inteligible,
es decir, que eran auténticas ediciones criticas. Por ello los rudimentos de Geometria Analitica
de La Geometria de Descartes recibieron una amplia difusion.

La Edicion latina de 1695 de van Schooten contiene entre otros elementos los siguientes:

e Geometria, una cum notis Florimondi De Beaune.

e Francisci a Schooten In Geometriam Renati Des Cartes Commentarii.

¢ Johannis Huddenii Epistola prima de Reductione Zquationum.

¢ Johannis Huddenii Epistola secunda de maximis et minimis.

¢ Renati Des Cartes Principia Matheseos Universalis seu Introductio ad Geometria

Methodum

e conscripta ab. Er. Bartholino. De Aquationum Natura, Constitutione, et Limitibus

Opuscula Duo.

¢ Incepta a Florimondo De Beaune ab Erasmio Bartholino.

¢ Johannis De Witt Elementa Curvarum Linearum edita opera Francisci a Schooten.

e Francisci a Schooten Tractatus de Concinnandis Demonstrationibus Geometricis ex

Calculo Algebraico.

359




La proyeccidn historica de la Geometria Analitica cartesiana

Al partir del Analisis Geométrico griego como trampolin y punto de arranque vy al utilizar el
Arte Analitica de Vieta como instrumento algoritmico basico, Descartes conduce el Anélisis a
su maximo poder heuristico para la resoluciéon de los problemas geométricos, a base de
aunar el estudio analitico con la sintesis algebraica, lo que permitira, mediante las
ecuaciones, transitar de la Geometria al Algebra y del Algebra a la Geometria. La Geometria
Analitica resultante, dotada del simbolismo literal, con todo el potencial de la mecanica
algoritmica operatoria de calculo, manipulaciéon y simplificaciéon propias de las ecuaciones
del Algebra, reemplaza las ingeniosas construcciones geométricas de la rigida, farragosa y
retérica Algebra Geométrica de los griegos por sistematicas operaciones algebraicas que
permiten mediante un proceso analitico-sintético de resoluciéon de los problemas, no soélo
reconstruir la Geometria clasica con mas claridad, flexibilidad, operatividad y versatilidad,
sino crear, ademas, una potente heuristica geométrica mediante la cual Descartes pudo
plantear y resolver de forma admirable, brillante y prodigiosa problemas dificiles, algunos
clasicos —el Problema de Pappus y el Problema de Apolonio, entre otros—, y otros nuevos
como la determinacion de las rectas normales a las curvas.

Descartes creara, ademas, las herramientas geométrico-algebraicas para resolver con
eficacia otros muchos problemas como los de lugares geométricos, el estudio de elementos
notables de las curvas y los problemas infinitesimales —extremos, tangentes, cuadraturas y
cubaturas, centros de gravedad, rectificacién, etc.— de gran interés e importancia en los
ambientes cientificos de la primera mitad del siglo XVIl. En este sentido, la Geometria
Analitica cartesiana tuvo una decisiva influencia, segin veremos, como instrumento clave de
la eclosion de multitud de métodos y técnicas infinitesimales, que convergen en la invencién
del Calculo Infinitesimal.

Una de estas herramientas fundamentales es precisamente la nueva notacion cartesiana.
Descartes aplica a los problemas y a las ecuaciones un nuevo y potente simbolismo
simplificador, explicativo y resolutivo, que va mucho mas alla de la abreviatura césica
iniciada por Diofanto y desarrollada por los algebristas italianos e incluso allende la escritura
simbdlica de Vieta. Los simbolos y términos de la matematica son el soporte de sus
conceptos y métodos, por tanto tienen una gran importancia, y a pesar de la arbitrariedad en
la eleccion de los signos, conviene adoptar un criterio unificador, que al ser adoptado
universalmente, facilita la interpretacion y la comprension, ahorra tiempo y espacio, entrafa
economia de pensamiento y permite una mayor y mas rapida difusion. Esto es precisamente
lo que consiguié Descartes con los convenios notacionales fijados en La Geometria, que
han tenido la virtualidad de convertirse en algo poderosamente definitivo, de modo que La
Geometria, es el primer texto matematico en el que un lector actual no encontraria
dificultades con la notacion.

Como escribe E.Colerus, en un lenguaje casi mistico, en su Breve Historia de la Matematica
(Vol. Il, pag.17, Doncel, Madrid, 1973):

«La Matematica no es sino una obra magica del pensamiento, y los espiritus aparecen
cuando se les invoca con las férmulas adecuadas.»

La notacién de Descartes fue la formula oportuna para su magno proyecto de reforma que
alcanz6 a una completa reconstruccion de la Matematica sobre premisas muy sencillas, no
geométricas como en Euclides, sino algebraicas. La Geometria de Descartes elimina toda
una serie de limitaciones que encorsetaban a la Geometria griega:

« Limitacién pitagorica de la inconmensurabilidad.

e Limitacién platonica de los instrumentos geométricos —regla y compas—.

e Limitacién euclidea de la homogeneidad dimensional.

e Limitacidn tridimensional.

e Limitacion de la dependencia de las figuras geométricas.

e Limitacién de la imposibilidad de asignar niumeros a las figuras geométricas.
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A titulo de ejemplo sobre lo que introduce la Geometria Analitica en el panorama
matematico pensemos en el estudio de las curvas, un tema de importancia esencial en la
Geometria de toda época y en particular en los estudios infinitesimales. Las limitaciones
algebraicas del Algebra Geométrica de los griegos, consecuencia de los inconmensurables,
hizo imposible la introduccién en el mundo griego de nuevas curvas por medio de
ecuaciones. Las curvas se obtenian constructivamente mediante interseccién de superficies
y lugares geométricos y también a través de relaciones de areas o longitudes, que daban la
propiedad de definicion de la curva, De esta forma, el elenco de curvas que manejaron los
griegos hubo de ser necesariamente muy limitado —/as conicas de Menecmo y Apolonio, /a
espiral de Arquimedes, la cuadratriz de Hipias o Dindstrato, la cisoide de Diocles, la
hipopede de Eudoxo, la concoide de Nicomedes, y pocas mas—.

La investigacion infinitesimal en los albores del siglo XVII tiene lugar con el planteamiento y
resolucion de problemas de cuadraturas y tangentes sobre curvas. Cabe decir que pioneros
de los métodos y técnicas del Calculo del siglo XVII, como Kepler e incluso Cavalieri, no
tuvieron a su disposicion los desarrollos geométricos de Descartes, de modo que el niumero
de curvas que manejaron y a las que podian aplicar las técnicas algoritmicas del Calculo
que iban descubriendo era muy limitado, practicamente las mismas que conocieron los
griegos. Ademas, todavia manejaron las curvas en el farragoso lenguaje del Algebra
Geomeétrica griega mediante relaciones de areas y proporciones. El trabajo de Descartes en
La Geometria abre el camino a la introduccion sistematica de nuevas curvas y a un manejo
mas util, sencillo y operativo, mediante las ecuaciones de las curvas. En efecto, de acuerdo
con el Principio Fundamental de la Geometria Analitica las curvas planas estan
determinadas por la ecuacion candnica asociada, y por tanto, por el simple hecho de escribir
una ecuacién una nueva curva queda definida en el ambiente geométrico para la indagacion
de problemas infinitesimales vinculados a ella, de modo que aparece en el ambiente
matematico de los dos primeros tercios del siglo XVII una ingente cantidad de nuevas curvas
que se definen a propdsito de la introduccidon de la Geometria Analitica, entre las que
sobresalen: el caracol de Pascal, el folium de Descartes o galande de Barrow, la curva de
Lamé, la espiral logaritmica, la kappa-curva, la curva tangentoidal, pero sobre todo las
parabolas, hipérbolas y espirales generalizadas o de orden superior —llamadas de Fermat
por ser él quien las introdujo— y por encima de todas ellas, en cuanto a importancia, la
cicloide, la reina de todas las curvas, llamada la Helena de la Discordia, por las polémicas
que surgieron sobre cuestiones de prioridad y acusaciones de plagio acerca de la resolucion
de problemas vinculados a ella. El vasto conjunto de nuevas curvas promueve la aparicién
de multitud de variadas técnicas algoritmicas infinitesimales al disponer de un amplio
material geométrico al que aplicarlas. Se comprende, pues, la amplitud panoramica que
sobreviene en el ambito matematico con la emergencia de la Geometria Analitica.

La propia Geometria Analitica en si misma era un instrumental algoritmico de primer orden,
por eso jugd un papel decisivo en la investigacion Infinitesimal. Las Geometria Analitica de
Descartes permite utilizar la expresion algebraica de la ecuacion de una curva para
encontrar sus elementos geométricos mas notables —diametros, ejes, centros, etc.— vy, en
particular, en el terreno infinitesimal resolver los problemas de cuadraturas y tangentes
relacionadas con la curva. Es decir, la ecuacion de la curva es un elemento esencial para
esclarecer las propiedades y encontrar los elementos relevantes de la curva. La Geometria
Analitica traslada los problemas infinitesimales de la Geometria al Algebra, la cual por su
caracter operacional, permite, tras la realizacion de calculos y en particular la resolucion de
ecuaciones, regresar a la geometria del problema, para encontrar y solucionar cuestiones
geométricas. Como consecuencia, la tarea de probar un teorema o resolver un problema
geomeétrico de indole infinitesimal se conduce de forma muy eficiente a probarlo o resolverlo
mediante el Algebra, de modo que la aplicacion de la Geometria Analitica proporciona una
potente técnica de resolucién de problemas infinitesimales, y algo que es todavia mas
importante, un poderoso instrumento de investigacién geométrica en el ambito infinitesimal.

La Geometria Analitica desarrollada por Descartes tuvo, pues, un papel decisivo en todo
este proceso de alumbramiento de las técnicas del Calculo del siglo XVII . El impacto del
Algebra tiene lugar no sélo sobre la Geometria sino también sobre el Calculo Infinitesimal a
través de la propia Geometria Analitica, apareciendo como resultados positivos los intentos

361



de aritmetizacion del método de exhaucion de los griegos, que conducira a la utilizacién
incipiente y subrepticia de los limites. Se comprende entonces por qué la aparicion de la
Geometria Analitica en el horizonte matematico del siglo XVII tuvo una incidencia capital en
la aparicion de multitud de métodos y técnicas infinitesimales que condujeron al
descubrimiento del Analisis Infinitesimal por parte de Newton y Leibniz.

Puede decirse que el Célculo anterior a Newton y Leibniz es una ingente casuistica de
métodos heuristicos, aplicados a problemas geométricos especificos, que se resuelven
mediante técnicas ad hoc vinculadas a las correspondientes figuras geométricas, que
desarrollan multitud de resultados particulares que, al traducirlos al lenguaje moderno,
muestran los conceptos esenciales del Calculo, que de alguna manera yacian en ellos, pero
de forma tan fragmentaria que soélo se referian a problemas individuales y no a teorias
generales, aunque la perspectiva de generalizacion estaba implicita en esos métodos. Es
precisamente la Geometria Analitica de Descartes la que favorece este proceso de
busqueda del algoritmo valido en general e independiente de la estructura geométrica
intrinseca de cada problema. La generalidad del Algebra frente a la especificidad de la
Geometria, permite, por ejemplo, que en la traduccion geométrico-algebraica en que
consiste la Geometria Analitica, cada caso particular del trazado geométrico de la tangente,
que es diferente y especifico para cada curva, de acuerdo con su naturaleza geométrica,
deje de serlo y se pueda aplicar, mediante un proceso analitico, el mismo procedimiento a
todas las curvas de las que se conozca su expresion analitica —su ecuacién—, es decir, el
proceso algoritmico de calculo de una derivada. He aqui una muestra muy significativa de la
trascendencia de la Geometria Analitica como herramienta que simplifica y reduce una
extensa tipologia de problemas geométricos —el trazado de las tangentes de las diversas
curvas— a un unico y concreto problema analitico —el calculo de la derivada—.

CouMeEnTARYr ¥ Lizruwn IL 267
Quibus & explicatis, ut ad propofitum redeamus, atque re-
&am , que Trochoidem in dato pano tangat, ducamus: {cien=-
dum eft, lineam redtam , tranfeuntem per punfum diftum, &
punftum, in quo rota bafin , dum punétum in Trochoide datum
delcribitur , concingit , fecare femper tangentem quaeficam ad an-
gulos reltos,
Ut i invenienda Ot linea re-
¢ &, mngens inB cwvam (i
ve Trochoidem ABC , de
{criptam (uper bafin AD per
punftum aliquod  circumfe-
rentiz rore DNC, fuper ba-
fin AD circumvolute : opor-
tet tanthm per punftum B
o p relaam Imur'n ducere U N,
A X paraliclam bali AD; & dein-
de ab N ( ubi rote oceurrit ) ad D, ( ubi rota bafin tangit) reftam
ND; tumdue cidem paralielam BO 3 ac denique huic perpen~
dicularem B L: Que erit tangens queeliza,

Pagina de la edicion de van Schooten de 1695 de La Geometria de Descartes.

Se trata de un apunte de van Schooten donde se explica el cilculo cartesiano de la tangente
a la cicloide, sin duda la curva mas importante sobre la que se ensayaron los métodos y
técnicas infinitesimales que aparecieron a lo largo del siglo XVII como consecuencia del
desarrollo de la Geometria Analitica de Descartes.
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LA GEOMETRIA ANALITICA Y EL
DESCUBRIMIENTO DEL CALCULO INFITESIMAL

144  Of the Method of Frux 10N s

fimpleft original; - and know to what Curves it
ftands related,  But now let us Hluftrate by exam.
ples what has been already delivered.

fuch a kind that the (emicircle QHA being de-

\‘? '/
B

feribed, and AC, being ereéted perpendicular to
the diameter AQ, if the parallelogram QACI be
completed, the diagonal Al be drawn meeting
the femicircle in H, and from H the perpendicu-
Jar HE be lct fall to IC; then the point E will
delcribe a Curve, whofe area ACEQ is fought,
Therefore make AQ=qa, AC==, “E=y ; and
becaule of the continual proportionals AT, AQ,

AH, EC; it will be EC or y= -2

Now that this may acquire the form of the
equations in. the Tables, make y—2, and for z*

Q — 1

SRS
4l il ¥

¥ L

Ra..“
(=

A

- . . L
in the denominator write z+; and g'z'=! for 4
or 42! in the pumeratcr; and there will arife y=

nlz:"-!’

a4z

cond order of the laft Table: and the terms be-

ing compared, it will be d=a’, ¢—4a*, and f=1.
3 ¥

So that J;;-‘;-,:x, Va—ar=v, and xv—2;

—

. an equation of the firft fpecies of the fe-

Now

ExamrLr 1. Let QER be a Conchoidal of

MENSISOCTOBRISA.MDCLXXXIV, 467
NO¥VA METHODVS PRO MAXIMIS ET Ml
ninessy itemque tangentibus | que nec fralas, necirrati-
onales quaniitates moratur, €5 fingularepro
sllés calends genus, per G.G. L.

Srt-\xi‘ AX, & curvae plures, ut VV, WW7, YY, ZZ, quarom ordi-

“nate, ad axem normales, VX, WX, YX, ZX, qux vocenrur refpe.
o €live, v, vv,y, 2; &ipfa AX abftifiaab axe, vecetur x. Tangentes fine
VB, WG, YD, ZE axi occurrentes refpective in punéis B, C, D, E.
Jamredta aliqua pro arbitrio afumea voceeur dx, & re@a qua fic ad
dx, utw (vel vv, vel y, velz)eftad VB (vel WC, vel YD, vel ZE) vo-
ceturd v (veld vy, veldy vel dz) five differentia ipfarum @ (vel ipfa-
fum vv, auty, aurz) Hispofitis calculi regulz erunt tales :

Sita quantitas data conftane, erit da zqualiso, &d 2 erit 2qu
adx:(i ficy zqu v (feu ordinataquavis curve YY, zqualis cuivis or-
dinatz refpondenti curve YV )eritdy zqu. dv. Jam Additio & Sub=
tfraflie:fifirz -yt wwtx aqu. v, crm--y tevvix feu dr, 2qu.
dz--dytdwwtds. Multiplicatio, dxvzqu.xdvivdx, feu pofito
Y 2qu.xp, Aiccd y xqu. xd » fp dx. Inarbitrio enim eft vel formulam,
utxy, vel compendio pro ca lireram, uty, adhibere. Notandum &x
& dxeodem modo in hoc calculo tradtari,ut y & dy,vel aliam literam
indeterminatam cum (ua differentiali. Notandum etiam non dari
femper regrefluma differentiali Zquatione, nifi cum quadam cautio-

» »
ne,dequoalibi, Porro Dirifio, d—vel (pofitoz zqu, )dzzqu

frdytydr &

y y

— S—

[y

s‘Oyumcl Sigrahoc probe notandum, cum in calculo pro litera
fubfticuicur impliciter ejus differentialis, fervari quidem cadem figna,
& pro tz fcribi 1dz, pro-z feribi--d z, ut ex additione & fubtra-
dione paulo ante pofita apparet; fed quando ad excgefin valorum
venitur, feu cum confideratur ipbus z relatio ad x , tunc apparere, an
valor ipfius dz ﬁ:q-:amimaﬂirmatiu, an nihilo minor feunegativa :
quod pofterins cum fir, tunc tangens ZE ducitura puncto Z non ver-

{us A, fed in partes contrarias fcn infra X,id eft tunccum iplz ord_inar:

1. Pagina de The Metod of Fluxions de Newton (Londres, 1737), con el trazado de la tangente a la
concoide. En esta obra Newton unifica la mayor parte de resultados sobre tangentes y cuadraturas
que ocuparon a buena parte de los matematicos del siglo XVII.

2. Pagina de Nova Methodus pro Maximis et Minimis de Leibniz (Leipzig, 1684), donde aparecen las
reglas para derivar sumas, productos y cocientes. Esta obra es considerada como la primera
publicacion sobre Calculo Infinitesimal de la historia.

«Apoydndose en hombros de gigantes» como Fermat y Descartes, apurando y exprimiendo la capacidad
de unificacion y generalizacion que permitian los procedimientos del Algebra y de la Geometria
Analitica, bajo concepciones y métodos infinitesimales diferentes, Newton y Leibniz fueron capaces
de separar la ganga geométrica de los resultados de sus antecesores y encontrar el principio general
que les permitiria reducir las operaciones fundamentales del Calculo Infinitesimal a una operativa
universalmente valida, concibiendo la idea de sustituir todas las operaciones de caracter geométrico
involucradas en el calculo de tangentes, por una tnica operacién analitica, la derivacion del Calculo
Diferencial, que resolveria, ademas por inversion -calculo de la antiderivada o primitiva- los
problemas de cuadraturas del Calculo Integral, a través del Teorema Fundamental del Cdlculo, que
vincula ambos problemas y permite la obtencion de cuadraturas mediante la resolucién del problema

inverso de la tangente.

En la brillante operacion realizada por Newton y Leibniz, que se ha venido en llamar el
descubrimiento del Calculo Infinitesimal, y que es sin lugar a dudas, uno de los logros mas
importantes en la Historia del Pensamiento matematico, coadyuvo de forma decisiva la creaciéon y
aplicaciéon de un simbolismo que propiciara traducir en formulas los resultados y en algoritmos los
métodos, a base de utilizar los recursos algebraicos de la Geometria Analitica para independizar el
discurso matematico de las figuras geométricas y con todo ello reconocer y aislar los conceptos
fundamentales del Calculo Infinitesimal y crear un cuerpo de doctrina dotado de algoritmos eficaces,
es decir, funcionando como un Cailculo operacional que resuelve todos los problemas planteados
anteriormente, mediante procedimientos uniformes y con una proyeccién a nuevos y mas compli-
cados problemas, como un potente instrumento de investigacion. En palabras del propio Leibniz, se
trataba de hacer con las técnicas del Calculo lo mismo que habia hecho Vieta con la Teoria de

Ecuaciones y Descartes con la Geometria.
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Con la fusion del Anélisis Geométrico griego y la sintesis algebraica de Vieta, Descartes da
a luz la Geometria Analitica, algo auténticamente revolucionario que consigue aniquilar, en
gran parte, su raiz primigenia: la propia Geometria griega. Es la primera vez en la Historia
moderna que se tiene el convencimiento de haber superado a los antiguos en algun
aspecto. A este respecto, pueden ser muy oportuno recordar las reflexiones de O.Spengler,
matematico y ensayista de éxito, de los afios 20 del siglo pasado, en su libro La decadencia
de Occidente donde desarrolla su teoria de la Historia como una sucesion de ciclos
culturales. Para Spengler, no hay una Matematica que se desarrolle linealmente y cuyo
contenido vaya acumulandose a través de los siglos, sino que hay tantas Matematicas como
culturas, como ciclos histéricos y cabria distinguir entre otras, «/la Matematica antigua», de la
cultura griega y la «Matematica moderna» de la cultura occidental y cristiana, esencialmente
distintas y que serian fruto y consecuencia de los componentes culturales de cada época y
al mismo tiempo un factor decisivo en la configuracién global de las mismas. En el capitulo |
de la citada obra, titulado «El sentido de los numeros», Spengler (1998, p.144): escribe:

«No hay una Matematica, hay muchas Matematicas. [...] El espiritu antiguo creo su
Matematica casi de la nada. El espiritu occidental, histérico, habia aprendido la
Matematica antigua, y la poseia, aunque solo exteriormente y sin incorporarla a su
intimidad; hubo, pues, de crear la suya modificando y mejorando, al parecer, pero en
realidad aniquilando la matematica euclidiana, que no le era adecuada. Pitagoras llevo
acabo lo primero; Descartes lo segundo. Pero los dos actos son, en lo profundo,
idénticos.»

En efecto, Descartes parte de la Geometria griega para construir algo completamente
nuevo, que se convertira en una Matematica universal, que, en particular apartara a la
Geometria del eje central de la Matematica y la destrona de forma definitiva de su rango de
reina de la Matematica de modo que la Matematica algebrizada de Descartes desplazara y
ocupara el lugar de la Matematica geometrizada de los griegos. Descartes trastoca
completamente la jerarquia de las diversas partes de la Matematica, de modo que en su
pensamiento la Aritmética y el Algebra no sélo preceden lédgicamente a la Geometria, sino
que, ademas, son superiores en esencia, porque al ser las ciencias de las magnitudes, son
mucho mas generales y aplicables, entre otros ambitos al de la Geometria. Es mas con
Descartes el Algebra figura en primera linea como técnica, como método de combinacién y
construccion, de tal modo que es el calculo algebraico el que legitima los resultados de la
nueva Geometria Analitica, que destruye los escrupulos de los griegos relativos a la
definicion de las curvas y hace inutil la teoria de la construccién geométrica, que queda
sustituida por la sintesis de la construccién algebraica. Asi pues, Descartes, con su
Geometria Analitica, otorga al Algebra el gobierno soberano de las Matematicas, hasta que
en el siglo XIX Gauss afirme que es la Aritmética quien debe ocupar el trono de esta ciencia.

La importancia que la posteridad ha concedido a La Geometria de Descartes no coincide
con los aspectos que interesaban a su autor, porque la idea esencial de futuro de la
Geometria Analitica es la tan reiteradamente apuntada de la asociacién de ecuaciones y
curvas en un sistema de coordenadas, pero como bien sefiala Kline (1992, vol.1. p.419):

«Para Descartes esto [asociar ecuacion y curva] no era mas que un medio para un fin,
a saber la resolucion de problemas de construcciones geométricas.»

De hecho las construcciones geométricas que con tanto esmero describe Descartes en La
Geometria desde el mismo comienzo de la obra han ido perdiendo importancia, porque a
diferencia de lo que sucede en la Matematica griega y en la del siglo XVII, la
constructibilidad ha dejado de ser una condicion necesaria para la existencia. No obstante,
mas alla del acento en la construccién geométrica de las soluciones de las ecuaciones, por
fortuna, Descartes también dio unos usos alternativos a las ecuaciones de las curvas, como
en la resolucion del Problema de Pappus (G.AT,VI,377-387) y en la determinacion de las
normales a las curvas (G.AT,VI,412-423), donde se sirve de las propiedades geométricas de
las curvas para «construir» las raices comunes de las ecuaciones determinando los puntos
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de encuentro de las curvas correspondientes; y a la inversa, partir de las ecuaciones y de
sus raices para obtener los puntos de interseccion de las curvas correspondientes. Por eso
estos dos problemas han ocupado siempre un lugar distinguido en todo estudio de La
Geometria de Descartes. De hecho aqui emerge el segundo Principio fundamental de la
Geometria Analitica, que al sintetizar los desarrollos de Descartes (G.AT,VI, 417), se
expresaria en la forma:

«El problema geométrico de la interseccion de curvas se reconduce al problema
algebraico de resolucion de sistemas de ecuaciones.».

La solucién de Descartes al problema del trazado de las normales a una curva en un punto
se considera uno de los mas brillantes logros del método cartesiano, y es, sin duda, uno de
los mas conocidos y apreciados. Descartes despliega una eficaz alfombra que enlaza la
Geometria y el Algebra —analisis geométrico de los problemas, sintesis algebraica del
analisis mediante las ecuaciones y finalmente y traduccidon geométrica de los resultados
algebraicos—. Descartes va escribiendo un verdadero diccionario reversible entre los dos
lenguajes, el geométrico y el algebraico, que traduce no solo lo gramatical —puntos por
coordenadas, curvas por ecuaciones—, sino que va mucho mas alla al alcanzar el dominio
sintactico —relaciones entre los elementos geométricos, por ejemplo, intersecciones de
curvas, se traducen en relaciones entre los correspondientes elementos algebraicos,
mediante sistemas de ecuaciones—. No es extrafio que, con una retérica altisonante,
Descartes considere que el problema del trazado de las normales a una curva en un punto
es el mas importante, no sélo de cuantos ha resuelto sino de cuantos aspirara a descubrir
en Geometria (G.AT,VI, 413). Realmente es una de las muestras mas representativas de las
raices cartesianas de la Geometria Analitica por la inmensa capacidad que desarrolla
Descartes para establecer caminos reversibles que conectan una y otra vez el Algebra y la
Geometria, mediante los que Descartes aplica toda la potencia algoritmica del Algebra para
resolver problemas geométricos, que en ello consiste la virtualidad de la Geometria
Analitica.

A pesar de ciertas reticencias por parte de Pascal, Barrow, Hobbes, e incluso Newton en la
aceptacion de los nuevos métodos de la Geometria Analitica de Descartes, la extension de
sus aplicaciones a todos los ambitos de la Matematica fue cada vez mas inexorable. A ello
contribuy6é sobremanera la difusion de las diversas ediciones criticas de van Schooten,
plenas de comentarios explicativos, aclaraciones complementarias y apostillas extensivas de
los métodos cartesianos del propio editor y de otros matematicos.

En una de las entradas de la Enciclopedia, la que define el concepto de Curva, D’Alembert
expresa la idea basica de la asociacion de curvas y ecuaciones de la Geometria Analitica de
Descartes en relacion con los lugares geométricos de los antiguos:

«Descartes es el primero que haya pensado en expresar las lineas curvas por medio
de ecuaciones. Esta idea sobre la que se funda la aplicacién del Algebra a la
Geometria ha sido muy feliz y fecunda. Esta claro que al resolver la ecuaciéon de una
curva se obtiene uno o varios valores de la ordenada y para una misma abscisa x, y
que, en consecuencia, una curva trazada no es otra cosa que la solucion geomeétrica
de un problema indeterminado, es decir, que tiene una infinidad de soluciones: es lo
que los antiguos llamaban lugar geométrico. Asi pues, aunque ellos no pudieron tener
la idea de expresar las curvas por medio de ecuaciones, habian visto, sin embargo,
que las curvas geométricas no eran otra cosa que el lugar, es decir la sucesion de una
infinidad de puntos que satisfacian a la misma cuestion. Por ejemplo, que el circulo era
el lugar de todos los puntos que describen los vértices de los angulos rectos, que se
pueden formar sobre una misma base dada tomada como diametro del circulo, y asi
para las demas curvas.»

Aunque la referencia de D’Alembert no hace ningun honor a su compatriota Fermat, tiene el
interés de conocer el concepto que se tenia de La Geometria de Descartes, ciento treinta
afnos después de su publicacion.
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En las dos centurias siguientes a la de Fermat y Descartes, matematicos de la talla de Euler,
Monge, Lagrange, Lacroix, etc. imprimiran a la Geometria Analitica un ingente desarrollo
hasta situarla en el umbral de la Geometria Analitica moderna —la que se imparte hoy
académicamente—, salvo en lo que se refiere al instrumento vectorial, que la convertira en
una de las vetas mas fructiferas del pensamiento matematico, en un instrumento
responsable de la increible pujanza y del impresionante progreso que ha desarrollado la
Matematica desde entonces. Por ejemplo, mas alla del Analisis Matematico, del encuentro
de esta materia con la Geometria Analitica aplicada al estudio de curvas y superficies surge,
sobre todo tras los trabajos de Euler y Monge, la Geometria Diferencial.

La Geometria Analitica goza de una serie de virtudes que hacen de ella una comoda y
didactica herramienta matematica para el abordaje de los problemas geométricos. Por una
parte permite que las cuestiones geométricas puedan formularse algebraicamente y que los
objetivos geométricos puedan alcanzarse por medio del Algebra, e inversamente, facilita la
interpretacién geométrica de los enunciados algebraicos, lo que propicia una percepcion
mas intuitiva de su significado, con la posible apertura a la visién de nuevos problemas vy
conclusiones. Asi lo ve Lagrange cuando escribe en sus Legons élémentaires de
mathématiques (1795):

«Mientras el Algebra y la Geometria han estado separadas, su progreso ha sido
lento y sus aplicaciones limitadas; pero cuando estas dos ciencias han sido
vinculadas, se han prestado su fuerza mutuamente y han caminado juntas hacia la
perfeccion.»

llustremos estas ideas de Lagrange mediante las originales motivaciones de Descartes, es
decir, la asociacion de curvas y ecuaciones. Toda curva construida segun una regla
geomeétrica se puede representar mediante su propia ecuacion, que caracteriza a la curva y
por ello es diferente de la que corresponde a otra curva distinta. De este modo, las
propiedades geométricas de una curva pueden ser descubiertas sin mas que examinar el
comportamiento algebraico de su ecuacién. Los vinculos entre curvas, por ejemplo, si se
cortan o si son tangentes, se pueden predecir estudiando las relaciones algebraicas que
existen entre sus ecuaciones. Por tanto, una vez que de la definicibn geométrica o
cinematica de una curva hayamos derivado la ecuacién algebraica que tiene asociada, el
establecimiento de las propiedades geométricas restantes de la curva es una cuestién de
célculo algebraico. El poder algoritmico de la maquina simbdlica creada por el Algebra
aplicado a la Geometria convierte a la Geometria Analitica en un magnifico instrumento de
investigacion. Asi lo describe de forma magistral el historiador y filésofo de la ciencia Hull
(1981, p.268):

«Su mérito consiste en que capacita para hallar resultados geométricos mediante un
procedimiento sistematico que, si se aplica bien, no puede practicamente fallar. El
descubrimiento de nuevos teoremas particulares que en el caso de los métodos
griegos, dependia siempre de la llama genial de la imaginacion [que se fatiga segun
Descartes] o bien de la buena suerte [de la idea feliz], pasa a la esfera de la
competencia profesional ordinaria. El progreso de la Geometria, esencial para el de la
ciencia, se hace ahora mucho menos romantico, pero mucho mas rapido de lo que fue.
La Geometria Analitica ha afectado probablemente a la vida humana mas
profundamente, aunque menos violentamente, que la maquina de vapor o el
aeroplano. La creacion de nuevos métodos generales es de mucha mayor importancia
que el descubrimiento de conocimientos particulares, por interesantes o utiles que
éstos sean.»
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EULER, EL SHAKESPEARE DE LAS MATEMATICAS
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Portada de Introductio in Analysin infinitorum (1748) de Euler.

En la Introductio Euler trata sistematicamente la Geometria con coordenadas Euler da un paso de
gigante en la sistematizacién de la Geometria Analitica de dos y de tres dimensiones y es el
introductor como Descartes de nuevas y definitivas notaciones.

De acuerdo con Descartes, Euler reconoce que «La naturaleza de una curva cualquiera viene dada por una
ecuacion en dos variables, x,y». Euler sustituyo el término cartesiano de construccién por el de grafico. La
Introductio es uno de los primeros tratados donde se dan numerosos graficos de curvas especificas
dadas por sus ecuaciones indicando claramente las unidades utilizadas en el eje de abscisas. Quiza lo
mas sobresaliente de la Introductio, desde el punto de vista del desarrollo de la Geometria Analitica, sea
el tratamiento general de los problemas. A partir de Euler surge una de las grandes ventajas de los
métodos analiticos modernos frente al enfoque sintético de los antiguos: muchos casos especificos de
las cuestiones geométricas pueden ser incluidos en una formulacién global. Este aspecto de generalidad
que permitia el Algebra frente a la singularidad de cada problema en la Geometria de los griegos era
uno de los rasgos mas relevantes sefialados por Descartes, pero habia sido en parte pasado por alto
durante la siguiente centuria, incluso en cuestiones muy basicas como por ejemplo en el estudio de la
ecuacion de la recta, que se subdividia en numerosos casos diferentes. Euler manejé ya una tinica forma
general: ax+Py-a=0. Euler realizé un estudio exhaustivo de las cénicas y las cuadricas que alcanzé a su
clasificacion.

En Geometria elemental el resultado mas famoso de Euler es la conocida Recta de Euler, sobre la que
se sittan tres de los puntos notables de un tridangulo, el Ortocentro, el Baricentro y el Circuncentro,
resultado de la mas bella Geometria, que ignorado por todas las generaciones anteriores de geémetras,
de Euclides a Descartes, de Apolonio a Fermat y de Arquimedes a Newton, fue obtenido por Euler como
magistral aplicacion de la Geometria Analitica.

La Introductio de Euler es una de las tratados mas importantes de toda la Historia de la Matematica.
C.B.Boyer dice sobre ella en su obra History of Analytic Geometry (Scripta Mathematica, New
York,1956), p.180:

«La Introductio es probablemente el libro de texto mds influyente de los tiempos modernos. Es el
trabajo que convirtié el concepto de funcion en bdsico para las Matemdticas |...]. La Introductio es
para el Anilisis elemental lo que Los Elementos de Euclides es para la Geometria.»

W.Dunham escribe: «Euler es el Shakespeare de las Matemdticas» (El Universo de las Matemdticas,
Piramide, Madrid, 1995, p.103).
Decia Euler: «Mejor que de nuestro juicio, debemos fiarnos del cilculo algebraico».
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LOS ARTIFICES DE LA GEOMETRIA ANALITICA MODERNA
MONGE Y LAGRANGE

Monge y Lagrange son dos de los matematicos mas importantes de la época de la Revolucién francesa. Ambos
dieron un impulso inusitado a la Geometria Analitica.

Monge escribe algunas memorias, a modo de libros de texto para los cursos que se imparten en la Escuela
Politécnica, que son auténticos manuales de Geometria Analitica. Sobresalen Feuilles d'analyse apliquée a la
géométrie (1795) y Application de I'algébre a la géométrie (1802), donde da una forma bastante definitiva a la
Geometria Analitica. Ademas de generalizaciones de teoremas elementales como el Teorema de Pitagoras,
aparecen las formulas de traslacion y rotacion de ejes para las ecuaciones del cambio de ejes de coordenadas, el
tratamiento habitual de rectas y planos, la determinacién del plano que pasa por tres puntos mediante
coeficientes indeterminados, los cosenos directores, las condiciones de paralelismo y perpendicularidad, los
angulos entre rectas y planos, la determinacién de los planos principales de una cuddrica, etc. Monge extendio
para el tetraedro ortocéntrico el resultado de la Recta de Euler demostrando que el Baricentro esta a doble
distancia del Ortocentro que del Circuncentro. Ante la impresionante profusion de importantes resultados
sobre Geometria Analitica obtenidos por Monge, no es extrafio que Lagrange asombrado exclamara:

«Con sus aplicaciones del Andlisis a la Geometria este demonio de hombre [Monge] conseguird hacerse
inmortal».

Lagrange también realizé importantes contribuciones a la Geometria Analitica, siempre bajo la filosofia de
aplicar el caracter algoritmico del Algebra para superar toda representacion concreta. En sus desarrollos
analiticos, su formulacién, de una brillante elegancia, ya estd muy préxima a la escritura del Algebra Lineal,
por ejemplo en calculos que se asemejan a aspectos matriciales y determinantes. En el articulo Solutions
analytiques de quelques problemes sur les pyramides triangulaires (1775), Lagrange resolvio, de forma
puramente analitica, diversas cuestiones ya conocidas sobre la geometria del tetraedro: las formulas, en
funcién de las coordenadas de los vértices, del area, centro de gravedad y volumen, asi como los centros y
radios de las esferas inscrita y circunscrita. Al desconocer la ecuacién normal del plano, Lagrange obtiene
las alturas como problemas de minima distancia mediante los recursos del Calculo Infinitesimal. Estos
resultados estan redactados de tal forma analitica que pueden ser entendidos sin aludir a figura alguna,
como el propio Lagrange escribe en el articulo:

«Me siento halagado por el hecho de que las soluciones que voy a dar serdn ciertamente de interés para
los geémetras tanto por los métodos como por los resultados. Estas soluciones son puramente
analiticas y pueden entenderse incluso sin figuras.»

Y efectivamente, no hay ni una figura a lo largo de este trabajo, lo que prefigura la ulterior concepcién y
estructura de la Geometria Analitica.

Con los trabajos mencionados de Monge y Lagrange, que para algunos historiadores representan una
auténtica «Revolucién analitica», la Geometria Analitica se convirti6 en una rama de las Matematicas
independiente y cerrada, muy proxima al enfoque actual en cuanto a los métodos y la notacion, salvo en lo que
se refiere a las cuestiones vectoriales.
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A partir de Descartes habra dos tipos de tratamiento de los problemas geométricos que
daran lugar a dos Geometrias, la Analitica, que aplicara el nuevo lenguaje algebraico y la
Sintética, que prescindira del mismo. Gracias al lenguaje analitico podran resolverse
problemas para los que el lenguaje geométrico puro era impotente, como hallar la normal o
la tangente a una curva, calcular el area encerrada por una curva, maximos y minimos, y
demas problemas infinitesimales, cuya resolucion se inicia en simultaneidad con el trabajo
cartesiano. Pero aunque un problema pueda ser tratado de las dos formas, la analitica
dependera menos de la geometria de la figura y por tanto sera mas simple y mas general.
Por ejemplo, para demostrar que las alturas o mediatrices de un triangulo se cortan en un
punto, en Geometria Sintética hay que considerar por separado la forma del triangulo segun
los angulos, porque ello condiciona si la interseccién tiene lugar en el interior o en el exterior
del triangulo. En Geometria Analitica, los dos casos se consideran de consuno.

Las maravillosas virtudes de la Geometria Analitica, ponderadas por todos los grandes
matematicos a partir de Descartes, no suponen ni obligan a abandonar la Geometria
Sintética, simplemente el profesional sabe que hay dos métodos geométricos y utilizara uno
u otro segun el objetivo del problema o segun el gusto y el sentido estético.

¢, Por qué renunciar a las diversas herramientas del taller geométrico?

Por ejemplo, el gran maestro Euler, en un pequefio articulo de 1747 que lleva el poco
original titulo de Variae demostrationes geometricae, aplica Geometria Sintética pura para
demostrar, con una elegancia incomparable, la clasica y famosa Férmula de Herén para el
area del triangulo en funcién de los lados (Dunham, 2000, p.215). Pero en otro articulo de
1767, haciendo gala de una increible intuicibn geométrica y de una audaz perseverancia
algebraica, Euler descubre y demuestra, con la mas bella y brillante aplicacién de Geometria
Analitica, el resultado que ha pasado a los manuales de Geometria con el nombre de Recta
de Euler:

«En cualquier tridngulo el Ortocentro, el Baricentro y el Circuncentro estan sobre la
misma recta. Ademas, el Baricentro esta dos veces mas lejos del Ortocentro que del
Circuncentro.»

Conocidos ambos ejemplos, podemos decir que la versatilidad analitica, sintética algebraica,
geomeétrica, tedrica y practica de Euler no tiene limites. Las dos demostraciones eulerianas
podrian representar en su propia persona a los dos bandos, el analitico y el sintético,
enfrentados en una controversia que se remonta al umbral de la aplicacién de los métodos
cartesianos. Por fortuna, para los grandes artifices de la Matematica, como el propio Euler o
Monge, la polémica es de lo mas estéril y debe ceiirse a cuestiones de tipo exclusivamente
estético, sin elevarla a juicios de valor acerca de cual de las dos Geometrias es superior,
aunque se esté de acuerdo en que, ciertamente, por el automatismo del Algebra Simbdlica
que se aplica en la Geometria Analitica, la Geometria Sintética, como dice W.Dunham
(Euler, el maestro de todos los matematicos. Nivola, Madrid, 2000. Cap.7. pp.229-230):

«requiere a menudo un punto de intuicion, que habitualmente se conoce como
inspiracion. [...] Como sabia Euler qué hacer [en uno y otro problema)]. En dltima
instancia, la respuesta a esta pregunta se halla en el misterioso territorio de la
imaginacién humana. [..] Por supuesto, uno puede preguntarse si la Geometria
Analitica es realmente Geometria. Carente de gracia y elegancia, dependiente de Ilo
que Carnot llamé ‘los jeroglificos del Analisis”, ;no es una mera aplicacion de una
fuerza algebraica inexorable?»

La fuerza incuestionable de la Geometria Analitica y su generalidad e independencia de la
«idea feliz que trae la divina inspiracién», permite entender que, por ejemplo, el discipulo de
Monge, Poncelet, uno de los artifices de la Geometria Proyectiva moderna, autor de la
importante obra Traité des propriétés projectives des figures (1822), y no precisamente un
gran admirador de la Geometria Analitica, escribiera:
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«Mientras la Geometria Analitica ofrece su caracteristico método general y uniforme
como forma de proceder en la resolucién de problemas |[...], la otra [la Geometria
Sintética clasica] actua al azar y depende completamente de la sagacidad de los que
la emplean.»

Por la misma época, Lacroix, el matematico y profesor que mas contribuyé a difundir la
Geometria Analitica, formula, en su Traité de calcul (1810), un punto de vista préximo al actual:

«Obviando todas las construcciones geométricas se hara ver al lector que existe una
manera de considerar la geometria que se podria llamar geometria analitica, y que
consiste en deducir las propiedades de la extensidon del minimo numero posible de
principios por métodos puramente analiticos, de la misma manera que ha hecho
Lagrange en su mecanica con respecto a las propiedades del equilibrio y del
movimiento.»

Aun asi, Lacroix fue algo reacio a titular sus obras con el nombre de «Geometria Analitica».
Aunque este nombre habia ido apareciendo subrepticiamente a lo largo del siglo XVIII, parece
que el primero que lo utiliza como titulo es Lefrancais en una edicion de sus Essais
de géométrie de 1804 y Biot en la edicién de 1805 de sus Essais de géométrie analytique.

La Geometria Analitica se ha convertido en una poderosa herramienta de investigacién y
exploracién cientifica, en el mas util instrumento para resolver con elegancia, rapidez y
plenitud heuristica las cuestiones geométricas. Al fundir en un Unico acto intelectual el
descubrimiento y la demostracién —el ars inveniendi y el ars disserendi— la Geometria
Analitica permite alcanzar un objetivo basico que se habia propuesto su fundador,
Descartes:

«Ejercitar el entendimiento sin fatigar mucho la imaginacién» (DM.AT,VI,17-18).

La Geometria Analitica, de origen remoto en el Analisis Geométrico de los griegos con su
incipiente uso retérico de coordenadas en Apolonio y Pappus y su apoyo en la mecanica
algoritmica del Algebra simbdlica de Vieta, domina el pensamiento matematico desde la
época de Descartes hasta nuestros dias. El empleo sistematico de las coordenadas tratadas
con el calculo algebraico, es una potente herramienta algoritmica de resolucion de
problemas geométricos, un método de un poder y una universalidad tan eficientes en la
Matematica, que supera cualquier otro instrumento anterior, y mas alla de la Geometria y de
la Matematica, la Geometria Analitica ha revolucionado todas las ciencias relacionadas con
el tiempo y el espacio, a través del concepto de funcion, la herramienta mas importante para
el conocimiento y dominio de la naturaleza. Como escribe Kline (1992, vol.1, p.425):

«La Geometria Analitica cambio la faz de las Matematicas».

La fuerza algebraica inexorable de la Geometria Analitica, su universalidad y su autonomia
de la «fortuna de la inspiracién», democratiza la Geometria y la Matematica en general y
pone al servicio de la Humanidad, es decir, de cualquier persona normal, de todo escolar
que tenga pequefios rudimentos de Algebra, un eficaz instrumento que potencia la intuicion,
facilita la investigacion y promueve que no sea imprescindible un gran talento y una gran
sagacidad y sutileza intelectual en la resolucién de los problemas geométricos. Por eso nos
permitimos completar la frase anterior de Kline para sentenciar:

«La Geometria Analitica cambié la faz de las Matematicas y de la Educaciéon
matematica.»
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